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RAPPELS MATHEMATIQUES

mm Equation et inéquation
Définitions

» Une équation est une égalité dans laquelle figure une ou plu-
sieurs inconnues. Lorsque I'égalité est vérifiée, la ou les inconnues
prennent différentes valeurs appelées solutions. Résoudre une
équation revient a trouver toutes les solutions. L’ordre des termes
n’a aucune importance (si a = b alors b = a).

» Une inéquation est une inégalité dans laquelle figure une ou
plusieurs inconnues. Elle peut prendre la forme a <boua >b.

Les différents types d’équations et d’inéquations

M Equation & une variable de degréun :ax=b

Sia=+oalorsx = %. 1l existe une solution et une seule.

Ce type d’équation se retrouve dans les problémes relatifs a I'éva-
luation d’un capital a une date quelconque, dans le cas de I’équiva-
lence de deux capitaux...

M Equation a une variable de degré deux : ax2 + bx+c=0

Pour résoudre cette équation, il faut dans un premier temps calcu-
ler le discriminant A = b2 — 4 ac.

Si A > o alors I'’équation a deux solutions :

-b-JA -b+/A

= on X = 5y

SiA=oalorsx; =x, :_2% I’équation a une seule solution.

Si A < o il n’existe pas de solutions réelles a '’équation.
B Equation a deux variables : ax + by = ¢
1l s’agit de '’équation d’une droite, saufsia =b = o.

c __a

Sib¢oalorsy=T b xavec_]Ta

(ou pente) de la droite et % Tordonnée a l'origine.

le coefficient directeur

B Systéeme de deux équations a deux variables :
{ ax+by=c
gx+hy=t

L’accolade signifie que les deux équations doivent étre satisfaites
en méme temps. Pour ce faire, il existe deux méthodes :

» la méthode par substitution qui permet de remplacer une
variable dans une équation par sa valeur tirée de I'autre équation.

Par exemple : { 2X + 4y = 8
X+y=3



L’équation 2 peut s’écrire sous la forme y = 3 — x ; dans ce cas,
en remplacant y dans I’équation 1, celle-ci est transformée en une
équation a une inconnue : 2x + 4 (3 — x) = 8 d’ott x = 2 et donc
y=3-2=1;

» la méthode par élimination (Gauss) qui consiste a rem-
placer une équation par une autre, en multipliant celle-ci par un
nombre non nul de telle sorte que le coefficient d’au moins une
variable soit le méme dans 'autre équation du systéme.

Toujours avec le méme exemple, I'’équation 2 peut étre multipliée
par 2 ou par 4. Ensuite, a I'aide des combinaisons linéaires il sera
possible de calculer x ou y, puis d’en déduire I'inconnue manquante.

Dans le cas présent, multiplions I'équation 2 par 2 :
{ 2X + 4y = 8
2Xx+2y=6
Puis effectuons la soustraction entre les deux équations, alors 2y = 2
douy=1etx=2.
Ce type de résolution est utile, par exemple, pour résoudre les pro-
blémes relatifs a '’équivalence de deux effets de commerce.

Précisons qu’en contrdle de gestion, il est possible d’utiliser la mé-
thode graphique qui consiste a rechercher I'existence d’'un point
d’intersection entre les deux droites.

M Inéquation a deux variables : ax + by < ¢

Ce type de systeme se retrouve en controle de gestion. Pour une ré-
solution par le calcul, il faut introduire des variables d’écart afin de
transformer une inéquation en équation (méthode du simplexe).

La solution graphique nécessite la représentation de la droite
ax + by =c, puis la détermination du demi-plan qui satisfait a
I'inéquation.
mm Fonctions :y = f(x)

La fonction affine:y=ax+b

Cette fonction est une droite de pente a, croissante si a > 0 et
décroissante si a < 0.

La fonction logarithme népérien (In)

1l s’agit de la primitive de y = % pour x > 0 qui s’annule pour

x = 1. Elle est notée y = In(x). Cette fonction est souvent utilisée
en mathématiques financieres afin de déterminer les durées.
Ses propriétés sont les suivantes :

In(a)=In(b) ®a=>b

ln(a;)) =In(a) + In(b)

In (?) =In(a) — In(b)

In(x)» = n In(x)

Rappels mathématiques



Parfois, il peut étlre(f%it référence au logarithme a base a (avec a > 0)
n(x
de x :log, (x) = Tn(a)

Le logarithme népérien est le logarithme a base e (exponentielle).

La fonction exponentielle : y = ex

1l s’agit de la fonction telle que x = In(y), on note y = ex.
Ses propriétés sont les suivantes :

ea+b = ea eb
(ea)b = eab
In(e2) = a
eln®) = b

La fonction puissance : y = ax

Cette fonction est définie par y = exn® pour tout a > 0.
mm Dérivées

Soit f(x) définie sur ]a ;b[, on appelle nombre dérivé de f en x, la
f(x) - f(x,)

X=X, si elle existe ; notée £(x,).

quantité lim x—x,

Si la dérivée est positive, alors la fonction est croissante ; si elle est
négative, la fonction est décroissante.

Voici quelques dérivées :

Fonctions Dérivées
be rxr—t
ur(x) ru'1(x) u'(x)
1 -u'(x)

u(x) u?(x)

u(x) 0'(x) v(x) — u(x) v(x)

v(x) v2 (x)
A (constante) o}
X 1
In(x) )1(—
u(x) v(x) u'(x) v(x) + ux) v'(x)
ex ex
In (u(x) 1111((,):))

Si entre a et b la dérivée s’annule en x, en changeant de signe, alors
la fonction admet un extremum en x, appelé tangente.



mm Exposants et fractions

Voici un tableau récapitulatif des principales propriétés :

1 n— 1
all=—g Sian=balorsa=Vb=b"
c ac
all g — gn+m —aX — =
b d d
a c
(ab)® = anbn —— =— alors ad = be
b d
(amm = g L2 ¢ ad+ch
b d bd
Z‘?n = gn-m

mm Interpolation linéaire

Soit f la fonction définie sur [a ; b] et ¢ un nombre réel dans cet
intervalle.

L’interpolation linéaire permet de trouver I'image de c par f quand
celle-ci ne peut pas étre calculée. Cette méthode consiste a rempla-
cer f(c) par g(c) ou g est la fonction affine telle que :

g(a) = f(a)

g(b) = f(b)
La méthode remplace la courbe représentative de f sur [a ; b] par
la droite (AB) et de ce fait :

f(b) — f(a)

f(c) =f(a) + (c—a) b_a

Exemple : Une personne décide d’investir dans un vélo pour 1200 €. Le
vendeur lui propose un crédit :

- 10 mensualités de 129,43 € chacune ;
- 1re mensualité, un mois apres I'achat.
Quiel est le taux mensuel équivalent correspondant a ce crédit ?
1—@+i)lo doy =0 10 _ 1200

i i 129,43

En I'absence de solveur, il convient de procéder a une interpolation
linéaire :

=9,27142

1200 =129,43 X

i a=1% c=i% b=15%
_ (14 )-10
% 9,4713 9,27142 9,222
) 9,222 — 9,4713
9,27142 =9,4713 + (1i—0,01) ——— doui=1,40%
0,015 — 0,01

Rappels mathématiques



LES SUITES

Les suites sont utilisées principalement lors des calculs de place-
ments financiers.

mm Suites arithmétiques

Une suite en progression arithmétique est une suite numérique,
dont chaque terme s’obtient en ajoutant au précédent un terme
réel constant appelé la raison, notée r. L'ordre des termes est im-
portant, c’est pourquoi un rang lui est donné.

+T

(YA (N
| | | | >

|
a a; 33 n-1 n

a+r  a,+r

a; +2r a,+(n—-1r

anzan_1+r=al+(n—1)r‘

avec a, le niéme terme, a, le premier terme et n le nombre de terme.
 Sir > 0, alors la suite est croissante.

« Sir < 0, alors la suite est décroissante.

« Sir = 0, alors la suite est constante.

La somme S d’une suite arithmétique est :

_ valeur du 1°r terme + valeur du dernier terme

S nombre de termes

a; +a, 2

=7

Les suites arithmétiques trouvent leur application lors d’un retrait
ou d’un ajout d’'une méme valeur a chaque période, lors du calcul
des intéréts simples.

Exemple : Monsieur Trésor signe un contrat de maintenance sur 10 ans.
La valeur initiale est de 1 000 €. 1l est envisagé de I'augmenter de 100 €
par an. Combien aura-t-il décaissé a la fin du contrat ?
a; =1000 ; a, = a; + 100 = 1 100. Nous sommes en présence d’'une suite
arithmétique de raison r = 100
Pour connaitre le montant total versé a la fin du contrat il convient de
calculer a;g=a; + 9r=1000 + 9%100 =1 900

SE w %10 = 14 500 € montant versé a la fin du contrat.

mm Suites géométriques

Une suite en progression géométrique est une suite numérique
dont chaque terme s’obtient en multipliant le terme précédent
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par un nombre réel constant non nul appelé la raison, notée q.
L’ordre des termes est important, c’est pourquoi un rang lui est

donné. xq xq xq
e (\' =
Q a, a, ., a,
211 q 32 q an-l q
; ¢? a; qo-t

an = Ay, Xq = a; Xq?!

avec a, le niéme terme, a, le premier terme et n le nombre de terme.

« Siq > 1, alors la suite est croissante.
« Siq < 1, alors la suite est décroissante.
« Si q =1, alors la suite est constante.

La somme S d’une suite géométrique est :

s q Xvaleur du dernier terme — valeur du 1¢ terme
= o
avecq # 1

n—1
= a;X

Ces suites trouvent leur application lorsqu’il est envisagé une aug-
mentation constante chaque année (par exemple les salaires aug-
mentent de 1 % chaque année, le calcul des intéréts composés).

Exemple : Monsieur Trésor signe un contrat de maintenance sur 10 ans. La
valeur initiale est de 1 000 €. Il est envisagé de I'augmenter de 8 % par an.
Combien aura-t-il décaissé a la fin du contrat ?

a; =1000 ; a, = a; X1,08 = 1 080. Nous sommes en présence d'une suite
géomeétrique de raison g = 1,08.

5 =1000x 1080=1

108 -1 =14 486,56 € montant versé a la fin du contrat.

Parfois la suite peut étre arithmétique et géométrique. Dans ce cas :

Uns =aup+betu, = a“(uo—lk;aﬂ 11_)a

Exemple : Monsieur Trésor place sur un compte 600 € tous les mois.
Chaque mais, il utilise 20 % de ce qu'il possede sur ce compte.
Quel montant peut-il y avoir au maximum sur ce compte ?
A la fin du premier mois, M; = 600 — 600X 20 % = 480 ; fin du deuxiéme
mois M, = (480 + 600)x0,8 = 864 €
M, = (Mq + 600)x0,80 = 0,80 M, + 480. Ceci correspond a une suite
arithmétique et géométrique.

- 480 480
M, =0,8"1 (480 o8 *i-08
Quand n tend vers linfini alors 0,81 = 0 alors M,, = 1 920 € montant
maximum du compte.

=0,8N1x(-1920) + 1920

Les suites



LES INTERETS SIMPLES
ET L’ESCOMPTE

mm Intéréts simples

Un capital placé ou prété donne droit a une rémunération appelée
intérét. Celui-ci est fonction de la somme prétée, de la durée et
du taux d’intérét.

Les intéréts simples concernent les opérations financiéres a court
terme (par exemple le calcul des coupons d’obligation, le cotit du
découvert), ils ne sont pas incorporés au capital.

Calcul des intéréts simples I

Avec C le capital placé, t le taux annuel et n la durée de placement
en jours, I'intérét I se calcule :

-t —2

» L'intérét se calcule en général pour une année de 360 jours composée
de 12 mois de 30 jours. Pour les contrats de date a date, le calcul se fait en
nombre de jours réels mais toujours par rapport a 360. Pour les calculs
de type livret A, seules les quinzaines compleétes sont prises en compte.

» L'intérét est a terme échu (post-compté) lorsqu’il est payé a
I’échéance (agios du découvert par exemple), il est précompté (terme
a échoir) s’il est payé le premier jour (cas de 'escompte).

Valeur acquise et valeur actuelle

Il est possible de déterminer la valeur future d'une somme placée a
un taux d’intérét donné (capitalisation ou valeur acquise).

—n (6] n
l -
Valeur Valeur nominale Valeur
actuelle du capital acquise
= C -1 C = C + 1
=Cc-ct 2 =C+Ct 2
360 360

avec Cla valeur nominale, t le taux d’intérét et n la durée, la valeur
actuelle permet d’exprimer aujourd’hui la valeur d’'une somme en-
caissable ou payable dans le futur. Elle est utilisée par les banques
afin de calculer le montant des effets escomptés.

Exemples :

1) M. X préte 1 000 € durant 3 mois au taux de 3 %. Quelle somme per-

cevra-t-il au bout des 3 mois ?

1000 X 0,03 X 90
360

2) Mme Y doit payer 1000 € dans 3 mois. Elle souhaite payer immédiatement

au taux de 2 %. Quel est le montant du reglement anticipé ?

1000 X 0,02 X 90

Valeur actuelle =1 000 — 360 =995 €

Valeur acquise =1 000 + =1007,50 €

10



mm Escompte
Calcul

) Parmiles différents modes de réglement, il existe la lettre de change
(effet de commerce). Il s’agit d'un document engageant un débiteur a
régler un montant déterminé a une date future (échéance). Lorsque
le créancier a des besoins de trésorerie a court terme, il lui est possible
de céder, avant I’échéance, la lettre de change a sa banque en contre-
partie d’'une rémunération appelée escompte (E).

1l existe deux types d’escompte :

— I'escompte rationnel : il se calcule sur la somme effectivement
prétée ;

— I'escompte commercial : il est directement calculé sur la valeur
nominale. Cest cet escompte dont il sera fait mention par la suite.

_ J
E = Vxtx—¢5

avec Vlavaleur nominale del'effet, t le taux d’escompte et jle nombre
de jours séparant la date de négociation et la date d’échéance. D’ot :

—la valeur actuelle =V - E
— agios (a) = escompte + frais + taxes

— valeur nette =V — a
» Tl est possible pour I'entreprise de calculer le taux réel de I'escompte i,
taux qui tient compte des frais, a partir de la formule suivante :

J
360

, . (ax360)
doul—v—xj

a=V Xxix

Exemple : L'entreprise X détient une lettre de change de 12 500 € de valeur
nominale dont I'échéance est le 5 mai. Le 15 mars elle négocie auprés de sa
banque un escompte au taux de 9 %, commission d’endos 0,60 %, commis-
sion de manipulation 1,50 € HT par effet.

Calculer le montant de I'escompte, la valeur actuelle, le montant des
agios ainsi que le taux réel de I'escompte.

16 +30+5
Escompte E =12 500 x0,09 x ~ 360 - 159 ,38 €

Valeur actuelle = 12 500 — 159,38 = 12 340,62 €
Calcul des agios :

Escompte 159,38
Com. endos 0,6 % x 12 500 x % 10,62
Com. Manipulation 1,50
TVA 0,30
Agios 171,80
Valeur nette = 12 500 — 171,80 = 12 328,20 €

. 360 X 171,80 _
Taux réel = 12500 51 - 9,70 %

Les intéréts simples et I'escompte



Equivalence des capitaux

» Deux capitaux sont équivalents si, escomptés au méme taux, ils
ont la méme valeur actuelle a une certaine date (date d’équiva-
lence). A intérét simple, cette date est unique.

Aladate t, 1a valeur actuelle 1 est égale a la valeur actuelle 2 d’ot :

Vit Votn,
360 360

Vv, =V, -

avecn la durée en jours, Vla valeur nominale et t le taux d’escompte.

» Suite a cela, il peut étre demandé de retrouver la date d’équi-
valence, le taux d’équivalence, la valeur nominale ou I’échéance.

Exemple : Le 1eravril, a quel taux d’escompte un effet de nominal 2 500 €
a échéance le 15 juillet est-il équivalent a un effet de nominal 2 450 € a
échéance le 15 mai ?

+31+30+
25002500 x t x 22 3L¥30+IS o ey oas0xtx 29H15

360 360
t=11,63%

Intéréts précomptés — intéréts post-comptés

» Lors de 'escompte, les intéréts sont payés d’avance (précomp-
tés) a la différence du découvert ot ceux-ci sont calculés en fin de
période (post-comptés).

» Soit V la somme empruntée, i’ le taux précompté et i le taux de
I'intérét simple post-compté alors :

Soitles intéréts =V X 1" X 3% et le montant perqu =V -V X i X 2

36
Si{i’ est annuel et j le nombre de jours, alors :

i= I
o
1 1X36O

Sii’ est mensuel et n le nombre de mois, alors :

e

v
1—ni’

Exemple : Une entreprise escompte 10 000 € sur 12 mois au taux de
0,5 % mensuel précompté. Y a-t-il équivalence entre les intéréts simples
au taux précompté ou au taux post-compté ?

0,005
1-12 X 0,005
Intérét précompté | =10 000 x 0,5 % x 12 = 600
Montant percu = 10 000 — 600 = 9 400 €
Si I'entreprise décide d’emprunter aujourd’hui 9 400 € a 0,532 % intérét
post-compté, le montant des intéréts versés serait de :
1=9400 x 0,532 % x 12 = 600
Montant remboursé = 9 400 + 600 = 10 000 €
Il'y a bien équivalence entre les deux taux.

Taux post-compté i = =0,00532 s0it 0,532 %

12



LES INTERETS COMPOSES

mm Intéréts composés

Un placement est fait a intéréts composés quand, a la fin de chaque
période, les intéréts sont capitalisés et produisent des intéréts pen-
dant les périodes ultérieures. Cette méthode est la plus utilisée.

Comme vu précédemment pour les intéréts simples, il est possible
de calculer la valeur acquise ainsi que la valeur actuelle :

| | | | | | |

| 1 1 1 | 1 —>
-n -2 -1 0 1 2 n
valeur Valeur du capital valeur
actuelle Co acquise
Ch,=C,(+1i)m Ch=C,(a+i)n

Valeur acquise (capitalisation)

» Les intéréts augmentent d’une année sur 'autre car a la fin de
chaque période ils sont incorporés au capital. Cette formule est
utile pour calculer les intéréts acquis lors d’'un placement, le mon-
tant de la valeur placée, la durée, le taux.

La valeur acquise d’un placement au taux i est :

C.,=C,(1+1i)n

avec C, la valeur du capital, i le taux d’intérét et n la durée. La
période de capitalisation doit correspondre a la période relative au
taux. Si le taux est annuel alors n sera exprimé en années. Si le taux
est mensuel, n sera exprimé en mois.

Exemple : Un capital de 10 000 € est placé pendant 3 ans au taux annuel
de 4 %. Quelle est sa valeur acquise ?
C; =10 000 (1+ 0,04)° = 11 248,64 €

» A partir de cette formule de base, différents éléments peuvent étre
calculés :

— les intéréts sont calculés par simple soustraction :

1=C,(1+i)r—-C,

Dans I'exemple précédent | = 11 248,64 —10 000 = 1 248,64 €.

— la somume placée est donnée par la formule suivante :

Ca .
Co =G+ C, X(1+ 1=

Exemple : La somme placée est 11 248,64 (1,04)3 =10 000 €

Les intéréts composés



— la durée est calculée a partir de la formule suivante :

Cu
_In(C)-In(C,) In (TO)
" In@+i) Inm@+d

Exemple : En combien de temps le capital de 10 000 € placé a 4 % peut-il
rapporter 12 166,53 € ?

In 12 166,53
—_—————— =
"= n,09) sans
) C 1/n
—le taux est ainsi défini: | 1 = (C“ ) -1
(o]

Exemple : A quel taux peut-on obtenir une valeur acquise de 15 000 €
avec un capital de 10 000 € au bout de 8 ans ?

8
i= M)_ 1= 5,20 %
10 000

Valeur actuelle (actualisation)

Elle permet d’exprimer aujourd’hui la valeur d’'une somme encais-
sable ou payable dans le futur. En finance, elle est tres utile car la
comparaison entre deux capitaux ne peut se faire qu’a la méme date.

La valeur actuelle d’'une somme C au taux i est :

Co=C,(a+1i)m

avec C, le capital de fin, i le taux d’intérét et n la durée. La remarque
concernant le taux et n est la méme que pour la capitalisation.

Exemple : Quel est le capital aujourd’hui qui, placé a 4 % I'an donnera a
la fin de la 5 année une valeur de 10 000 € ?

Cp=10000 (1 +0,04)5=8219,27 €

Exemple : Un client hésite entre payer immédiatement 2 000 € ou ré-
gler en deux fois (1 100 € dans 1 an et 1 040 € dans 2 ans). Sachant que
le taux d'actualisation est de 5 %, que lui conseillez-vous ?

Valeur actuelle = 1100 (1,05)"! + 1040 (1,05)-2 = 1 990,93 €

Le crédit (1 990,93 €) est préférable au reglement comptant (2 000 €)
méme s'il conduit a payer 140 € d'intéréts.

Escompte a intéréts composés

Ce type d’escompte est utilisé pour des dettes dont les échéances
sont lointaines.

14



Dans ce cas, la valeur actuelle V :

V, = valeur nominale (V) — escompte (E) =V (1 + 1)
DouE=V[1-(1+1)n]=V-V,

Exemple : Déterminer au taux de 3 % la valeur actuelle et le montant
de I'escompte a intéréts composés d'un billet de trésorerie payable dans
3 ans et de valeur nominale 10 000 €.

Valeur actuelle Vg =10 000 (1,03)-3=9 151,42 €
Escompte E =10 000 — 9 151,42 = 848,58 €

Equivalence des capitaux

Deux capitaux sont équivalents si, escomptés au méme taux, ils
ont la méme valeur actuelle. Dans le cas des intéréts composés, la
date d’équivalence est quelconque.

Au taux i, la valeur actuelle 1 est égale a la valeur actuelle 2.

Vy (1 +1)m =V, (1 + i)

avec n la durée, V la valeur nominale et i le taux d’escompte.

Exemple : Un capital de 10 000 € payable dans 5 ans est payé par anti-
cipation au bout de 2 ans au taux de 5 % a intéréts composeés. Quel est
le montant payé ?

10 000 (1,05)-5 = V/x (1,05)2
V=8638,38 €

mm Taux équivalents et taux proportionnels

Les remboursements sont généralement supérieurs a 1 an. Le taux
utilisé est le taux annuel. Mais les remboursements peuvent étre
mensuels, trimestriels ou semestriels. Dans ce cas, il est plus ju-
dicieux d’utiliser un taux correspondant a cette période. Il existe
deux méthodes : le taux proportionnel et le taux équivalent.

Taux proportionnels

Deux taux sont proportionnels quand leur rapport est égal au rap-
port de leurs périodes de capitalisation respectives.

Soit i, le taux annuel, alors :

I
Le taux semestriel i, ==

.N|

Le taux mensuel i, = I

1
Le taux trimestriel i, =—-

N

1y

Les intéréts composés



Taux équivalents

Deux taux sont équivalents quand, pour une méme durée de
placement, ils conduisent a une méme valeur acquise a intéréts
composés.

i, le taux annuel
i le taux semestriel : (1 +1,) = (1 + i,)?
i, le taux trimestriel : (1 +1i,) = (1 + )4
i, le taux mensuel : (1 +1,) = (1 +i,)?

Exemple : Soit un placement de 2 000 € a 4 % annuel.
La valeur acquise fin de lannée 1 = 2 000% (1,04) = 2 080
Calculons la valeur acquise en utilisant le taux trimestriel et comparons :

Taux proportionnel Taux équivalent

Taux % =1% (1,04)Y4—1=0,985 %

Valeur acquise |2 000 X (1,01)4 =2 081,20 |2 000X (1,00985)* = 2 080

Différence 1,20 € 0

Pour les emprunts, les banques utilisent le taux proportionnel ; les
placements, quant a eux, sont effectués au taux équivalent.

Exemple :
1 - Quel est le taux mensuel équivalent a un taux annuel de 10 % ?
2 - Quel est le taux mensuel équivalent a un taux trimestriel de 6 % ?

3 - Une banque propose un compte rémunéré a 4 % les deux premieres
années, a 7 % les trois années suivantes et a 8 % ensuite. Ce compte est
conservé 12 ans, quel est le taux annuel équivalent ? Quel est le taux
trimestriel proportionnel ?

1 - Taux mensuel équivalent = 1,10/12 — 1= 0,79 %
2 - Taux mensuel équivalent = 1,063 — 1 =1,96 %

3 - Soit i le taux annuel équivalent alors (1 +i)!2 = 1,042x1,073x 1,087
=2,2708

D'ou i = 2,2708Y12 —1=7,07 %
Le taux trimestriel proportionnel est% =177%
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LES SUITES D’ ANNUITES

Les versements effectués a intervalles de temps constant sont ap-
pelés des annuités.

mm Evaluation d’une suite d’annuités
constantes de fin de période

Lorsque les annuités de chaque période sont identiques, 'annuité
est dite constante. Dans ce cas, les formules des suites géomé-
triques peuvent étre appliquées.

La valeur acquise

La valeur acquise est la somme des valeurs actualisées par chaque
annuité lors du versement de la derniere annuité.

La valeur acquise d’une suite d’annuités constantes de fin de pé-
riode suit une progression géométrique de raison (1+i)n. Le calcul
de la valeur acquise peut étre effectué a 'aide de la formule de la
somme géométrique. Dans ce cas :

Vo=a+a(1+i)+a(@+1)2+...+a(1+imt

L
1+1) —1
Y = e B =1

avec V,, la valeur acquise, n le nombre d’annuités, i le taux d’inté-
rét et a le montant de 'annuité constante.

Exemple : 1000 € sont placés a intéréts composés chaque mois pendant
5 ans au taux de 2 %. La valeur acquise au bout des 5 ans est de :

5__
(1+0025—-1 _ 0, o

= X
Vs =1000 i

La valeur actuelle

La valeur actuelle est la somme des valeurs actuelles de chaque an-
nuité évaluée une période avant le versement de la premiere annui-
té. Elle suit une progression géométrique de raison (1 + i), d’ou :

Vo=a(1+)1+a@@+i)2+..+a(+in
Xl - (1+1)m

Vo=a
0 1

Exemple : Quelle somme pouvons-nous emprunter si nous nous engageons
a la rembourser en 5 annualités de 1 000 € chacune, la premiere étant
payée 1 an apres la remise des fonds ? Taux : 2 %

1-(1+0,02)75

0.02 =4713 €

Vo =1000 x

Les suites d’annuités



mm Evaluation d’une suite d’annuités constantes
de début de période

La formule de la somme des suites géométriques nous raméne tou-
jours une période avant.

La valeur actuelle

La valeur actuelle nous donne la valeur en 0. Or, en cas de verse-
ment en début de période, la valeur actuelle nous donne la valeur
en -1, il convient de ramener le tout a 'année 0 en multipliant le
tout par (1+i).

V0=a(1+i)1_(+1)

La valeur acquise

Le raisonnement est le méme pour la valeur acquise :

Tl
V, = ax%x(1+i)

mm Evaluation d’une suite d’annuités en pro-
gression arithmétique de fin de période
La valeur acquise

La valeur acquise d’une suite d’annuités de fin de période de
progressionr est :

-\
+ p—
Vi, _+i) -1 li) !y (a, +-L)-1L
i’

avec r la raison de la progression arithmétique, a, la premiere an-
nuité et i le taux d’actualisation.

Exemple : Calculer la valeur acquise d’'une suite de 10 annuités de fin de
période en progression arithmétique de raison 100, la premiére annuité
étant de 1 000 € et le taux de 2 %.

_1,0210 —; 100 , 10x100

Vn="goz— X(1000+ 555 )~ ~5 07

0.02 =15698,33 €
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La valeur actuelle

La valeur actuelle d'une suite d’annuités de fin de période en pro-
gression arithmétique r est :

-
Vo=V, (1 +i)n= Lliﬂ)x [al+_{‘+nr]_ni_r
i
Exemple : valeur actuelle de I'énoncé précédent
Vo =15 698,33 (1,02)10=12 878 €
_ 1-1,02'10 100 10X100
Vo= Wx(l 000 + S 10x100) — o 12878 €

mm Evaluation d’une suite d’annuités en
progression géométrique de fin de période

Nous sommes dans le cas ou I’épargnant a la possibilité d’augmen-
ter de r % ses placements chaque année.

La valeur acquise

Dans ce cas, la valeur acquise est :

v =a><(1+r)ﬂ—(1+i)n
n— r—i

avec a, la premiére annuité et i le taux d’intérét.

Exemple : Un épargnant place 1 000 € la premiere année. Les place-
ments augmentent de 1 % chaque année. Le taux est de 3 %. Quelle est la
valeur acquise au bout de 10 placements ?

1,010 — 1,030

V10=1OOOXW211965€

La valeur actuelle

La valeur actuelle d’une suite d’annuités en progression géomé-
trique de fin de période est :

Vo =V, X1 +1i)=n

Les suites d’annuités



LES EMPRUNTS INDIVIS

mm Généralités

» Un emprunt indivis est un emprunt qui ne comprend quun
seul préteur. L’emprunteur rembourse le capital avec des inté-
réts. Chacune des annuités (remboursement) se décompose en

intéréts du capital restant dii et en remboursement du capital
emprunté (amortissement).

Annuité = intéréts du capital restant dii + amortissement

» Un emprunt se décompose en 5 variables :
— le montant de 'emprunt V ;
—la durée ;
— le mode de remboursement ;
- le montant des annuités aj ;
— le taux annuel de 'emprunt i.

» Le cotit de 'emprunt correspond au montant des intéréts ver-
sés. Les intéréts sont moindres lorsque les remboursements sont
importants sur les premieres années.

» Le taux le plus souvent utilisé est le taux proportionnel.

» Le tableau de remboursement d’emprunt est utile en finance.
En effet, lors d’'un choix de financement, la comparaison doit se
faire a des dates identiques. Le montant de 'emprunt a la date o
est égal a la somme des annuités versées actualisées. De plus, il
fait apparaitre :

—la date du remboursement ;

— le capital restant dfi (V;, — amortissement n) ;
— les intéréts payés ;

— le capital remboursé (amortissement A) ;

— lannuité (intéréts + amortissement).

4 Capital Intérét . Az
Année s Gl T Amortissement Annuité
1 V, V,Xi A a,=Vyi+ A
2 V1:V0_A1 VIXi AZ a2:V1i+A2
n Vn = Vn-l - An-l vn><i An a = Vn + An

1l ressort 5 propriétés de ce tableau de remboursement :

1) Il y a équivalence entre le capital emprunté et les annuités
versées :

Vo=a,(1+i)t+a,(@+i)2+..+a,(@+in
2) La somme des amortissements est égale au capital emprunté :
n
V, = 2 k = 1Ay
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3) L'avant dernier capital restant di est égal au dernier amortissement :
Via = Ay

4) 1l existe une relation entre annuités et amortissements :

a—a,=A, —A (1+1)

a,

5) La fraction du capital emprunté, remboursée au terme de la
pieme période (R,,) est :

p
Ry= A+ A+ +A =2, A

mm Modes de remboursement

Posons :

— Vle capital emprunté ;

— ile taux annuel de 'emprunt ;

— Nla durée ;

— V, le capital restant I'année n ;

— A, le capital remboursé 'année n ;
— I, lesintéréts den;

— a, 'annuité de n.

Remboursement in fine

Le capital est remboursé en fin de période, les intéréts sont payés
chaque année sur la durée de 'emprunt.
» Tous les ans sauf la derniere année :

’ Vi=V Ij = a; = ixV Ai=0 ‘

» La derniére année :

’ Vn=V In=ixV An =V an=In+An=V(1+i)‘

Le cofit de 'emprunt est tres élevé car 'emprunt est remboursé tard.

Exemple : Une entreprise a souscrit un emprunt bancaire de 100 000 €
au taux de 4 %. Cet emprunt est remboursable in fine dans 5 ans.

Année - ecs‘tlg,i;aéﬁ I't';‘i'fgs Amortissement | Annuité
1 100 000 4000 4000
2 100 000 4000 4000
3 100 000 4000 4 000
4 100 000 4000 4000
5 100 000 4000 100 000 104 000

Les emprunts indivis



Remboursement par amortissement constant

La méme fraction de capital est remboursée chaque année.

» L’amortissement =—— | dou:

— les intéréts I = ix V) = ix % X (N-k+1)

—l’annuitéak=Ik+Ak=%(1+i(N—k+ )
— la dette amortie apres le paiement de la pieme annuité : Rp =pxA
— la dette encore vivante apres la pieme annuité :

Vp =(N-p)A

En cas de remboursement par amortissement constant, les annui-
tés ainsi que les intéréts suivent une progression arithmétique de
raison (— ii).
N
» Le cotit de Uemprunt correspond a la somme d’une suite arith-
métique et est égal a :

N+1

Colt de I'emprunt =ixVx

Exemple : Une entreprise a souscrit un emprunt bancaire de 100 000 €
au taux de 4 %. Cet emprunt est remboursé en 5 fractions égales.

Année - e(;‘:(ll) :;tta‘s @ I’:;f’;céfs Amortissement | Annuité
1 100 000 4000 20 000 24 000
2 80 000 3200 20 000 23200
3 60 000 2400 20 000 22 400
4 40 000 1600 20 000 21600
5 20 000 800 20 000 20 800

Remboursement par annuité constante

La méme annuité est payée chaque année.

Annuité a=V X L

1—(1+i)'N
. . . 1- @+ Nk
Le capital restant di : V) = (1 +1) Vi —a = VX T1-Qa+)N
-N+k-1
A 1-a+D)™
Les intéréts : I) = ixVx oG
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» Dans le cas dun remboursement par annuités
constantes, les amortissements suivent une progression géomé-
trique de raison (1 +1i) ; d’ou : (1 i)'N+k' L
— Pamortissement Ay = Aq (1 +1)k1 =ixVx Toa D
— le capital de début : V, = A, x w

— la dette amortie apres le paiement de la piéme annuité :
1+ip-1
R, =Vx LTt
P 1+iN—1
— la dette encore vivante apres la pieme annuité :
(A+iN-(+1p

V,=V,x
0 (1+i)N—1

p
N , . _ N X1
» Le cotit de l'emprunt : Nxa -V =Vx(———— —1)
1—(1+1)N
Exemple : Une entreprise a souscrit un emprunt bancaire de 100 000 €
au taux de 4 %. Cet emprunt est remboursable en 5 annuités constantes.

Présenter le tableau de remboursement, retrouver la dette amortie apres
le paiement de la deuxiéme annuité (R,) ainsi que la dette encore vivante
apres le paiement de la troisieme annuité (Vs).

Annuité = 100 000 x % =22 462,71 soit environ 22 463 €
Année | ecs‘:f,’,iﬁaéﬁ I'tl‘tli';cégs Amortissement| Annuité
1 100 000 4 000 18 463 22 463
2 81537 3262 19 201 22 463
& 62 336 2494 19 969 22 463
4 42 367 1695 20768 22 463
5 21599 864 21599 22 463
R, =100 OOO)(LZ_:L =37664=18463+19201 €
1,045—1
1,045 —1,043
V3 =100 000 % “Toss_1 =42 367 €

Exemple : Pour financer, a 8o %, un matériel de 50 000 €, une entre-
prise contracte un emprunt le 01/01/N. le taux est de 4,5 %. Le rembour-
sement s'échelonne sur 5 ans par le paiement d’'une somme constante
tous les trimestres a partir du 31/03/N.

Présenter les trois premiéres lignes, la dixieme et la derniére ligne du
tableau d’amortissement.

1
L'annuité a =50 000x80 %x —— = 2 239 € avec le taux
1-1,011~20

trimestriel i =1,045Y4 —1=1,10%

Les emprunts indivis



Capital PP 3 .

restant dit Intérét Amortissement Annuité
40 000 440 1799 2239
2 38 201 420 1819 2239
3 36 382 400 1839 2239
10 23078 254 1985 2239
20 2215 24 2215 2239
1,01120 — 1,011°

La dette vivante apreés la 9¢ annuité est de 40 000 x
=23078 €.

L’amortissement de la 208 période = 1 799%1,01119 = 2 214,64 soit
2 215 € correspond au capital restant dG en début d’année.

1,01120 — 1

Autres types de remboursements

11 est possible de choisir d’autres modes de remboursement. Par
exemple, 'entreprise peut décider d’augmenter régulierement les
remboursements ou diminuer les annuités.

» Remboursement par annuités en progression géomé-
trique (1 + 1) :

i—-r
N

1+r
()

1+1
» Création d’un fonds d’amortissement : seuls les intéréts
sont payés chaque année, I'emprunteur décidant de placer ou non
sur un compte la somme nécessaire au remboursement du capital.
Ces sommes sont rémunérées a un taux r généralement inférieur
au taux d’emprunt. Au final I'opération revient pour I'emprunteur a

régler I’équivalent d’une annuité constante, mais cela lui laisse une
liberté au niveau de sa trésorerie.

Annuité a =Vx

Exemple : Une personne a emprunté 45 000 €. Deux modalités de rem-
boursement lui sont proposées :

1 — Versement de 5 annuités en progression arithmétique de raison
r=1000 €etde tauxi=4,5%

2—\Versement de 5 annuités en progression géométrique de 3 %, le taux i =4 %
Calculer chacune des annuités.

1 — En utilisant la formule de la valeur actuelle d'une suite en progres-
sion arithmétique (fiche 5) il est possible d’écrire :

1—1,045> X
Vg =45 000 wa(a+ é%?]g +5x1 OOO)—%

d'ol I'annuité a = 8 338,58 €
2 — En utilisant la formule de la suite en progression géométrique, I'an-

nuité sera : 0.04—0,03
a=45000X ——MM —9541,74€

1+0,08
1+0,04
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LES EMPRUNTS OBLIGATAIRES

mm Généralités

» Ce type demprunt s’adresse a de nombreux préteurs, chacun recevant
des titres représentant une fraction égale de 'emprunt, appelés obliga-
tions. Le risque est ainsi réparti entre les différents obligataires.

» Une entreprise, qui souhaite se financer a I'aide d'un emprunt obli-
gataire, émettra N obligations d'une valeur nominale VN a un taux
d’intérét i. La valeur d’émission (VE) peut étre différente de la valeur
de remboursement (VR) d’ou la constatation d'une prime de rem-
boursement des obligations (PRO = VR — VE).

» Les modes de remboursement sont identiques a ceux des emprunts
indivis. La difficulté porte sur le nombre de titres amortis chaque an-
née, celui-ci est nécessairement un nombre entier, il convient d’arron-
dir le nombre théorique a I'entier le plus proche.

» Les titres sont négociables sur le marché obligataire. Ce marché
est un marché a long terme sur lequel les obligations sont cotées. La
cotation se fait en pourcentage de la valeur nominale. De plus,
le coupon (intéréts courus) est donné au jour le jour.

Exemple : Une entreprise a émis le 1/01/N un emprunt obligataire de
10 000 obligations de 1 000 € au taux de 4 %.

Au 31 mars N, I'obligation est cotée 104 et le coupon est de 1 %. Quelle est
la valeur totale de I'obligation au 31 mars ?

Valeur de I'obligation au pied du coupon : 1000 x 104 % =1 040 €
Coupon :1000x1% =10 €
Valeur de I'obligation 1 050 €

mm Différents types d’émission et de remboursement

Emission — Remboursement au pair

Lorsque le remboursement ou I’émission se fait a la valeur nomi-
nale, on parle d’émission ou de remboursement au pair.

Exemple : Une entreprise émet un emprunt obligataire le 1 janvier N
de 10 000 obligations de 200 € au taux de 4 % I'an remboursable par
annuités constantes sur 5 ans.

0,04
Montant de 'annuité : 10 000X200% +—7qgz5 = 449254 €

Montant de I'intérét annuel unitaire : 200x4 % =8 €
Pour la premiére année :
Intérét = 10 000x8 = 80 000 €

Amortissement théorique = 449 254 — 80 000 = 369 254 €
369 254
e
Amortissement réel = 1 847x200 = 369 400 €

Nombre d'obligations théoriques : =1846,27 €

Les emprunts obligataires
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1 | 10000 | 80000 |369 254 |1846,27| 1847 |369 400|449 400
2 | 8153 | 65224 |384030(1920,15| 1920 (384 000|449 224
3 | 6233 | 49864 399390 (1996,95| 1997 [399 400|449 264
4 | 4236 | 33888 415366 (2076,83 2077 |415400 449 288
5 | 2159 | 17272 (431982(2159,91| 2159 |431800 |449 072

Emission au pair — Remboursement au-dessus du pair

» Le remboursement est dit au-dessus du pair quand la valeur
nominale d’une obligation est inférieure a sa valeur de rembour-
sement.

Les intéréts sont calculés par rapport a la valeur nominale, les amor-
tissements sont calculés sur la base de la valeur de remboursement.

» L’annuité est calculée en prenant comme taux d’intérét un taux
effectif r tel que :

©

r=
R

avec C la valeur nominale et R la valeur de remboursement.

Exemple : Une entreprise émet un emprunt obligataire de 10 000 obli-
gations de valeur nominale 200 € a 4,25 % remboursable a 212,50 €
en5 ans.
200x%0,0425
212,50

0,04
Annuité : 10 000X212,50XW= 477 332 €

Taux effectif r = =4%

Montant de I'intérét annuel unitaire : 200%x4,25 % = 8,50 €
Pour la premiére année :

Intérét = 10 000x 8,50 = 85 000 €

Amortissement théorique : 477 332 — 85 000 =392 332 €

L L 392 332
Nombre d'obligations théoriques : 1250 - 184627

Amortissement réel : 1 846x212,50 = 392 275 €
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1 |10000| 85000 | 392332 |1846,27| 1846 | 392275 | 477 275
2 | 8154 | 69309 | 408 023 |1920,11| 1920 | 408 000 | 477 309
3 | 6234 | 52989 | 424 343 |1996,91| 1997 (424 362,5| 477 351,5
4 | 4237 |36014,5|441317,5|2076,79| 2077 |441362,5| 477 377
5 | 2160 | 18360 | 458 972 |2 159,87 | 2160 | 459 000 | 477 360

Exemple : Une société a émis un emprunt obligataire a un taux
réel de 5 %, remboursable par annuités sensiblement constantes de
390 238,51 €. Le capital restant di apres le paiement de la dixieme
annuité est de 4 050 542,41 €. Le nombre d'obligations remboursées au
premier tirage est de 1 047.

Trouver la durée de I'emprunt, le montant total a rembourser. Sachant
gue la prime de remboursement est de 550 000 €, déterminer la valeur de
remboursement et la valeur d’émission. Si la valeur nominale est de 100 €
déterminer le taux d'intérét nominal.

La durée de lemprunt : nous connaissons la valeur du capital res-

1—1,05% |
tantdd la 11¢ année, doli : Djg=a —oo05 avecx la durée restante

Jjusqu'a la fin de lemprunt.
1-1,05x Djg 405054241

0,05 ~_a - 39023851
—1,05% =10,3797x0,05 — 1 = — 0,4810
—xIn(1,05) = In(0,4810)

In(0,4810) . 5
=————" d'oux=15ans. La durée totale de 'emprunt
In(1,05)
est de 25 ans. 1-10525

Le montant a rembourser est de 390 238,51 % —005
=5500000 €
La valeur de remboursement se calculera a lI'aide de 'amortissement.
L'annuité est de 390 238,51 €, le montant de I'emprunt 5 500 000 € d'ou
des intéréts de 5 500 000x 0,05 = 275 000 €.
Amortissement de la premiere année
=390 238,51 — 275 000 = 115 238,51 €
= nb obligations amorties X valeur remboursement
=1047xVR
D'ou VR =110 €
La valeur d’émission : l'entreprise a fait un emprunt obligataire de

. L 5500 000
5500 000 € soit 50 000 obligations (T)

Les emprunts obligataires



Le montant percu s'éléve a 4 950 000 € (5 500 000 — 550 000)

. R S 4 950 000
ce qui correspond a un prix d’émission de 99 € (W
Le taux d’intérét nominal : la valeur nominale étant différente de la
valeur de remboursement, le calcul de I'annuité s'est
C. -
fait a l'aide du taux réel : r = ——d'ot1 0,05 = 1?10 I donc le taux d'inté-

rét nominal est de 5,5 %.

(Pour vérification : montant des intéréts de la premiére année :
50 000 x100x5,5 % = 275 000 €)

mm Taux de rendement et taux de revient

» Les emprunts sont trés souvent émis et remboursables a une
valeur différente de la valeur nominale, or les intéréts sont cal-
culés sur la valeur nominale. De ce fait, le taux de rendement est
différent du taux d’intérét nominal.

Le taux de rendement est le taux d’actualisation t tel que la somme
versée par les obligataires soit équivalente a la suite d’annuités.

n
NXVE = ;_ a; (1 + t)

avec N le nombre d’obligations, VE le prix d’émission et a; les annuités.

Exemple : La société émet un emprunt obligataire de 5 000 obligations
a 190 € de valeur nominale, 200 € au taux de 4 % remboursable sur 10
ans par annuité constante.

T-1,0470 - 123290 €

Annuité =5 000x200 x

Montant versé lors de la souscription : 5 000x190 = 950 000 €

1—-(1+1t)10

950 000 =123 290 % d’ol un taux de rendement

t=5,04 % (interpolation linéaire ou calculatrice)

En cas d’annuités constantes et de valeur de remboursement diffé-
rente de la valeur nominale :

a=NxVRL_netr= S d’out :
1-(1+71) VR
VE=VRx — L x 1=@+0"
1-(1+71) t

En cas d’'amortissement constant, les annuités suivent une progression

cr . , NG o,
arithmétique de raison r’ = — % d’ou:
1—-(@+t)m r nr’
NXVE = [%X (31 +T nr’)] -1
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» La société en plus de la prime de remboursement supporte des
frais. Le taux de revient est le taux d’actualisation x tel que la
somme nette percue par 'établissement débiteur moins F le montant
des frais engagés a I'émission soit équivalente a la suite d’annuités.

NXVE —F = 2,_a (1+x)

Exemple : Méme énoncé que I'exemple précédent, les frais d’émission
s'élevent a 0,5 % de I'emprunt, soit 5 000 €.
Montant percu : 950 000 — 5 000 = 945 000 €
1- (1 +x)710
X

D’ou un taux de revient x = 5,15 % (interpolation linéaire ou calcula-
trice).

945 000 = 123 290 x

En cas d’annuités constantes :

F r 1-(1+x)n

VE_N_OZVRl—(1+r)-n X

En cas d’amortissement constant :

NxVE - F = (L2097 g+ Dry) - OF

» Pour une obligation déterminée, le taux de rendement est fonc-
tion de la date de remboursement de cette obligation. Le taux de
rendement d’une obligation remboursable au pieme tirage est :

VE:VR(1+t)-p+VN><i><Lt+t)_P

Exemple : Une entreprise émet un emprunt obligataire le 5/01/N de
40 000 obligations de valeur nominale 2 500 €. Le taux nominal est de
5 %, le prix d’émission de 2 400 €. Le remboursement se fait par annui-
tés constantes sur 10 ans au pair a partir du 5/01/N+3.

Chaque année des lots d'une valeur globale de 600 000 € sont payés en
méme temps que le remboursement.

Les frais s'élevent a 100 000 €. Les intéréts sont versés a compter du
05/01/N+1.

Calculer I'annuité de remboursement, le taux de rendement et le taux
de revient. 0.05

I\_'ann_uité a=40000x2 500x T-10500 =12 950 457,50 €

a partir de N+3.

En N+1 et N+2, I'entreprise versera les intéréts : 40 000x2 500%5 % =
5000 000 €

Les emprunts obligataires



Le taux de rendement t sera :
_ 1—(1+t)2

40000%x2400=5000000 — >~ 7

+600 000) (1 + t)-2 w

D'out=6,33%

Le taux de revient r sera :

40 000x2 400 — 100 000 =5 000 000

— -10
(12 950 457,50 + 600 000) (1 + r) -2 #

Dour=6,34%

+ (12 950 457,50

_ 2
1—(1+r) +

mm Risques

» 1l existe différents risques inhérents aux emprunts :
— le défaut de I’émetteur ;

— lerisque de liquidité : sil'offre est supérieure a la demande, alors
la vente du titre va étre difficile ;

—le risque de taux : lorsque les taux augmentent alors la valeur de
l'obligation diminue.

» 11 est possible de calculer la durée de vie d’une obligation (la
duration). La duration calcule la durée de vie moyenne d’une
obligation non encore remboursée a la date considérée en tenant
compte des flux intermédiaires liés a 'obligation. Il s’agit de la
moyenne arithmétique pondérée des dates d’échéance des di-
verses annuités. Chaque date est pondérée par la valeur actuelle
de I'annuité correspondante.

Plus cette durée est importante et plus le risque est élevé.

Exemple : Soit un emprunt de 1 000 obligations émis le 01/07/N de va-
leur nominale 1 000 € au taux de 5 %. Le prix de remboursement in fine
estde 1010 €dans 5 ans.

Calculer la duration a 5 %. Le montant des intéréts versés chaque année
s'éleve a1 000x5 % =50 €

Echéance 1 2 3 4 5

Pondération|50 (1+i)|50 (1+i)-2 50 (1+i)-3| 50 (1+i)4| (50 + 1 010) (1+i)-5

D = 1X50X1,057 +2X50X1,052 + ... + 1 060X5X(1,05)5
50%(1,05)L + 50 (1,05)-2 + ... + 1 060 (1,05)5

_ 458512
~ 100784

=4,55s0it 4 ans 1/2

» Pour un emprunt, il est intéressant de connaitre la variation de
Pobligation lorsque le taux du marché obligataire augmente de un
point. Il s’agit de la sensibilité. Elle permet de connaitre le degré
d’exposition au risque de taux d’une obligation.
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-D C

S=w+n ¢

avec C la valeur de 'emprunt en fonction de i et C’ la dérivée de C
en fonction de i.

La sensibilité est tres importante pour la gestion du portefeuille.
Si le gestionnaire anticipe une baisse des taux d’intérét, il recher-
chera des obligations a forte sensibilité.

Suite de I'exemple : Recherchons la sensibilité de I'obligation au taux
de 5 %.

Valeur de I'obligation a5 % :
1-—1,055
SOXW“L 1010 (1,05)5=1007,84 €

Valeur de I'obligation a 6 % = 965,35 €

965,35 —-1007,84

Soit une sensibilité S = 100784 =—4,22

Si le taux passe de 5 & 6 % alors la valeur de I'obligation chute de 4,22 %.
Autre méthode :
C'=—50 (1,05)2+50 (-2) (1,05)3 + ... + 1 060 (-5) (1,05)6 =— 4 366,78

—4 366,12 s .
S= 100784 -~ 4,33 % (différence due aux arrondis).

Les emprunts obligataires



LA VALEUR DES ACTIONS
mm Geéneéralités
D’apreés Fisher « la valeur d'un actif résulte des flux de revenus qu'’il
va générer dans le futur ».
Ala différence des obligations :
» Paction est un titre de propriété qui ouvre droit a des dividendes.
Ceux-ci sont fonction des résultats réalisés. Il peut exister des ac-

tions de préférence ayant des caractéristiques particuliéres. Les
actions peuvent se négocier sur le marché boursier ;

» il n’est pas possible de connaitre les flux futurs avec certitude ;
c’est pourquoi I'évaluation de I'action est plus subjective que celle
des obligations. Cette subjectivité implique un risque plus impor-
tant, d’ott un marché boursier plus risqué que le marché obligataire.

mm Evaluation et indicateurs
Evaluation

Evaluer une action revient & calculer la valeur actuelle des flux
générés par le titre dans le futur. Il existe différentes modalités
d’évaluation :

» Le cours boursier, fonction de 'offre et de la demande, cor-
respond au prix qui permet d’échanger les titres. Dans ce cas il
existe un risque lié au marché.

» Actualisation des dividendes
La valeur de I’action est :

V=D @ +D1+Dya+1)2+...+(D,+P) @ +D)™

avec D les dividendes de chaque année, P le prix de vente futur et i
le taux de rendement exigé par les actionnaires.

Si les dividendes sont constants :

— sur une infinité d’années, alors : |V = i
i

avec D le dividende et i le taux de rendement exigé par les actionnaires.

+P(+1i)n

. 1—-(1+1)m™
— sur n années : V=Dx%

avec P le prix du titre dans n années.

Exemple : Les dividendes d'une société sont de 7,50 €. La rentabilité
attendue des actionnaires est de 7 %.

7,50
0,07

La valeur de I'action est de =107,14 €.

Si les dividendes sont en augmentation de g % par an :

— sur une infinité d’années : | V = % (Gordon Shapiro)

32



1+gV
(8
1+1

—surnannées: | V=D x +P(1+1)™

Exemple : La société décide d’appliquer un taux de croissance des divi-
dendes de 5 %. Le premier dividende est de 8,30 €, le taux de rentabilité
de 7 %.

8,30

La valeur de I'action est de 007-005 - 415 €

» Actualisation des bénéfices : modéle de Solomon

Le bénéfice augmente car les bénéfices non distribués sont réin-
vestis au taux de rentabilité r.

B d B,
i-r(1-d)
avec d le taux constant de distribution du bénéfice, r le taux de

réinvestissement des bénéfices non distribués, i le taux exigé par
les investisseurs et B le bénéfice de I'année 1.

Exemple : Le bénéfice de l'année 1 est de 23,70 €, la part des bénéfices
distribués est de 40 %, le taux de réinvestissement r est de 3 % et le taux
exigé par les investisseurs 7 %.

40 % X 23,70

La valeur de I'action est : 0,07-0,03 (1—04) =182,30 €

» Le modeéle de Molodovski

Une société en croissance peut diviser sont avenir en trois périodes :
— la premiere : le taux de croissance est de g % ;

—la deuxieme : le taux de croissance diminue et devient g’ ;

—la troisieme : le dividende global reste constant g = o.

Indicateurs

» Le PER (Price Earning Ratio) représente le nombre de fois ou
le bénéfice est pris en compte dans le cours de l'action. Il permet
de mettre en évidence les actions surcotées ou sous-cotées.

PER = — C’ours del action
Bénéfice net par action

Plus le PER est élevé et plus le cours de 'action est important par
rapport aux bénéfices. Pour étre pertinent, il doit étre comparé
avec celui du secteur d’activité.

Lorsque le PER est inférieur au secteur, il est alors conseillé
d’acheter car le cotit de I’action est sous-évalué.

Lorsque le PER est supérieur, il est préférable de vendre car le
cours est surévalué.

La valeur des actions



Exemple : Le capital social d'une société est de 25 000 000 € (actions
de 100 €). Le bénéfice prévu pour l'exercice N est de 6 900 000 €. Au
15/07/N I'action est cotée 555 €. Le PER moyen du secteur d’activité est
de 12. Que peut-on dire de cette société ?

Pour calculer le PER de l'année N, il faut prendre le bénéfice de l'année
en cours.

Le capital est constitué de 250 000 actions, le bénéfice par action

6 900 000
est de 27,60 € (m

S 555 ; .
Le PER de la société = 5760 - 20,10. L'action vaut 20 fois son
bénéfice. Le PER moyen du secteur est de 12, donc laction vaut cher.
Le PER dépend des perspectives de croissance, du niveau de risque, du
niveau d’endettement, de I'adaptation de I'entreprise au marché.

Souvent les bénéfices n’ont pas une croissance réguliere dans le
temps. En général, dans un premier temps leur croissance est irré-
guliere puis devient réguliere. Les modéles vus précédemment ne
peuvent pas étre utilisés. Bates a mis en évidence une relation
entre le PER et les bénéfices.

P n=PER, XA —dxB
=0 =28 1x(1-4)

avecd le taux de distribution, g le taux de croissance du bénéfice et
t le taux de rentabilité exigé.

Exemple : Un in vestisseur souhaite vendre dans 5 ans une action qu'il
posséde. Cette action est valorisée a 12 fois ses bénéfices actuels. Le taux
de croissance annuel du bénéfice est de 15 %. Le taux de rendement exigé
est de 10 %, le taux de distribution de 8 %.
A quel PER doit-il vendre ses actions pour atteindre son objectif de ren-
tabilité ?

1,15
A= 115) =08 B=(om5_010 ) X(L-08)=4584
PER, =42%0,8 —0,08%4,584 = 9,23

Pour atteindre son objectif il faudra que le PER au moment de la vente
soit de 9,23.

» Le taux de distribution : il s’agit de la part des bénéfices distri-
bués aux actionnaires sous forme de dividendes :

" B

avec Dy le dividende versé la kieme année et By, le bénéfice de la
(k-1)i¢me année.

» Le délai de recouvrement : il permet de calculer la durée
minimale de conservation de I’action pour récupérer son investis-
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sement. Il peut étre rapproché du délai de récupération du capital
investi calculé lors des choix d’investissement.

In(1 -+ - g))
n=

1+¢g
n(1+i)

avec d le dividende, i le taux de rendement exigé par les action-
naires, g le taux de croissance des dividendes et PER le PER actuel.

Exemple : Le PER actuel d'une action est de 25. Les dividendes versés en N
sont de 2 € par action. lls vont évoluer en progression géométrique de 4 %
les années suivantes. Le taux de rendement exigé par les actionnaires est
de 8 %. Quel est le délai de recouvrement de cet investissement ?

Le délai de recouvrement de cet investissement est de 18,36 ans :

In(l— 275 (0,08 — 0,04))

n= 104 =18,36 ans

(708

mm Rentabilité et risque
La rentabilité (R)

La rentabilité d'une action est calculée a partir des revenus procu-
rés grace a l'investissement. La rentabilité est :
C,—-C,+D
Co

avec C le cours de I’action et D le dividende.

R=

n

R

La rentabilité moyenne arithmétique est Rj = %
n

La moyenne géométrique est : R=[ TT,_, (A + R)]/n -1

L’utilisation de la moyenne géométrique est plus pertinente pour
I’étude des données passées, en effet elle tient compte des intéréts
composés.

Exemple : Les rentabilités du premier trimestre sont les suivantes :

Date Rentabilités
Janvier 8%
Février — 2,50 %

Mars — 0,50 %

Avril 7,60 %

Calculer les moyennes arithmétique et géométrique.

La valeur des actions



; - (8—2,50-0,5+7,6)
Moyenne arithmétique : R = z =3,15%

Moyenne géométrique : R = (1,08%0,975%0,995%1,076)/4 — 1 = 3,04 %

11 est possible de calculer la rentabilité en tenant compte des flux
futurs. Dans ce cas, il convient de tenir compte du caractere aléa-
toire des flux :

Rentabilité attendue E(R) = ERX p(R,) avec p(R,) la probabilité
attachée a R,.

Exemple : A la date O le cours de I'action est de 80 €. Les prévisions sont
les suivantes pour lI'année 1 :

Cours Dividendes Probabilité
64,80 0 0,3
83 1,56 0,4
95 4,76 0,3
R, (%) P(R) R, . P(RY
-19 (1) 0,3 -5,7
57 @) 0,4 2,28
24,7 (3) 0,3 7,41
E(R,) = 3,99
64,80 - 80 83-80 + 1,56 95-80+4,76
(@] 80 2) 80 (©)] 80
Le risque

Il est 1ié a la conjoncture économique, au secteur d’activité et a la
gestion de I'entreprise.

» Une action peut fluctuer : il est possible de mesurer le risque, la
volatilité du titre a I'aide de I'écart-type (o). Plus I'écart-type est
élevé et plus le risque est important. Cet élément permet de déter-
miner les intervalles de confiance.

Var (R,) = 2 Ri pP(RY) — E(R)2et 0 =V Var R,
Intervalle a 66 % : [E(R,) —o(R)) ; E(R,) + a(R))]
Intervalle a 95 % : [E(R,) —20(R,) ; E(R,) +20(R,)]
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Exemple : suite de I'exemple précédent

Ry P(Ry) Rz, R2 .p(R.)
-19 03 361 108,3
5,7 04 32,49 12,996
24,7 03 610,09 183,027
304,323

Var (R,) = 304,323 — 3,992 = 288,40
0 =288,40 = 16,98 %

La rentabilité moyenne est de 4 % et la volatilité de 16,98 %. Le titre a
95 % de chance que sa rentabilité se situe entre : [ 29,96 % ; 37,96 %].

» Le risque est constitué d’un risque de marché (systématique)
et d'un risque spécifique. Le risque systématique concerne
tous les titres, il ne peut pas étre éliminé. Le risque spécifique est
propre a chaque société, il peut étre éliminé par la diversification.

Pour réduire le risque, I'investisseur peut diversifier son porte-
feuille. Il est possible de calculer le coefficient de volatilité (3)
propre a chaque titre. Il existe une relation entre la rentabilité du
titre et la rentabilité du marché. Celle-ci est mise en évidence par
la covariance. Le coefficient § permet de connaitre la variation de
l’action en fonction de la variation du marché. Il peut étre rappro-
ché de I'élasticité ou de la sensibilité.

Cov (R, R,)
VarR

avec R, larentabilité du titre et R, larentabilité du marché :
Cov (R, Ry =77 GIRc~ BRI R, — ER,)D

Var (R,)) = + Y[R, - E(R,)]2

Sif > 1 alors le titre exagere a la hausse ou a la baisse les varia-
tions du marché, si < 1 le titre atténue les variations du marché.

Exemple : L'action i prend les valeurs suivantes :

Cours i (R) R
Fin trimestre 1 59,50 32
Fin trimestre 2 65,20 34,20
Fin trimestre 3 66,30 36
Fin trimestre 4 74,10 38

La valeur des actions



Ri | Rm |Rn—E(R,) = al|[R,—E(R,)]? Ri-E(R)=b |(a)(b)

Trim 1| 59,50 | 32,00 -3,05 9,31 -6,78 20,68
Trim 2| 65,20 | 34,20 -0,85 0,72 -1,08 0,91
Trim 3| 66,30 | 36,00 0,95 0,90 0,02 0,02
Trim 4| 74,10 | 38,00 2,95 8,70 7,82 23,08
66,28 | 35,05 19,63 44,69

E(R;) = 66,28 et E(R,,) = 35,05
ZX44,69
p=T———=2,28douf>1,
5 %19,63

le titre fluctue plus que le marché... il est donc plus risqué.

» En gérant son portefeuille, une entreprise peut réduire le risque.
11 lui suffit de diversifier ses titres en tenant compte des risques
individuels de chacun.

Dans le cas d'un portefeuille constitué de deux titres, la rentabilité
du portefeuille sera :

R, =aR, +b Ry avecaetb les proportions dans le portefeuille et
R, et Ry les rentabilités de chaque titre.

L’écart-type sera : op = \/ Var (p) avec Var (p) = a2 ga2 + b2 gb2 +
2 ab cov (AB)

Si les titres sont indépendants alors la covariance est nulle.

Exemple :
Titre A Titre B
ER) 0,06 0,09
o (R) 0,14 0,18
Proportion 45 % 55 %

Cov (AB) =—0,02

Calculer la rentabilité et le risque du portefeuille dans I'hypothese ou les
titres sont indépendants puis dans le cas ou ils sont dépendants.

Titres indépendants : E(R) = 0,06 x 0,45 + 0,09 x 0,55 = 7,95 %
Var (Rp) = 0,452%X0,142 + 0,552X0,182 = 0,01377

o (Rp) = 11,73 %

Si les titres sont dépendants : I’espérance ne change pas.

Var (Rp) = 0,452X0,142 + 0,552X0,182 + 2X0,45X0,55X(-0,02)
= 0,00387

D’ou o (Rp) = 6,22 %
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LES RENTES

mm Généralités

Une rente est une suite de versements effectués a échéances fixes
dont bénéficie le crédirentier. Si la durée de la rente est finie, il
s’agit d'une rente temporaire ; si la durée est infinie d’'une

rente perpétuelle. Si la durée n’est pas connue, il s’agit d’'une
rente aléatoire (rente viagere par exemple).

Evaluer une rente revient a calculer a une date donnée la valeur
du remboursement. Ce raisonnement se rapproche du rembourse-
ment d’'un emprunt par annuité constante.
mm Rentes temporaires

Les rentes immédiates a termes constants

La date d’évaluation précede d'une période le premier des verse-
ments constants. La rente est négociée a I'origine.

— + 1)

avec a le versement constant et R, la valeur de la rente a la date o.

Exemple : Le titulaire d'une rente de 20 termes annuels de 5 000 €, le pre-
mier terme échéant le 17 juillet N+3.
Quelle est la valeur de cette rente le 1¢r juillet N+2 pour un taux d'intérét
de3,5%?

1—(1,035)-20

0,035 =71062 €

Rp=5000 x

Les rentes différées a termes constants

La date d’évaluation précede de p périodes la date d’origine. La
rente est négociée avant son origine.

Rp =R, (1 +1i)?

Exemple : Le titulaire de la rente précédente décide de la négocier le 1¢r
juillet N. Quelle somme peut-il espérer recevoir ?

1l existe un différé de 2 ans entre N et N+2.
Rp = 71062 (1,035)2 = 66 337 €

Les rentes anticipées a termes constants

La date d’évaluation est postérieure a la date d’origine de t frac-
tions de périodes. La rente est négociée apres son origine mais
avant son premier versement.

Re=R, (1+ 1)t

Les rentes



Exemple : Une personne souhaite obtenir une rente annuelle de 5 000 €
pendant 20 ans a compter du 1€ janvier N+1.

Quel capital devra-t-elle verser le 1er juillet N compte tenu d'un taux
dintérétde 3,5% ?

1—1,035-20
Au L¢r janvier N, Rg =5 000 % — D003 - 71062 €

Mais dans le cas présent I'anticipation n’est pas d'un an mais de 6 mois.
Pour respecter ses choix, la personne devra verser :
Ry =71062 x 1,035/2=72295 €

mm Rentes perpétuelles

Les rentes immeédiates a termes constants

Dans ce cas, la date d’évaluation et la date d’origine sont confon-
dues.

Rp=a(1+Dl+a(r+1)2+..

Sin tend vers l'infini alors : | Rg =——

Exemple : Un investisseur décide d’'acheter des titres de valeur nomi-
nale de 1 000 € lui procurant une rente perpétuelle de 3 % le 15 juin de
chaque année. Le cours des marchés étant de 3,5 %, quelle est la valeur
d'achat ?

n est infini, la valeur des titres est de :

_1000x0,03

O_W :857,l4€

Les rentes différées et anticipées a termes constants

Elles se calculent de la méme maniére que les rentes temporaires.

mm Rentes fractionnées

11 est possible que la rente ne soit pas réglée annuellement mais
sous forme de p versements constants durant cette période (par
exemple trimestriellement, mensuellement).

11 faut tenir compte de cette périodicité pour évaluer la rente.
Soit RM,, la rente année 0 en tenant compte du versement mensuel :

taux proportionnel mensuel

RMg = R, % —
0= ™™ taux équivalent mensuel




mm Retraite par capitalisation

Il s’agit d’un placement. Un ou des versements (cotisations) sont
effectués sur un compte produisant des intéréts pendant plusieurs
années. Ensuite le bénéficiaire percoit régulierement un montant
(retraite) prélevé sur ce dit compte.
Soit C les cotisations et R les retraites percues.

0

| | | |
| | | |
(Il F Cn R R I‘{z

>

< |

<
<

L’année du dernier versement (cotisation) :

Cx (1+1,)n_1=Rx1_(1_+1)Z
1 1

avec n le nombre d’années de cotisations et z le nombre d’années
de retraite. Or si la durée des cotisations est quantifiable, ce n’est
pas le cas de la durée de la retraite. C’est pourquoi :

ox &*r-1 R
1 1

Exemple : Une personne de 32 ans souhaite se constituer une retraite
personnelle. A partir de ses 62 ans et pendant 25 ans, elle désire dispo-
ser de 2 000 € par mois. Le placement constant s’effectue le 1" janvier
de chaque année et le taux d'intérét garanti est de 3,5 %. Combien doit-
elle verser chaque année ?

Montant de la rente a la date O :
1—1,035-25

W = 395556 €

Ro =2000 x 12 x

1l faut tenir compte du fait que cette rente sera percue mensuellement :

. 0,035
Taux proportionnel = 1> = 0,29166 %

- . 12—
Taux équivalent : i, =t /1,035—1=0,287 %

Y
0,29166

RMy = 395 556 X —¢oeo-

=401862 €
Cette personne doit pendant 30 ans (de 32 & 62 ans) se constituer un
capital de 401 862 €. Pour cela elle devra verser :

1,03530 —1

CxX —5osm—

=401 862 soit C =7 784,60 € par an.
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n LES PROJETS D’ INVESTISSEMENTS

mm Différents éléments d’analyse

Pour savoir si un investissement est rentable ou non, il est possible
d’utiliser différents indicateurs.

La Valeur Actuelle Nette (VAN)

» Le fait pour I'entreprise d’investir lui permet chaque année de
générer des cash-flows (des flux de trésorerie prévisionnels). A la
fin du projet, I'entreprise peut revendre I'investissement (valeur
résiduelle). Le projet est rentable lorsque la somme des cash-flows
est supérieure au montant investi. Tous ces flux sont réalisés a des
dates différentes, c’est pourquoi pour les comparer il convient de
les actualiser. La VAN mesure 'avantage absolu susceptible d’étre
retiré d’'un projet d'investissement. Le projet est intéressant si
sa VAN est positive. En cas de choix entre différents projets, le
plus intéressant est celui qui a la VAN la plus élevée.

(o} 1 2 3 4 n

| | | | | >
[ I [ [ I g

|
|
I CF, CF, CF, VR + CF

VAN = -1 +2?:1CFJ- (1+1)J+VR(@+i)mn

avec I l'investissement de départ, VR la valeur résiduelle, CF les
cash-flows de chaque année et i le taux d’actualisation.

Si les cash-flows sont identiques, alors :

VAN =-1+CF +VR (1 +1)™

1—(+1)"
1

Exemple :
0 1 2 3 4
[ | | | |
| | | | |

100 20 30 50 40
Co(t du capital 8 %

VAN = — 100 + 20(1,08)-1 + 30(1,08)-2 + 50(1,08)-3 + 40(1,08)-4
=13,33 €

Le projet est acceptable.

\

» Le taux d’actualisation est important car il a une incidence di-
recte sur les différents indicateurs. Il correspond au coftit du capi-
tal c’est-a-dire au taux moyen pondéré des différents financements
de 'entreprise. Il exprime le niveau de risque pour 'entreprise.

KX capitaux propres + tXdettes financieres

Colt du capital = . —
Capitaux propres + dettes financieres

avec K, le colit des capitaux propres et t le taux moyen de la dette.
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En cas d’inflation p, le taux d’actualisation utilisé sera le taux dé-
flaté de (1 + )x(1 + p) — 1.

Exemple : Pour financer ses investissements, une entreprise dispose de
1 400 K€ de capitaux propres au codt de 7 % et 1 000 K€ de dettes
financieres a 5 %.

0,07x1400 + 0,05x1 000

Co0t du capital = 1400 + 1 000

=6,17%

» Sil’entreprise doit choisir entre deux projets de montants dif-
férents alors le critere de la VAN n’est pas pertinent. Il faut privi-
légier indice de profitabilité.

Le Taux Interne de Rentabilité (TIR)

Il s’agit du taux pour lequel il y a équivalence entre le capital inves-
ti et la somme des cash-flows (VAN nulle). C’est le taux auquel on
peut accepter d’emprunter pour financer le projet. Pour qu'un pro-
jet soit acceptable, il faut que le TIR (x) soit supérieur au taux de
rentabilité minimum exigé par I'entreprise (taux d’actualisation).

TIR (x) est tel que I =2?: .CF; (1 +x)J

Exemple : Avec les données de I'exemple de la VAN :
—100=20 (1 +x)1+30 (1 +x)2+50 (1 +x)3+40 (L +x)4
D'oli x (TIR) = 13,16 %

Le projet est acceptable car il rapporte 13,16 % alors que le minimum
requis est de 8 %.

Le délai de récupération du capital investi

Le délai de récupération est le temps au bout duquel le capital inves-
ti est récupéré. Le projet est rentable lorsque le capital est récupéré
avant la fin du projet. Il est d’autant plus rentable que le délai est court.
Les cash-flows sont actualisés chaque année, puis ajoutés les uns
aux autres jusqu’a ce que le capital I soit recouvré.

Exemple : suite de I'exemple précédent

Années 1 2 3 4
CF 20 30 50 40
CF actualisés | 20 (1,08)1 | 30 (1,08)2 | 50 (1,08)3 | 40 (1,08)4
18,52

Somme CF 18,52 44,24 83,93 1118383

A la fin de la 4¢ année, on récupére 113,33 €. Le capital est de 100, le
calcul par interpolation linéaire donne :

100 — 83,93 _ . -
d=3+ 29Y—40>< 12 = 3 ans 6 mois et 17 jours
L'entreprise récupére son investissement de 100 au bout de 3 ans et
demi. Le risque encouru est grand.

Les projets d’investissements



L’Indice de Profitabilité (IP)

Ce critere est utilisé lorsque 1’entreprise doit faire un choix entre
des investissements dont les montants investis ne sont pas égaux.
Il mesure Uavantage acquis pour un euro investi. Le pro-
Jet est acceptable lorsque Uindice est supérieur a 1.

P _ VAN +1
I
Exemple : dans le cas précédent
13,33 +100 _
IP = — o0 - 1,1333

Pour 1 € décaissé le projet rapporte 1,1333 €. Le projet est acceptable.

mm Sélection des projets

» Lorsque les projets ont la méme durée, les criteres vus pré-
cédemment s’appliquent sans probléme. Le projet qui rapporte le
plus et le plus vite sera privilégié.

» Lorsque les projets ont des durées de vie différentes, il
n’est pas pertinent de comparer les VAN car un projet court est
moins risqué qu’un projet long. Dans ce cas, 'entreprise a la pos-
sibilité de :

— renouveler a lidentique les projets jusqu’a ce que les durées
concordent, cette méthode n’est applicable que si la durée du projet
le plus long est un multiple de la durée la plus courte. Par exemple
le projet A a une durée de 8 ans et le projet B une durée de 4 ans. Le
projet B sera renouvelé a I'identique (4 + 4 = 8). Si A dure 7 ans et
B 2 ans alors A sera renouvelé 2 fois et B 7 fois (2X7=7X2=14) ;

— s’aligner sur la durée la plus courte et évaluer la valeur
résiduelle du projet le plus long ;

— calculer Vannuité constante équivalente qui permet d’amor-
tir un emprunt d'un montant égal a la VAN, dont la durée équivaut
a la durée de 'emprunt avec un taux d’intérét équivalent au taux
d’actualisation. Cette solution est applicable en toute circonstance.

Exemple : Une entreprise a le choix entre deux projets :

Projet A Projet B
Montant 150 000 € 150 000 €
Cash-flows 40 000 70 000
d’exploitation
Durée 6 ans 3ans

Le colt du capital est de 8 %.

Quel choix préconisez-vous a I'entreprise ?
VAN a 8 % du projet A =— 150 000 + 40 000
VAN a 8 % du projet B=30 397 €

Le projet A semble préférable au projet B mais il n’est pas tenu compte
du fait qu'apres les 3 ans les capitaux investis dans le projet B seront

1—1,086

=34091
008 34915 €
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disponibles et pourront étre investis dans un nouveau projet C qui amé-
liorera la rentabilité du projet B.

Renouvellement a Uidentique du projet le plus court : le projet
B est réinvesti au bout des trois ans dans un projet C ayant les mémes
caractéristiques que B.

— -2
VAN aS%deBetc=—1soooo+7oooo% +[70 000 —
1—1,083 '
- - -3
150 000 +70 000 522"~ 1 (1,08)

=30 397 + 30397 (1,08)83 =54 527 €
Dans ce cas le projet B est préférable a A.

Alignement sur la durée la plus courte : on supposera que la va-
leur résiduelle du projet A est de 60 000 € a I'époque 3.
1-1,082

VAN du projet A a 8 % =—150 000 + 40 000 0.08

(1,08)3=713,81 €
Dans ce cas le projet B est préférable.

+ 100 000x

i
A ité tante équivalente : a = VAN ————
nnuité constante équivalente —@+n

- . _ 0,08
Annuité du projet A = 34 915 1-1086 - 7552 €
Annuité d 'tB—30397&—11795€

nnuité du projet B = 1-1083 -

Le projet B est préférable au projet A.

» Lorsqu’il y a discordance entre les critéres, il convient de
calculer un critére supplémentaire : la VAN Globale, le TIR Glo-
bal ou I'IP Global. 1l n’est pas utile de calculer les trois. En effet
le critere global résout le probléme de discordance.

Pour calculer ces criteres, il est fait 'hypothése que les flux sont
réinvestis. Il convient dans un premier temps de calculer la valeur
acquise (A) par les cash-flows réinvestis. Ensuite, il suffit de 'ac-
tualiser. La valeur acquise A = CF, + CF_,(1 +1) + ... + CF;(1 + i)»t

VANG =A@ +i)n-1
TIRG (x) est tel que I = A (1 + x)

A(Q+1)mn _VANG +1

IPG == ;

Suite de I'exemple : Le taux de réinvestissement est de 9 %
Valeur acquise =40 + 50 (1,09) + 30 (1,09)* + 20 (1,09)3 = 156,04 €
VANG = 156,04 (1,08)4 — 100 = 14,70 €

TIRG 100 = 156,04 (1 + x)4 d'oli x = 11,77 %

156,04 (1,08)4
100
Ces trois criteres montrent que le projet est rentable.

IPG = =1,147

Les projets d’investissements



mm Projet d’investissement et incertitude

Projet d’investissement en avenir aléatoire
Dans ce cas, il est possible de déterminer toutes les valeurs que les cash-
flows peuvent prendre sur une période et de leur affecter une probabilité.

La décision a prendre se fera en fonction de 'espérance mathéma-
tique de la VAN. Il est possible d’évaluer le risque en calculant la
dispersion pour chaque décision.

E(CF) = 2 _,CF;p;
Var (CF) = 2,_,(CFj)2pj — E(CF)2
E(VAN) = X_E(CF;) (1+) - I

Var(VAN) = X_ Var (CF;)(1+)-2

o (VAN) =V Var (VAN)

Exemple :
Les cash-flows pour un projet de 100 sur 2 ans ont été évalués ainsi :
Année 1 Année 2
CF 60 probabilité de 0,3 CF 50 probabilité de 0,4
CF 70 probabilité de 0,4 CF 60 probabilité de 0,3
CF 80 probabilité de 0,3 CF 70 probabilité de 0,3

Taux d’'actualisation 8 %

E(VAN) = E(CF,) 1,08"1 + E(CF,) 1,08-2— 100

E(CF,) =60x0,3 + 70x0,4 + 80x0,3 = 70 et E(CF,) = 59
E(VAN) = 15,40 €

Var(CF;) =60?x0,3 + 70°x0,4 + 80* X0,3 — 70®> = 60
Var(CFz) = 69

Var(VAN) = 60(1,08)-2 + 69(1,08)-4 = 102,15

o =,/102,15 = 10,10

L'espérance de la VAN est de 15,40, celle-ci peut varier de +/- 10,10 autour
de la moyenne.

Projet d’investissement en avenir incertain

Dans ce cas, il est impossible de déterminer une probabilité pour
chaque événement. Il n’existe pas une réponse unique, celle-ci
dépend du comportement du décideur et de son aversion pour le
risque. Il existe plusieurs critéres :

» le critére maximax (ou dit optimiste) : il consiste a privilégier
le gain et donc a choisir la VAN la plus élevée ;
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» le critére maximin (ou de Wald) : critere de prudence, il pri-
vilégie la sécurité. La VAN minimale de chaque projet est prise et
parmi elles c’est la plus élevée qui est retenue ;

» le critére de Laplace : il s’agit de retenir la meilleure espé-
rance mathématique des VAN en partant de ’hypothése que les
cash-flows sont équiprobables ;

» le critére de Savage : le décideur est relativement prudent,
il faut établir la matrice des regrets. Le regret est la différence
entre le résultat le plus fort retenu et le résultat prévu. La bonne
décision est celle qui minimise le regret maximal ;

» le critére de Hurwicz : il s’agit d’'un critére moyen qui com-
bine le maximax et le maximin. Il consiste a utiliser un coefficient
d’optimisme (). Pour chaque décision le plus fort résultat est
pondéré de «, et le plus faible de (1-). La bonne décision est celle
qui maximise le résultat moyen.

Exemple : Trois investissements A, B et C sont prévus. Les VAN pré-
visionnelles en tenant compte des différentes hypothéses sont les sui-
vantes :

Hypothése 1 | Hypothése 2 | Hypotheése 3
Investissement A 60 0 -90
Investissement B 120 -60 0
Investissement C -15 90 30

Le coefficient de pondération sera de 0,4.

Critére maximax :

Pour A la VAN la plus élevée est de 60, pour B : 120 et C : 90. Le choix se
portera sur I'investissement B.

Critéere maximin (ou de Wald) :
VAN la plus faible pour A : - 90, pour B : - 60 et pour C : - 15. Le choix se
portera sur l'investissement C.

Critére de Laplace :

Pour A E(VAN) = 60/3 + 0/3 + (- 90/3) = -10

Pour B E(VAN) = 20 et pour C E(VAN) = 35

Le choix se portera sur l'investissement C.

Critere de Savage : pour 'hypothese 1 le meilleur investissement est B,
pour I'nypothese 2 il s'agit de C et pour I'nypothese 3 ce sera C.
Le choix se portera sur l'investissement A.

Critere de Hurwicz :

Pour A : 60%0,40 + (- 90)x 0,60 = - 30

Pour B : 120x 0,40 + (- 60)x0,60 =12

Pour C: 90%x0,40 + (- 15)x0,60 = 27

Le choix se portera sur C.

Les projets d’investissements
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