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Les hases iondamentales de la dynamique

e Un systeme est un ensemble de points matériels.

e Un systeme peut étre déformable ou indéformable.

e Une force intérieure est une force exercée par une partie du systéme
sur une autre partie de ce systéeme.

e Une force extérieure est une force exercée par I|'extérieur sur le
systeme.

e La relation fondamentale de la dynamique R.F.D:

e L'ensemble des forces appliquées a un point matériel de masse m
provoque une variation de sa vitesse : S°F = ma

e Le théoreme de I'énergie cinétique :

La variation de I'énergie cinétique d'un solide entre deux instants est égale

a la somme algébrique des travaux de toutes les forces appliquées au solide

entre ces deux instants :  Ae_ =>"w._,

e Lethéoreme de I'énergie mécanique :
La variation de I'énergie mécanique d'un systeme entre deux instants
est égale a la somme algébrique des travaux des forces extérieures et
des forces intérieures dissipatives qui s‘exercent sur le systéme entre
ces deux instants :

AE~H => W +> W dissipatives) '’
m == Fext > Fint( p )

Les applications de la RFD

1. Glissement sur un plan incliné faisant un angle oavec I'horizontale :

e Nature du mouvement:

— ~ci f
a=gsine-

(m.r.u.v).

e Expressionde R: R :,j(mgcosoz)%f2

e Sif=0:a=gsina et Ry=mgcos a

2. (as d'un projectile :
e Les vecteurs accélération @ , vitesse V' et position OM
a,=0 - | Vx =Vpcosa A
a =V . y
ay =—9 Vy =-gt+Vysina
X=Vy cosat @
= OM

y =—%gt2 + Vpsinat (2)

e Equation de la trajectoire:
2

- X
2V} cos’a

+ Xtga
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e Laportée : C'est la distance entre le point de tir O du projectile
et son point de chute P sur le plan horizontal.
_ V,’sin2a
g
e Lafléche : Elle correspond a la hauteur maximale atteinte par le
projectile au dessus du plan horizontal (ordonnée du sommet S de la

. . 2a3 2
trajectoire). v, = w
g

Xp
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Exercice 1

On néglige les frottements et on prendra g=10m/s?
Un skieur de masse totale m=80kg aborde une piste verglacée A, B, C, D et E.
(voir fig). .

Dans cet Exercice le skieur sera
assimilé a un point materiel
confondu avec son centre d’inertie G.
1 Partant sans vitesse du point A il
est pousse sur le parcours AB par

une force F paralléle & la piste pour

arriver en B avec une vitesse Vs .Cette vitesse Vg lui permet d’atteindre le

point C. AB=I=20m; BC=I"=40m; g=10m/s*> et a=60°.

1.1 Calculer la valeur de la vitesse Vs pour laquelle le skieur arrive en C avec
une vitesse nulle.

1.2 Calculer alors la valeur supposée constante de la force F .

1.3 Déterminer la nature du mouvement du skieur entre B et C sachant que F
ne s’exerce qu’entre A et B.

2 En arrivant en C le skieur s’aide de ses batons pour repartir sur CD,

horizontale, et acquérir au point D une vitesse de valeur Vp=10m/s avec la

guelle il entame le trongon circulaire DE de rayon r=0D=0E=2,2m.
2.1 Exprimer:
2.1.1 La valeur V) de la vitesse du skieur au point M en fonction de Vp, r, g et
de ’angle 0 et en déduire sa valeur au point E.
2.1.2 Lavaleur R de la réaction exercée par la piste sur le skieur au point M
en fonction de m, Vp, r, g et de I’angle 0.
2.2 Le skieur quitte la piste au point E pour arriver au point P situé sur le sol.
2.2.1 Calculer I’équation de la trajectoire dans le repére (E, X, y).
2.2.2 Calculer I’abscisse du point P de chute.

Exercice 2
Dans g ’Exercice on négligera les frottements et I’action de I’air et on donne g =
10m/s”.
Un rail ABCD contenu dans un plan vertical comporte une partie ABC
rectiligne posée sur le sol horizontal et une o0
partie CD qui a la forme d’un arc de cercle de < o a
centre O, de rayon r =0,5m et d’angle au - -----|°
centre a = 60° (voir figl).
1 Un solide S de masse m = 0,1 Kg assimilable
a un point matériel, est initialement au repos en A. Il est soumis sur la portion
AB du rail a une force F paralléle au rail, dirigée de A vers B et d’intensité
const?nte. Un dispositif a permis d’enregistrer la position du solide toute les
2.10"s.

|
1
C
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Sens du mouvement

gH  fig 2
La figure 2 représente, en vraie grandeur, une partie de I’enregistrement.
1-1 Déduire de cet enregistrement la nature du mouvement de S et calculer
son accélération.
1-2 Calculer P’intensité F de la force.
2-La force F cesse d’agir lorsque S atteint le point B, la vitesse du solide vaut
alors 3mf/s.
2-1 Déterminer la vitesse v du solide au point C.
2-2 Avec la vitesse calculée, le solide S aborde la partie CD du rail.
Déterminer au point D les caractéristiques :
1.2.1 du vecteur vitesse Vo du solide.
1.2.2 delaforce Ro exercee par le rail sur le solide S.
3- en D le solide S quitte le rail avec la vitesse Vp et effectue alors un
mouvement aérien.
3.1 Etablir I’équation de la trajectoire du mouvement du solide S dans le plan
(D.x.y).
3.2 Déterminer les coordonnées du sommet de la trajectoire.
3.3 Calculer ’abscisse du point de chute E sur le sol.
3.4 En utilisant la conservation de I’énergie mécanique entre les points D et E,
calculer la vitesse du solide S & son arrivée en E.
Exercice 3
Une piste A B c Dest formée d’une partie AB rectiligne qui fait un angle aavec
la verticale, une partie Bcayant la forme d’un arc de cercle de centre Oet de
rayon r et en fin une partie cp verticale (voir fig ). —=-oxT x
Données : 4=60°, g=10m/s%, BO=CO=r=1m, OD=2m
Un solide S de masse m = 200g est lancé de A vers B

avec une vitesse Va.
1 Déterminer la nature du mouvement de A a B. (les frottements n’existent

qu’entre A et B sont assimilables a une force 1 _ M9 )
4

16 Zar 7T E

2 Calculer la vitesse minimale avec la quelle il faut lancer le solide S du point
A pour qu’il arrive en B avec une vitesse nulle.

3 Lesolide S descend de B vers C sans vitesse initiale.

3.1 Donner I’expression de sa vitesse en M en fonction de g, ret 8. A. N: 6=30°

3.2 Trouver ’expression de la réaction en Mde la piste sur S en fonction de
g, mete Lacalculer.

4 Donner les caractéristiques de la vitesse du solide S en C.
5 Lesolide S quitte la piste a t=0 au point C et arrive au sol au point E.
5.1. Donner I’équation de la trajectoire du solide dans le repére(o; x; y) -

5.2. Déterminer I’abscisse du point de chute E.
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Exercice 4

Les frottements sont négligeables et on donne m=200g, g=10m/s? @ =60°
Une piste de lancement est formée de deux 4
parties : B\\\

e Une partie horizontale AB de longueur /_>

1=3,5m

e Une partie circulaire BC de rayon r=1,3m.
Un solide ponctuel S de masse m est lancé du point A avec une vitesse
horizontaley_.

1 Montrer que, sur la partie AB le mouvement du solide S est uniforme.
Calculer la vitesse v, si la durée du trajet AB est t=0,5s.

2 Le solide S aborde en suite la partie circulaire BC.

2.1 Donner les caractéristiques du vecteur vitesse du solide S au point C.

2.2 Trouver I’expression de la réaction de la piste sur le solide au point C et
calculer sa valeur.

3 Le solide S quitte la piste au point C.

3.1 Donner I’équation de la trajectoire du mouvement du solide aprés C dans
le repére(c;x;y)

3.2 Déterminer les coordonnées du sommet de la trajectoire et la valeur de la
vitesse en ce point.

3.3 Calculer le temps mis par le solide S pour partir de C jusqu’au point P
situé sur le sol.

Exercice 5

Dans I’Exercice on prendra g=10m/s

Un solide S de masse m=500g, abandonné sans vitesse

initiale, glisse sur un plan incliné d’un angle a=30° par

rapport au plan horizontal. On suppose que le solide S est
soumis & une force de frottement constante f paralléle a la

trajectoire de son centre de gravité G.

1.1 Etablir I’expression de 1’accélération a; de son centre d’inertie G. En
déduire la nature du mouvement.

1.2 Dans le repére (x’Ox), établir en fonction de a;, I’équation horaire du
mouvement du centre d’inertie G en prenant comme origine des dates
I’instant ou le solide S est 1aché sans vitesse et comme origine des abscisses
la position O.

1.3 Calculer la valeur de I’accélération a; dans le cas ou les frottements sont
négligeables.

2 Un dispositif expérimental approprié permet d’enregistrer les positions du

centre de gravité G de S a des instants réguliérement espacés de t= 60ms.

Les résultats expérimentaux ont permis d’établir le tableau suivant :

ximm) |0 |85 |[335 |75 133 | 207,5

ti(s) 0 |006 012 |0,18 | 0,24 | 0,30
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2.1 Montrer que les distances parcourues pendant les mémes intervalles de
temps t constituent une suite arithmétique de raison r et en déduire la
valeur a; de I’accélération a du mouvement.

2.2 Au cours de cette expérience existe-t-il des frottements ? si oui calculer la

valeur de f .

3 Calculer la valeur de la vitesse a la date t=3r.

4 Au point B le solide S quitte le plan AB situé aune =2 x
hauteur h=2m du sol. h

4.1 Etablir les équations horaires x(t) et y(t) du
mouvement de S dans le repere (B ;X ;y). En déduire
I’équation de la trajectoire. On prendra pour origine des instants ’instant
de passage par B et pour vitesse au point B : Vg=1m/s.

4.2 Trouver ’abscisse xp du point de chute P sur le sol.

Trouver la valeur Vp de la vitesse de S au point P.

Exercice 6

On suppose que les frottements sont négligeables.

Une piste est formée de deux parties rectilignes : !

-AB horizontale

- BO incliné d’un angle a=60° par rapport a la

verticale et de longueur L=3,6m.

1 Un solide S ponctuel de masse m est lance du

point A avec une vitesse initialev, .

1.1 Déterminer la nature du mouvement du solide S sur AB.

1.2 Etudier le mouvement de S sur la partie BO et donner I’expression de son
accélération.

1.3 Calculer la valeur minimale que doit avoir V4 pour que la vitesse de S
s’annule en O.

2 Le solide S arrive en O avec une vitesse V, de module V,=8m/s. Calculer Va.

3 Arrivé en O, le solide quitte le plan incliné avec la vitesse V,

3.1. Représenter le vecteur vV, puis établir dans le repére (0,i,]) , I’équation de

la trajectoire de S. Conclure.

3.2 Le solide S touche le sol au point I, sachant que le plan AB se trouve a une
hauteur h=1,2m du sol. Déterminer les coordonnées du point | dans le repére.
3.3 Quelle est la dureée de cette chute.

3.4 Déterminer les coordonnées du point S ou la vitesse du solide est
horizontale.

P
ELANANANANANAN

Exercice 7
Sur un tremplin de surface parfaitement lisse
incliné d’un angle a =30°par rapport a
I’horizontale, un jouet S d’enfant constitué
d’une petite voiture en partie cassable
initialement au repos au point A, est tiré par une
force constante F , inclinée d’un angle o par

Y.

™
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rapport au plan du tremplin. Ce jouet S a une masse m=100g. (Voir fig2)

On donne cos® = 0,8 ; AB =2m ; AC=2,7m.

1. La vitesse atteinte par S au point B apreés le parcours rectiligne AB est égale
aVeg=4 ms™.

1.1. Calculer la valeur deF .

1.2. Déterminer la nature du mouvement de S sur le trajet AB.

1.3. Au point B, I’action de la force F cesse, le solide poursuit son mouvement
rectiligne jusqu’au sommet C du tremplin. Déterminer la nature du
mouvement de S sur le trajet BC. Calculer la vitesse de S au point C.

2. Le solide quitte le tremplin au point C, origine du repére (C, 1, j) avec la
vitesse Vc=3m/s

2.1. Déterminer I’équation cartésienne de la trajectoire de S dans le repere
(C,i,]j). L’instant de passage de S en C est considéré comme origine

des dates.

2.2. S atteint le sol au point d*'impact D.

2.2.1. Calculer les coordonnées du point D.

2.2.2. Sachant que le solide est brisé s’il touche le sol avec une vitesse
supérieure a 5m/s. Dans quel état se trouve S aprés la chute.

Exercice 8

On lance un solide S de masse m=400g a partir d’un pont A avec la vitesse
Va=4m/s sur un plan AB incliné d’un angle a=30°. On prendra g=10m/s?;
AB=0,7m

1 On néglige les frottements sur AB.

1.1 Donner ’expression de I’accélération du
solide S et calculer sa valeur.

1.2 Calculer la vitesse au point B.

1.3 Calculer le temps mis entre A et B. .
2 On considére que les frottements sur AB A 07 T

équivalent & une force f tangente a la trajectoire et de sens opposé au
mouvement. Le solide S arrive au point B avec la vitesse Vg=2m/s.

2.1 Déterminer la valeur de la force de frottement.

2.2 Déterminer la valeur de la réaction R exercée par le plan AB sur le solide.
3 Le solide quitte le plan incliné AB au point B avec la vitesse Vg=2m/s et
effectue un mouvement aérien pour tomber au point C.

3.1 Ecrire dans le repere (O; i ;j) I’équation de la trajectoire du saut entre
BetC.

3.2 Déterminer les coordonnées du sommet de la trajectoire du saut.

3.3 Déterminer les coordonnées du point C et en déduire la valeur de la
distance BC.

3.4 Déterminer la vitesse du projectile au point C.
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Exercice 9

On lance un solide S de masse m=100g avec une vitesse initiale V a partir du
point O origine des abscisses de I’axe XX’ confondu
avec la ligne de plus grande pente d’un plan OA incliné X
d’un angle o par rapport a I’horizontale.
Un dispositif permet de mesurer les vitesses V a
différentes positions d’abscisses x lors du mouvement
du solide.
1 La courbe représente les variations VV>=f(x) lorsque les frottements sont
négligeables.
1.1 Etudier le mouvement du solide S sur le plan OA.  “Fv=(m=/s7)
1.2 Ecrire la relation théorique liant V2 et ’abscisse x.
1.3 En utilisant la courbe, en déduire :
1.3.1 La valeur de I’anglea.
1.3.2 La valeur de la vitesse initiale V. -3
2 Les frottements équivalent a une force constante et
opposée au sens du mouvement. 0,3 X(m
2.1 Etablir la nouvelle expression de I’accélération a’ du centre d’inertie du
mobile.
2.2 Calculer I’intensité de la force de frottement sachant que I’énergie
cinétique du solide est 0,2j quand il parcourt la distance x=0A=0,4m.
3 Arrivé au point A, le mobile continue son mouvement dans le vide.
3.1 Ecrire dans le repére (B;x;y) ’équation de la trajectoire du mouvement du
mobile a partir du point A.
3.2 Calculer les coordonnées du point C de chute.

Exercice 10

X a
[0 X

On néglige les frottements et on prendra g=10m/s?
On se propose d’étudier le mouvement d’un solide de masse m=5kg assujetti a
se déplacer le long de la plus grande pente d’un plan incliné d’un angle a=30°
ave I’horizontale (figl).

On désigne par Ox I’axe paralléle a la ligne de plus grande g4 x
pente.

Une force de traction T supposée constante et paralléle &
I’axe Ox, s’exerce sur le solide le long de OA. Mis en
mouvement a partir de sa position de repos O, le solide

atteint la position A d’abscisse xa =0 ,5m avec une vitesse

Va.

1. A partir de A, la force T est supprimée et le solide continue son mouvement
jusqu’a I’arrét au point B.

Sur la fig 1 sont représentées les forces que nous supposons étre appliquées au
centre d’inertie G du solide au cours de son mouvement entre O et A.
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1.1 Montrer que pour une position d’abscisse x entre O et A, I’énergie

mécanique E(x) du systéme {solide+Terre} s’écrit E(x)=T.x
On suppose que ’origine des énergies potentielles de pesanteur correspond au
plan horizontal passant par O.
1.2 Le diagramme de I’énergie mécanique E(x) du systéme est porté sur la fig

2. Déduire la valeur T. 4 Enérgie(J)
2.1 Etablir ’expression de I’énergie potentielle de LT[ [ ] fig2
pesanteur Epp(x) du systéme et celle de I’énergie EREN :
cinétique Ec(x) du solide lorsque ce dernier
occupe une position d’abscisse X entre O et A. . AEn !
2.2 Compléter la fig2 en tracant les diagrammes !
correspondants a Epp(X) et Ec(X). 0 0,5
3En deduire la distance entre A et B.

Exercice 11

On néglige les frottements sauf dans la question 2
Une piste est constituée d’une partie rectiligne inclinée d’un angle a par
rapport a I’horizontale telle que la longueur
BA=6m, suivie d’une partie circulaire AC de rayon
r=0,5m.
L’ensemble de la piste est situé dans un plan vertical
(voir figure 1)
1. Le solide (S), de masse 2509, supposé ponctuel, est en
mouvement sur le plan incliné. Il est Iaché sans vitesse
d’un point D situé entre B et A tel que DA = L.
On suppose que le changement de pente en A ne provoque pas de variation de
la vitesse.
1.1 Exprimer la norme de la vitesse V¢ du mobile en C en fonction de r,a,, L et
g.
1.2 Déterminer I’expression de la réaction R exercée par la piste sur le mobile
au point C en fonctiondem, L, r, aetg.
1.3 Pour quelle valeur de L, le mobile quitte la partie circulaire de la piste en
C? On donne sina = 0,25
2 Dans une nouvelle expérience, le solide est laché sans vitesse initiale. Il passe
en B avec la vitesse V. Il est soumis, le long du trajet BA, EmEE
a une force de frottement de valeur constante f. ka1
A Paide d’un dispositif appropri¢, on trace le diagramme ~ *™*[{
de la figure 2 correspondant a la variation de I’énergie
cinétique du mobile en fonction de I’abscisse x comptée a fig 2
partir du point B. ¢ 45 1{m)
2.1 En appliquant le théoréme de I’énergie cinétique au mobile, entre la
position B et une position M du plan incliné d’abscisse x quelconque, exprimer
Ec(M) en fonction de m, g, f, x et Ec (B).
2.2 En exploitant le diagramme de la figure 3, déterminer les valeurs de la
force de frottement et de la vitesse au point B.

N\

AN

x(m)

0.5
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Exercice 12

Les forces de frottements ne s’exercent qu’entre B et D.On prendra g =10m/ %
Un mobile de masse m =500g se déplace sur le trajet ayant la forme donnée

par la figl.

Le mobile commence sa Figl

course au sommet Adela 4 ACz60ms CD:=90m: olkso
partie rectiligne AC qui Données: AC=60m et CD=90m

fait un angle o= 60° avec
la verticale et arrive au

point B avec la vitesse \ .
Vg =10m/s. ¢ b © F

a\B E
|
|
Ao

1. Entre les points B et Cs’exerce une force de frottement T, qui ralentit le
mouvement. Déterminer I’intensité de cette force f; pour que le mobile arrive
en Cavec une vitesse de valeur double de Vg.

2. Déterminer la valeur de la vitesse au point D si la force de frottement
s’exerc¢ant sur la partie horizontale CD représente le sixieme du poids du
mobile.

3. Le mobile aborde alors la partie DE qui fait un angle p =10° avec
I’horizontale. Déterminer la longueur | de cette partie pour que le mobile
arrive en E avec une vitesse pratiquement nulle.

4. Arrivé au point E le mobile glisse sans frottement sur le quart du cercle
EF de rayon r et de centre O situé sur la méme horizontale CDF.

La position du mobile est repérée par ’angle 6=(OF , OM) .

Exprimer la vitesse au point M en fonction de6, 1, Betg

Exprimer en fonction de®, m etg la valeur de la réaction de la piste sur le
mobile au pointM .

Exercice 13

Un solide ponctuel de masse m=200g glisse sur un plan OA
incliné d’un angle a=60° par rapport a la verticale. 1l part du
point O origine de I’axe orienté X’X avec une vitesse initiale
de valeur V,. Au cours de son mouvement, S subit une force

de frottement f .
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Un dispositif approprié permet de mesurer la vitesse V instantanée du solide

pour différentes positionsx . La courbe Vimis?)
; . 2 _ z .

représentative de V= =f( x) est donné par la fig2 //
1 Déterminer graphiquement I’équation P

2 S
Ve =f( x). 7
2 En utilisant le théoréme de I’énergie cinétique, A
, . . 2 . 1
établir ’expression de V* en fonction de X . 0 05 o

3 En deduire les valeurs de la force de frottement
f et de la vitesse V.

4 Au point d’abscisse X =0,5m, I’énergie mécanique E du systéeme {solide-
terre} est égale au double de I’énergie cinétique. En déduire la position
adoptée pour le plan de référence de I’énergie potentielle de pesanteur.

5

5.1 Donner I’expression de I’énergie cinétiqueE; et de I’énergie potentielle E,
du systeme {solide-terre} en fonction dex ; en prenant pour référence de
I’énergie potentielle le plan horizontal situé a 0,5 cm en dessous du point O.
5.2 Sur un méme graphique, représenter les courbes y

E. =f( x) etE, =g( x) pour les valeurs dex telles

gue 0sx<1m. x
5.3 En déduire I’expression deE en fonction deXx puis /O'-e
tracer la courbeE=h( x). On donne g=10m/s2.
5.4 Le solide quitte le plan incliné en A tel que
OA=3m.
5.4.1 Donner les caractéristiques du vecteur vitesse du s R
solide en A.
5.4.2 Déterminer les équations paramétriques du mouvement du solide S dans
le repére O;X;y ) apres avoir quitté le plan incliné.

Exercice 14

Un solide S de masse m=200g se déplace sur une piste ABC, constituée d’une
partie rectiligne et horizontale AB =1,6m

et d’une partie curviligne BC de centre O

et de rayon r=0,7m. (figl)

1 Le solide quitte le point A sans vitesse

initiale sous I’action d’une force constante A

F qui ne s’exerce qu’entre A et B.
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On enregistre a des intervalles de temps régulierst=20ms les positions
occupées par le solide et on obtient I’enregistrement de la figure 2 ci-contre :

1.1 Déterminer _A Ai Az A: hq AE amm

la nature du | =
mouvement et sEns du meuvemen't |
calculer la Fig2

valeur
expérimentale de son accélération.

1.2 Sachant que la valeur de la forceF est F=2Ndire est ce que le mouvement
se fait sans frottement ou avec frottement. Déterminer la valeur de la réaction
exercée par la piste sur le solide ainsi que I’angle B qu’elle fait avec la

verticale.

1.3 Calculer la valeur de la vitesse au point B.

2 Le solide continue son mouvement sans frottement sur la partie curviligne
BC.

2.1 Déterminer les caractéristiques de la vitesse au point C.

2.2 Calculer la valeur de la réaction Iic qu’exerce la piste sur le solide au point
C.

3 Le solide quitte la piste au point C avec la vitesse \7C et effectue un
mouvement aérien avant d’atterrir au point D.

3.1 Déterminer I’équation de la trajectoire dans le repére (O, f, J ).

3.2 déterminer les coordonnées des points le plus haut et le plus bas de la
trajectoire.

Exercice 15
Les frottements sont négligeables.

On ¢étudie le mouvement d’un solide S sur une piste, constituée d’une partie

rectiligne AB= £ et d’une partie BC représentant la moitié d’un cercle de
centre O et de rayon r ( fig 1).

On exerce entre A et B sur le solide S, qui était au repos en A, une force F
horizontale d’intensité constante.
1 Déterminer la nature du mouvement entre A et B et exprimer en fonction de

F, £ et m la vitesse Vg du solide au point B.

2 Déterminer en fonction de F, Z , M, 1, getO ’expression de la vitesse au
point M défini par I’angle 0 = (O—B; O—M) .
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3 Determiner en fonction de F, { , M, r, g et 0 Pexpression de la réaction R au

point M.

Calculer la valeur minimale F, de F qui permet que S atteigne le point C.

4 On donne a F la valeur Fo=7/3 N. fig 2
4.1 Le solide S perd contact avec la piste au C

point D dont la position est définie par R ?\ID
I’angle0, = ((ﬁ; O—D) . Déterminer I’angle 0, OD’/

et calculer la vitesse Vp en ce point D. o 9°y

4.2 Etablir dans le repére (D ; x ;y) de la fig
2 I’équation de la trajectoire du solide S. A B
4.3 Calculer I’abscisse du point I d’impact du solide S sur le plan horizontal

Exercice 16
Un solide S de masse m=500g, abandonné sans vitesse initiale, glisse sur un

N

plan incliné d’un angle a par rapport
au plan horizontal. Il part du point O
sans vitesse initiale et passe entre deux
cellules A et C. Un index | solidaire du i
solide S, déclenche un chronomeétre au passage en A et ’arréte en C.

La durée enregistrée par le chronometre est At=0,05s.

On pourra considérer que la mesure de la vitesse entre A et C permet de
connaitre avec une bonne précision la vitesse instantanée en B milieu de AC
(voir figl). On donne OB=1m ; AC=0,1m, MN=2m ; MH=0,6m.

1. Calculer I’angle a.

2.1 Calculer la variation de I’énergie cinétique du solide entre A et B puis la
somme des travaux des forces appliquées en négligeant les frottements.

2.2 Que peut-on affirmer a propos de ce résultat.

3. Par application du théoréeme de I’énergie Em N
cinetique, en deduire la valeur de la force de o
frottement que I’on supposera constante et paralléle 36 -
a la ligne de plus grande pente du plan incliné. 02N
4. Sur la figure 2 on donne la représentation T xm

graphique de I’énergie mécanique E du systéme {solide, terre} en fonction de
X.

4.1. Déterminer graphiquement I’expression de E en fonction de X; la
retrouver théoriguement.

4.2. En déduire la position du plan de référence des énergies potentielles de
pesanteur par rapport au point O.
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4.3. Etablir les expressions analytiques de I’énergie potentielle Ep et de
I’énergie cinétique Ec en fonction de x. En déduire la position ou I’on a Ec =
Ep.

Exercice 17
Un solide S de masse m=0,14kg se déplace sur une piste rectiligne inclinée

d’un angle a=10° par repport a ’horizontale. Le solide S est laché sans vitesse
initiale du point A d’abscisse xp définie
relativement au repére (B;i;]). Arrivé au point
0O, il s’engage dans un mouvement de chute
parabolique ou tout type de frotttement est
négligeable et rencontre le sol au point I tel que
la différence d’altitude entre les points O et 1
est h=1m comme ’indique la fig 1.

Les frottements auxquels est soumis le solide S au cours de son mouvement
entre les points Aet O sont équivalents a une force f d’intensité supposée
constante

A P’aide d’un dispositif approprié on détermine la vitesse instantannée du
solide S lors de son passage par les points B, C, D, E et O d’abscisses
respectives Om ; 0,2m ; 0,4m ; 0,6m ; 0,8m. Ceci permet de tracer le
diagramme de la fig 2 correspondant a

I’énergie cinétique du solide S en fonction de

9

E

T
H
0,04 H

I’abscisse x.

1 En appliquant le théoréme de I’énergie

cinétique au solide entre la position B et une

position quelconque M d’abscisse x par

rapport au repére (B;i), montrer que : = i

=0, 0,2 0,4 ,6 8 x(m)
Ec (X)= mgxsina - fX+Ecp
2 En utilisant le diagramme de la fig2 déterminer ’intensité de la force de
frottement et la valeur de ’abscisse xa
du point A. On donne g=9,8m/s2.
3 Montrer que I’énergie mécanique E,, du systeme {terre+S} est conservée au
cours du mouvement de chute parabolique.
4 Calculer la valeur de E, sachant que I’énergie potentielle de pesanteur au sol
est nulle.
En déduire la valeur de la vitesse avec laquelle le solide percute le sol en 1.
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Exercice 18
Un solide ponctuel de masse m=500g glisse sur un trajet constitué¢ d’un plan

horizontal AB de longueur L=2m et d’un arc de

cercle BC de rayon r = 10cm. (figl) c@
' F

On enregistre le mouvement de ce solide sur la P -

partie AB pendant des intervalles de temps

successifs et - o

, fig 1c

egaux t=50ms. Le px = =
document de la '"?ﬁ m, ‘ i M T .

fig2 représente cet enregistrement.
1 Calculer les vitesses aux points My, M,, M3 et My, .

2 Calculer les accelerations aux pointsm, et M, , €n déduire la nature de ce

mouvement.

3 A linstant t =0, le solide S quitte le point A sans vitesse initiale sous ’action

d’une force F constante et paralléle au plan horizontal AB.

3.1 Donner I’énoncé du théoréme de I’énergie cinétique.

3.2 Calculer la valeur de la force horizontale F sachant que la force de
frottement est supposee négligeable.

3.3 Les frottements ne sont plus négligeables et sont supposés équivalents a

une forcef unique paralléle au plan AB et de sens opposé & celui du

mouvement. Calculer intensité f de cette force de frottementf , si F garde
la valeur précédente et si Vg = 2m/s.

3.4 Calculer la valeur de la réaction R exercée par le plan AB ainsi que I’angle
qu’elle fait avec la normale a ce plan.

4. Laforce F ne s’exerce plus sur le solide lors de son déplacement qui se fait

sans frottement sur 1’arc BC.

4.1. Exprimer la vitesse V¢ au point C en fonction de Vg, 1, g et 6.

4.2. Calculer sa valeur pour 6 =60°.

Exercice 19
On néglige les frottements sauf dans la question 3

Une piste est constituée d’une partie rectiligne
inclinée d’un angle a par rapport a I’horizontale
telle que la longueur BA= 6m, suivie d’une partie
circulaire AC de rayon r =0,5m.

L’ensemble de la piste est situé dans un plan vertical
(voir figure 1)

On consideére le systeme : {solide (S), terre}
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1 Le solide (S), de masse 250¢g, supposé ponctuel, est en mouvement sur le plan
incliné

1.1 Ecrire, en fonction de m, g, z et Epyo, I’expression de 1'énergie potentielle
de pesanteur Ep, du systéme (Eppo represente 3

la valeur de I’énergie potentielle de pesanteur . Elpllilll- : ’
du systeme au niveau du plan horizontal 38

passant par O et A). 2,44

1.2 L’étude de la variation de Eyp, en fonction 3

de P’altitude z, a donné la courbe de la figure 2 0 L2 zm] O
qui vérifie I'équation d’une droite: E,,= az+b

( Epp en J et z en m). Déduire les valeurs de a et b.

1.3 Déduire les valeurs de I'accélération de pesanteur g, de Epy et de I’altitude
Zo qui correspond a Epp = 0.

2 Le mobile est laché maintenant sans vitesse d’un point D situé entre B et A
tel que DA =L.

On suppose que le changement de pente en A ne provoque pas de variation de
la vitesse.

2.1 Exprimer la norme de la vitesse V¢ du mobile au point C en fonction de r,
a, Letg.

2.2 Déterminer I’expression de la réaction R exercée par la piste sur le mobile
au point C en fonctiondem, L, r,a etg.

2.3 Pour quelle valeur de L, le mobile quitte la partie circulaire de la piste en
C? On donne sina = 0,25

3 Dans une nouvelle expérience, le solide est laché sans -
vitesse initiale. Il passe en B avec la vitesse Vg. Il est Ec(J)
soumis, le long du trajet BA, a une force de frottement 75
de valeur constante f. 05
A I’aide d’un dispositif approprié, on trace le junmamn fig3
diagramme de la figure 3 correspondant a la variation

de I’énergie cinétique du mobile en fonction de I’abscisse x comptée a partir
du point B.

3.1 En appliquant le théoréme de I’énergie cinétique au mobile, entre la
position B et une position M du plan incliné d’abscisse x quelconque, exprimer
Ec(M) en fonction de m, g, f, x et Ec (B).

3.2 En exploitant le diagramme de la figure 3, déterminer les valeurs de la
force de frottement et de la vitesse au point B.
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Exercice 20
On considére un solide de masse m=5kg en mouvement sur une piste inclinée
d’un angle a=60° par rapport a la verticale. G
Sous I’action d’une force motrice F supposée
constante et paralléle a la ligne de plus grande pente,
le solide quitte la position A avec une vitesse nulle
pour atteindre la position B telle que AB =8m avec une vitesse V.
Le solide est soumis constamment lors de son mouvement sur AC a une force
de frottement de module f=5N.
1 En appliquant le théoréme de I’énergie cinétique, établir I’expression de
I’énergie cinétique Ec en un point d’abscisse x situé entre A et B en fonction

Epp =0 sol l\-’ X

de I’abscisse x, des forces F et f, de ’angle a. de la 1276))
masse m et de g.
2 Le diagramme de la variation de I’énergie st
cinétique est donné par la courbe Ec = f(x).
2.1 Déterminer la valeur de la force motrice F.

2.2 Etablir en fonction de x, I’expression de 0d T GD)
I’énergie potentielle de pesanteur Ep(x) et celle de I’énergie mécanique En(X)
du solide lorsque ce dernier occupe une position d’abscisse x entre A et B.

2.3 Compléter la figure en tracant les diagrammes correspondants a Ep(X) et
Em(X).

3 Calculer la valeur de la vitesse au point B.

4 Lorsque le solide passe en B la force motrice est supprimée. Il continue alors
son mouvement pour atteindre le point C avec une vitesse Vc. Montrer que le
systéme {solide + Terre} n’est pas conservatif. En déduire la distance BC si
la valeur de la vitesse au point C est V¢ =4m/s.

5 Arrivé en C, le solide quitte le plan incliné avec la vitesse V¢

5.1. Représenter le vecteur V¢ puis établir dans le repere (0,x,y), ’expression

de I’équation de la trajectoire du solide si ’origine des instants est I’instant
d’arrivée au point C. Conclure.

5.2 Le solide S arrive au point I sur le sol. Calculer la valeur de la vitesse V,
d’arrivée au point I ainsi que ’angle a qu’elle fait avec ’axe des abscisses.
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Exercice 21

On donne g=10m/s2.

Un solide ponctuel de masse m=500g glisse sur un plan AO incliné d’un

anglea=30" par rapport a ’horizontale. On enregistre le mouvement de ce

solide pendant des Lem
intervalles de temps M
successifs et égaux —
0=50ms. Le M M, M 4 Ma—MzL

document de la figl représente cet enregistrement.
1 Calculer les vitesses aux points M,; M, ; M et M, .

2 Calculer les accelérations aux points M,; M, , en déduire la nature de son

mouvement.

3 Le mouvement se fait-il avec frottement ? Si la réponse est positive
déterminer la valeur de cette force de frottement f.

4 Le solide quitte le plan incliné au point O avec

la vitesse V, =2m.s™ et continue son A
mouvement dans le vide. (voir fig 2) L™ 0 .
4.1 Préciser la direction et le sens du vecteur V. ‘
4.2 Etudier le mouvement du solide S et calculer

TN s Ga

I’équation de sa trajectoire.
4.3 Déterminer les coordonnées du point de chute du solide s’il a mis 0,5s pour
effectuer son mouvement dans le vide.

4.4 En utilisant la conservation de I’énergie mécanique, trouver la vitesse au
point de chute.
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Corrigeé de I’Exercicel
1.1Calcul de la vitesse Vg .
%mvé —%mvé =-mgBCcosf® = Vg =/—20BCcos6 = 20m/s
1.2Calcul de F :
2
Imvg =FaB=F="V8 _goon )
2 R ¥
1.1 Nature du mouvement entre B et C n -

Nature du mouvement : > Foy =ma < P+R+f=ma

par projection sur AB on obtient : —Pcoso.=ma => a=—gcos@ m.r.u.v
2.1.1 Expression de V), En utilisant le théoréme de I’énergie cinétique, on
obtient :
1

EmV,\Z,l —%mVI% = mghaVEC h=rsinaet

SOit vy, = V3 +2grsin®
Au point E : vg =[5 +2gr car 6 =" soit Ve =12m/s
P E D+40 ETS E
2.1.2 Expression de la réaction.
En appliquant la R.F.D, on obtient : Y Fpyy =md <> P+R =ma

2
Par projection sur la normale on trouve —Psinoa + R = ma,, aVec a, = VM soit
r

mVEZ,

R =3mgsin6+

2.2.1 Etude du mouvement apres E :
Conditions initiales : E{XO =05 [Vex=Ve
E
Yo=0 = |Vey=0
En appliquant la R.F.D, on obtient :
Jomo el ™

a =>EM 1
ay =9 Vy =gt y= Egtz )

L’équation de la trajectoire :(1) donne¢ - *_ en remplacant dans (2), on
Ve

trouve : y = LZXZ ~0,035x2  (3)
2V2

2.2.2  L’abscisse du point P : au point yp=h en remplagant dans(3),on
trouve :

Xp = Vg /2{: avec yp —h=5mA.N: xp=12m
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Corrigé de I’Exercice2

1.1. Nature du mouvement du solide S :
D’aprés ’enregistrement les distances parcourues forment
une progression arithmétique de raison r=107, le
mouvement est donc un m. r. u.v d’accélération a=r/62 ou
0 =2.10% s est ’intervalle de temps. Soit a=2.5m/s>.

1.2 Calcul de la force F : g
> Foxe =md & F=ma ,7?(77—47477
= F=ma A.N:F=0,25N V¥
2.1 La vitesse du solide S au point C :
AEc=YWe ©AEc=06 Vo=Ve=3mis.  |°  |F
2.2 Les caractéristiques de VpetdeRD : d’ G \LT?

X2 Les caractéristiques de Vp:

e Direction : elle fait I’angle o avec ’horizontale.
e Sens : vers le haut.
e Origine : le point D.
e Valeur: ?D \’_’j 0
AEc = ZWIE & Ecp — Ecc =mgh avec h=r(1-cosa) D oy >
= VD = \/Vé —2gr(1—cosa) A.N : VD:Zm/s ? C
% Les caractéristiques de R, B
e Direction : la normale
e Sens : centripéte
e Origine : le point D
e Valeur: Y. Fy =ma < P+Rp=ma
Par projection suivant la normale on obtient :
Rp - Pcosa = mVp#r
Rp= mg(3cosa -2) +mVc2r AN : Rp =1,3N i o
3.1  Etude du mouvement dans le vide : 5 .0 ,.\i’j
e La seule force qui s’exerce est le poids - W A l

oLaRFD: Y Fye =md & P=ma _4;77’7/7/ 1.
E

Par projection : z0l
e Sur Dx !
ax=0=> Vvx=vpcosa = X =vpcosat
e Sur Dy
ay=0 = Vy= gt—vpsina = y="%gt?- vpsinat
Equation de la trajectoire : t = x/ vocosa

=Y = % gx? lvp?cos?a - tana.x A.N :y=5x2-1,7x
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3.2 Les coordonnées du sommet S de la trajectoire :
Au sommet dy/dx =0 = xs = Vg&sinacosa/g A .N : xs =0,17m
et ys =-vp®sin2a/2g ys=-0,15m
3.3 L’abscisse du point E de chute sur le sol :
L’ordonnée du point E est ye = r(1-cosa) en remplagant dans I’équation de la
trajectoire ; on obtient : xg =0,46m
3.4  Calcul de la vitesse du solide S au point E :

Au point D : Ep=% mVp2+mgr(1-cosa.)

Au point E : Eg= % mVg?
Comme il y’a conservation de I’énergie mécanique, on peut écrire :
Y2 mVg?=Y% mVp2+mgr(1-cosa) A.N : Ve=3m/s.

Corrigeé de I’Exercice3

1 Nature du mouvement :
S Pt —maeoP+R+f=ma
Par projection sur agon obtient : —Pcoso.—f =ma

=a= —gc05a—%= _%g m.r.uv AN : a:-7,5m/52
2 Calcul de la vitesse de lancement.
oD

V3 —V3 =2a.AB = V, =-2aAB car si Vg=0, Va est minimale or og = ==
cosa

S0ty = 29-0'3 AN :V=7,75m/s.
CoOsa

3.1Expression dev,,
En utilisant le théoréme de I’énergie cinétique, on obtient :

%m\/,\%l —%mvé _mgh avec h=rsinoetVg =0 soit

Vp = /20rsina = 3,16m/s

3.2Expression de la réaction. En appliquant la R.F.D, on
obtient :3°F, i =ma o P+R=ma
Par projection sur la normale on trouve

2 .
-Psina:+R=ma,, QVC 5 _ VM SOitR = 3mgsina A.-N : R=3N
r

4. Caracteristiques du vecteur vV :
(-direction: horizontale Ox
-sens:celui de OX

< -origine: lepointC

k-module:VC:«/Zgr =4,5m/s
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5.1 Conditions initiales

c Xg =0 v Vex =Ve B'I___O X
yo=0C=r C©|Vg, =0 \
En appliquant la R.F.D, on obtient : S ~ ?C
Y Fpq =ma<>P=ma
a, =0  _[Vy=Ve _ eVt € 2
a =V = OM 1 5 y
ay =g Vy =gt y=Egt +r (2 E
L’équation de la trajectoire :(1) donne; _ en Y

X
Vo
remplacant dans (2), on trouve : y=%x2+r 3
2Vé
5.2 L’abscisse du point E :
Au point E , on a ye=OD=2r en remplagant dans(3), on trouve :

‘e = /2r\§; AN :xg=2m

1 La nature du mouvement
e LaRFD Z'Eext —mi=>P+R=ma
e Projection sur I’axe xX’X 10+0=ma—=a=0

Donc le mouvement est rectiligne uniforme.
Calcul de la vitesse V, .

Corrigé de I’Exercice4

X=Vat+Xg 2V, = X'txo AN:V, =7ms
2.1 Caractéristiques de V. .

Direction : elle fait I’angle 0 avec ’horizontale.

Sens : vers le haut.

Origine : le-point C.

Valeur : AE, =>W. < Ec-Es=- mgh avec h=r(1-coso)

= Ve =\V2-2gr(1-cos®) AN : v =6mis
2.2 Expression deRr.
Ziext =ma & f’+l_ic =ma
Par projection sur la normale, on obtient :
V- 2
_ C Ve
—MmgcosO+Rc=m—= R = m(gcos8+—=)
AN : R.=55N
3.1 Etude du mouvement du solide S dans le vide :
e La seule force qui s’exerce est le poids
.La RFD . zr:ext :mac>|5:ma
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En projetant a suivant les axes :
eSurCx ax=0 V,=Vccos® x=Vccosot (1)
e SurCyay=-g Vy=-gt+Vcsin® y=-%gt2+ Vcsindt(2)
Equation de la trajectoire :
(1) =>t=x/vecos0 =y = -% gx?/V2c0s%0 + tanO.x AN :y=-0,56x2+1,7x
3.2 Les coordonnées du sommet S de la trajectoire :
Au sommet dy/dx =0 = Xs = V¢%sinBcosB/g A .N : xs =1,56m
et ys =Vvp%sin20/2g  ys =1,35m
La vitesse au point S : Vs=V,= Vccos0=3m/s
3.3 Durée du mouvement :
Y=-r(1-cos8)= -% gt? + Vcsindt <> -5t°+5,16t+0, 65=0 A =6,3 SOit =1 14s
Corrigé de I'Exercice5

1.1 L’expression de I’accélération a; si f n’est pas négligeable:
> Fext =ma, <>P+R+f=ma
par projection surx-xon obtient :

—f+Psina= ma1:> ap =gsina_i
m

1.2. Comme a=cte

=SMmruv=x= %alt2 + Vgt +Xg soit X = %altz
0 0
1.3 Déduction de ’accélération a, si f est négligeable:
Si =0 I’expression de a; devient :a, =gsina=5m/s?
2.1 Montrons que les distances parcourues pendant les intervalles de temps
forment une suite arithmétique de raison r :
Les distances parcourues pendant t sont :
d;=8,5mm; d,=33,5-8,5=25mm ;
d3=75-33,5=41,5mm ; d4=133-75=58mm ; ds=207,133=74,5mm ;
La raison : d,- d1=16,5mm ; d 3- d,=16,5mm ; ds-d3=16,5mm ; ds- d4=16,5mm.
Donc ces distantes forment une suite arithmétique de raison r=16,5mm.
A H . el

Déduisons a; : r=at"= a, =r%=4'58m/32
2.2 Comme a,< a, il y’a frottement.

La valeur de f :
2Soit 1 f=0,21N.

a2=—%+gsina:>f=mgsinoc—ma
3Calculde V:

V =ayt=3a,t=0,82m/s
4.1 Les équations horaires du mouvement a partir du point B :
Conditions initiales :

Xg=Xg =0 _ [Vex=Vgcosa
B Vg .
Yo=Yg=0 Vgy = Vgsina
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En appliquant la R.F.D, on obtient :
> P =maeP=ma

{ax =0 "{VX =Vgcosa _{szB cosat @
3

. = BM
ay =g Vy =gt+Vgsina y=%gt2+VBsinat )

soit BM 2
y=5t+0,5t 2)

L’équation de la trajectoire :

. {x=0, 87t (1)

L’équation (1) donne @y __ X
Vg cosa

En remplacant dans (2), on trouve I’équation de la trajectoire :
— 9 2.ytane  SOity=6,67x2+0,58x (3)

2V§ cos?a

4.2 Calcul de I’abscisse du point de chute P :

L’équation (3) donne :

yp =6,67x2+0,58x OF Yp=h=2 <> 6,68x? +0,58x—2=0

A=(7,32)? Soit Xp ~ 0,6m

4.3 Calcul de la vitesse Vp:

Par application du théoréeme de I’énergie cinétique entre B et P, on trouve :

AEc =3 We < Ec, —Ec, =Ws @%mvé-—%mvé =mgh=Vp = V3 +2gh Soit Vp=6,4m/s

Corrigé de I’Exercice6

1.1 Nature du mouvement sur AB : K
YF=misP+R=ma —
On projette suivant AB
0+0=ma= a=0 m.r.u

1.2 L’expression de I’accélération a :
Y Fot =ma e P+R=ma
par projection surxx*on obtient :
—Pcosa=ma— a=—gcosa

1.3 La valeur minimale de la vitesse :

1 2
AEC =EWe & Ecq ~Ecg =Wp €0~ mVjg =-mgh =V, = J2gh

car Vg =Va comme h=Lcosa; il vient V, =./2gLcosa =6m/s

2 Calcul de Va
AE =S W= & En. —Ern =Ws < 2mv2 - mv2 = —mgh
c=X -|5<:> Cco~Ecg = I—j<:>§m O_Em A =—Mg

Soit VA =4/V§+Zchosa =10m/s
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3.1 L’équation de la trajectoire :
Conditions initiales :

Xg=0 . | Vox =Vpsina
0l%0 et 0x = Vo
Yo =0 Voy = Vo cosa

En appliquant la R.F.D, on obtient :
Zﬁeﬂ=m§©ﬁ=m§

a, =0 _ [V =Vysina =V sinat 1)
a =V = OM 1,
ay=-9 Vy =—gt+Vycosa y =_§gt +Vycosat  (2)

sol I

L’équation de la trajectoire : L’équation (1) donne :,__ X

Vpsina
en remplacant dans (2), on trouve I’équation de la trajectoire :
i 2
y=—%x2+xcotana SOIt y = -0,1x% +0,58x
2V0 sin“a

3.2 Les coordonnées de |

Y,=-A’0 - h=-0OBcosa-h= -3

On remplace dans I’équation de la trajectoire :
—3=-0,1x%+0,58x <>—-0,1x> +0,58x +3=0
A=0,582+4.0,1.3~1,242

Soit x;=9,1m d’ou I(9,1 ; - 3)

3.3 La durée de la chute

SR Rt S
Vpsina  8.0,87

3.4 Les coordonnées de S
Au point S Vs,=0 soit s = Vocosar _
g

t)

0,4s

. x=8.0,87.0,4=2,78m
soits
y=-5.0,42+8.0,5.0,4=0,8m

Corrigé de I’Exercice7

1.1 Calcul de F:
%mVé =-mgABsina+FABcos0
N mVé +2mgABsina

2AB
1.2. Nature du mouvement entre A et B

=>F =1,125N

Nature du mouvement : > Fe =ma < P+R+F=ma

par projection sur AB on obtient :

. —Psina+ Fcos0
—Psina+FcosO=ma=a= =4m/sz M.r.u.v
m
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1.3.Nature du mouvement :

Expression de V¢ En utilisant le théoreme de

I’énergie cinétique, on obtient :

%mvg _%mvg —_mgh  avec h=BCsina

Soit v = \/vé —2gBCsina =3m/s
2.1. Etude du mouvement apres C:

Conditions initiales :

Xg=0 _ (Ve =Vecosa
C 0 VC Cx C_
y0=0 ch=VC5|na

En appliquant la R.F.D, on obtient :

D Fext =md <> P =ma

_lax=0 - | Vx =V cosa

as. _ >V V. = Vesi
ay =—g y =—0t+Vcsina

X=Vccosat (1)
=CM

y= —%gt2+vc csinat (2)

L’équation de la trajectoire :(1) donne, __ x  en remplagant dans (2), on
Vc cosa

trouve © y = —%xz +x.tana O —-0,74x°+0,58x  (3)
2V( cos?q,

2.2. 1.Les coordonnées du point D:

Au point D : yp=- h=- AC.sina=-1,35m en remplacgant dans(3), on trouve :

—-0,74x%+0,58x=-1,35 <> —0,74x%+0,58x+1,35=0
A=0,33+4x0,74x1,35=3,29 <> \/A = 2,08 soit xp = % ~1,8m

2.2. 2. Calcul de Vp

%mvg—%mvé —mgh avec h=ACsina=-yp =1,35m

Soit vp = \/vg +2gACsina=6m/s Comme Vp>5m/s le jouet sera brisé
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Corrigé de I’Exercice8

1.1 L’expression de ’accélération a; si f n’est pas négligeable:
> Foxt =ma < P+R=ma

par projection sur X' Xon obtient :

—Psina=ma=a=—-gsina=-5m/s?

1.2 Calcul de Vg

= m.r.u.v Vé -V§\=2a(xB-xA) = Vg =\/V§\ +2a(AB) =3m/s
ou bien Vg =\/V,§ —2gsina(AB) =3m/s

1.3 Calcul du temps

Vg -V
VB=atB+VA:>tB= B A=0,2S
a

2.1 Calcul de la force f:

Par application du théoreme de I’énergie cinétique entre A et B, on trouve :
AEc =2 We & Ecy —Ec, = Ws +Wg +We

@%mvé —%mvﬁ =-mgh—-fAB = fAB = —mgh—%mvé +%mv,§

2 2
M:l 43N

avech = ABsina < f =—-mgsina +
2AB

2.2 Calcul de R,
Par projection sur y’y

R, —Pcosa=0< R, =Pcosa=0,4x10x0,87 = 3,48N Calcul de R

R=yRZ+f2 =3,76N

3.1 Les equations horaires du mouvement a partir du point B :

Conditions initiales :

B Xp=Xg =0 . |VBx=Vgcosa
Yo =Yg =0B=ABsina B Vg = Vpsina

X

(0]
/ A C v 7
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En appliquant la R.F.D, on obtient :

a, =0 - |Vx=Vgcosa
a =V .
ay =—¢ Vy =-gt+Vgsina

x=Vp cosat 1)
= BM 1

y=—Egt2+VB sinat+ABsina  (2)

L’équation de la trajectoire :

X
Vg cosa

L’équation (1) donne @t =

en remplacant dans (2), on trouve I’équation de la trajectoire :
y= —%xz +xtana+ ABsina
2Vg cos” a

Soit y=-1,67x2 +0,58x +0,35
3.2. Les coordonnées du sommet S
Au point S : Vg,=0

Vsy =O<:>ts = VB siho =O,15
Calcul de xs

Xg = Vg cosatg = 2x0,87x0,1=0,17m
Calcul de ys

Soit on remplace ts dans ’équation (2)

ys=-5(0,1)? + 2x0,5x(0,5)+0,35=0,4m

Soit on remplace xs dans I’équation (3)

ys=-1,67(0,17)? +0,58x0,17 +0,35=0,4m

3.3. Calcul de I’abscisse du point de chute C :

yc=0 L’équation (3) donne :
-1,67x%+0,58x+0,35=0

A=0,582+4x1,67x0,35=2,67 soit</A = 1,64

Xe = —-0,58-1,63 —0,66m
2(-1,67)
3.4 Calcul de la vitesse Vc:
Par application du théoreme de I’énergie cinétique entre B et C, on trouve :
AEc =D Wg ©Ec. —Ecg =Ws

1 1

Soit V¢=3,32m/s.
= EmVCZ; —Emvé =mgh= V¢ = ,/VEZ; +2gh avec h=OB=ABsina
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Corrigé de I’Exercice9

1.1. L’expression de ’accélération a si f n’est pas négligeable:
Zﬁext =Ma <P+R=ma

par projection sur OA on obtient;
—Psina=ma— a=-gsina =cte = m.r.u.v
1.2. La relation théorique entre Vet x:
V2 —V02 = 2ax =-2gsina.x = V? =-2gsino.x + Vg

1.3.1 D’aprés le graphe V2 =10x +9
Par identification entre les expressions théorique et graphique :

—10=—ngina:>sina=%=0,5 soit a.= 30°

1.3.2 La valeur de la vitesse initiale :
Ve =9 Vy=3m/s
2.1 Calcul de la nouvelle accélération :
Y Pyt =mad' < P+R+f=ma’
par projection sur OA on obtient

o
a'=——-—gsina
m

2.2 En appliguant le théoréme X'

AEc =) W & Ec —Eg =W +We + Wi
T

0

Ec
Ec —%mvo2 =-mgxsina—fx=f= —mgsina——A+2imV02A.N :f=0,125N
X X

A

3.1 Les équations horaires du mouvement a

partir du point A :

Conditions initiales :

A{XO =xp =0 ~ {VAX =V, cosa
Yo=YA=AB=xsina *|Va, =Vasina

En appliquant la R.F.D, on obtient :
Z'Eext =md < P=ma

a,=0 [V, = Va cosal . X=Vp cosat (1)
a = . =AM 1 5 )

ay=-9 Vy =—gt+Vpsina y=—§gt +Vasinat+AB  (2)

L’équation de la trajectoire
X

D>t=
Vp cosa

On remplac et dans y

y= #x2+tanax+AB

2V,§ cos?a
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OI" VA= @= w=2m/5
\l m 0,1

soit 10 )
y=— 3x +0,58x+0.2=-1,67x“+0,58x+0.2
2x4xZ

3.2 Calcul des cordonnées du point de chute C :
L’équation (2) donne :

or yc=0 —1,67x% +0,58x+0.2=0
& 5t240,24t—2=0

A=1,29 soit = ~0:98+129 ..,
2x1,67

Corrigé de I’Exercice10

1.1 Expression de E en fonction de T et x

AE = TRy < AE = Wz + Wi

SEX)-EQ)=TX<EX) =Tx

1.2 Calculde T

L’énergie mécanique est représentée par une droite dont le coefficient
directeur correspond a la tension T ; numériquement T=150N.

2.1 Expression de Epp en fonction de x

Epp (X)=mgz +Ep avec Epp=0 et z=xsina. d’eu Epp (X)=mgxsina soit
Epp(X):24,5X

Expression de Ec en fonction de x

E (X)= Ec(X) +Epp(X)

= Ec(X) = E (X) - Epp(X)
avec E (x)= 150x et Epp(Xx)=24,5x
soit Ec(X) =125,5x

2.2 Voir schéma ci-dessous.

AR R
Enérgie (J)

62,75 == SEF , BBt

12,25 B

Lebatt Ahmed EL Hadi

Essebil au Ba

Y




Essebil au Bac Puojectile Lebatt Ahmed El Hadi
3 Montrons que I’énergie mécanique est constante

Appliquons le TEM au systéme (solide-terre) entre Aet M

AE =X Foq < AE= Wy Donc le systéme conservatif

< E(M)-E(A) = 0 & E(M) = E(A) =cte

4 Calcul de la distance AB

E(B) = E(A) avec E(A) =75J car xa=0,5m et E(B)=mgxgsina soit

xg =B _ 3 06m AB= Xg — Xa avec Xa=0,5m soit AB=2,56m
mgsina

Corrigé de I’Exercicett

1.1. Expression de V¢ en fonctionder, L, geta
AEc =) We <> Ec —Ep =Ws

= %mvé =mgh=mg(Lsina—2r)= V¢ = ,/Zg(Lsina— 2r)
1.2. Expression de R
TFy=maeP+R=ma
Par projection sur la normale, on obtient :

2
V, 2mgL sin
mg+R=mTC:>R cmg-Sne _

_ 2gm(Ls;na—2r)_mg & R=

1.3. La valeur de L pour que le mobile quitte la piste

2mgLsinoc_5mg=0<:>L= E'->I’ _ 5x0,5 _
2sina 2x0,25

R=0&

2.1 Expression de Ec(M) en fonction de Ec(B),m, g, f et x
AEC = ZWIE =mgxsino - fx < EC(M) -EC(B) = (mgsina - f)x

= EC(M) = (mgsina -f)x+EC(B) = (mgsina-f)x+%mV§

2.2 Déduction des valeurs de f et de Vg

Détermination de I’équation de la droite a partir du

diagramme

Si x=0 E¢ =0,5J soit b=0,5

Six=1; Ec =0,75J a=0,25

Donc Ec =0,25x + 0,5

Par identification entre les deux expressions de E.(M), on obtient :

(mgsina.-f)=0,25 = f = mgsina - 25 =0,375N

2x0,5
m

=2m/s

%mVBZ:O,S:VB:
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Mouvement d'une particule chargée dans un champ électrique uniiorme.
1. Cas ol \/, est nulle ou paralléle a F

P‘ Q

o=PF1o
‘F

e Nature du mouvement

—

o . - R . F
ZFext =micoF=mMi=>i=—<mr.uyv
m

¢ Vitesse au point de sortie O’

1 1 219U
AEC =P W & -mVZ-ZmVE =|q| U=V = f |2q| +\V2

2. (as ol \/ est non paralléle a F

écran E

e Equation de la trajectoire : Y = qEX"
g ) ' 2mV;?
Coordonnées:du point de sortie S:
Xs =l ;
2
v = qEl

2mvg

o “Expression de Vs:

gEl

mVO

o Déviation angulaire électrique:

2
+V0

S

— 9y _ qEl
tgo=(2)c &= tgo=—+
dx’S mvg
e Nature du mouvement a la sortie du champ :
SF=0< " S mru
V =Tte

1
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Exercice 1

1 On applique une différence de potentielle Up=1140V entre une cathode C et
une anode A.

Un électron est émis sans vitesse initiale par la cathode et
arrive sur ’anode avec la vitessey,. Calculervo.

AN :e=1,6.10"° C; m=9,1.10"" kg. B e
2 L’¢électron pénétre au point O avec la vitesse v précédente
entre les plaques P et P’ de longueur | distante de d telle
que (I =d). On applique entre les plaques Pet P’ une différence de potentielU .
2.1 Déterminer les équations horaires du mouvement de I’électron sur les axes

Ox et Oy.
2.2 Donner I’équation de la trajectoire et montrer qu’elle peut s’écrire sous la
forme: _ U .

" 4dU,
3 La tangente a la trajectoire au point S fait un angle o..avec I’horizontale tel

que tana=0,4 ; calculer la différence de potentiel U entre les plaques P et P°.
Exercice 2

Des électrons sont émis avec une vitesse initiale’négligeable par un filament F
chauffé.

1 On établit une tension | -y_.y_entre lefilament 5

17VP VF , B E
F et une plaque P disposée parallelement a celui-ci. . .
Il en résulte un champ électrostatigue uniforme g; | | 05 [ o'x
régnant entre F et P. Les électrons arrivent alors en . P
P avec une vitesse V, de module v, =0,53.10°m/s (Voir w

schéma). Preéciser le.signe.de y, et calculer sa valeur.

Ondonne : ¢=1,6.1019¢":m=9,1.1031kg .

2 La plaque P a un trou qui laisse passer les électrons.

On dispose.deux plaques P;et P, perpendiculairement au plan xOy (voir
schéma). Les électrons pénétrent entre les plaques en O animés de la vitesse
V, parallelea Ox.

On appligque entre P; et P, une tension U,=Vp,-Vp1=300V et on donne | =6¢cm et
d=1,5em:

2.1 Déterminer I’équation de la trajectoire du mouvement d’un électron entre
Pyet P,.

2.2 Quelle est la déviation linéaire AB des électrons a la sortie des plaques ?
Quelle est la valeur de la déviation angulaire a ?

2.3 Trouver la nature du mouvement d’un électron aprés B et déterminer
I’équation de sa trajectoire.

2.4 Calculer les coordonnées du point d’impact des électrons sur I’écran E
parallele a (Oy) et place a 46cm de A.

2
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Exercice 3

Une particule 4He?+peneétre dans le champ électrostatique uniforme créé par

deux armatures paralléles et horizontales de longueur I=10cm et distante
d=6cm. La particule pénetre en un point O équidistant des deux armatures
avec une vitesse V(=3.10° m/s faisant un angle a=30° avec I’horizontale et
dirigée vers le haut.
1 Faire une figure et préciser les charges des armatures pour que la particule
soit déviée vers le bas.
2 Etablir ’expression de I’équation cartésienne de la trajectoire entre les
armatures. Préciser la nature du mouvement et de la trajectoire.
3 Quelle est la valeur minimale U, de la tension a appliquer entre les
armatures pour que la particule sorte du champ. e=1,6.10"°C;mp=1,67.10"kg
4 Déterminer la tension U a appliquer entre les armatures pour.que la
particule sorte du champ par un point O’ se trouvant a la méme hauteur que
le point O ou elle est rentrée.
5 Calculer la tension Ug accélératrice qui a été nécessaire pour amener la
particule & la vitesse V=30 m/s & partir du repos.

Exercice 4

1Un champ électrique est créé par un condensateur plan constitué de deux
plaques paralleles et horizontales P et P, tres longues reliées Y,

a un générateur de tension constante U=250 V et sépareées -
d'une distance d, comme I'indique la figure ci-contre. Tous les

électrons pénetrent dans le champ, supposé uniforme, au point ;;I

A et sont animés de la méme vitésse v, faisant I’angle 0,=45°. 0

1.1 Montrer, par un calcul, gu'il est légitime de négliger la force de pesanteur
par rapport a laforce €lectrique pour I'électron.

1.2 On veut que le faisceau soit dévié vers le bas.
Reproduire la figure et représenter (sans souci d'échelle) la force qui
s'exerce sur la particule a son entrée dans le champ ainsi que le champ
électrique et les signes des plaques.

1.3 Etablir Pexpression de I’équation cartésienne de la trajectoire.

1.4 Determiner la valeur max de yo pour que I’électrons ne touche pas la

plaque Py v
A:N:m=9.10""kg ; vo=1.10" m .s*; d=0,04m ; )
e=1,6.10"°C. v,

1.5 Déterminer I’abscisse du point P d’impact de I’électron —
sur la plaque inferieure si yo prend la valeur calculee 1;:’7 — AR
précédemment. '

2 Une bille homogéne de masse m est lancée horizontalement avec une vitesse
initiale vo = 14 m .s™*. A I'instant initial, son altitude par rapport au sol est
comme I'indique la figure
2.1 Etablir I'équation cartésienne de la trajectoire.

3
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2.2 Au moment du lancement, la bille est au point A au dessus du sol. Elle
touche le sol au point S. Quelle est la valeur de la distance OA
si OS=7, 67m.
3 Dans chaque cas, quelle est I'influence de la masse du corps sur :
- La force subie par ce corps ?
- L'accélération du mouvement ?
Exercice 5

1. On se propose de déterminer la vitesse d’éjection des particules ‘21|-|92+ (ou

noyaux d’hélium) émis par le radium.
On place la substance en S au fond

V -
d’un cylindre creux en plomb d’axe W E v ? A
xX’x et on admettra que les particules ___ T es
émises sortent du cylindre avec un S o
vecteur vitesse V, paralléle a ’axe x’x. % )
— 3 figl

Le faisceau pénétre en O dans I’espace

vide d’aire entre deux plaques horizontales P; et P, d’un condensateur dont la
distance est d=10cm et la longueur I=15¢cm. En I’absence de champ électrique
entre les plagues on observe, une tache en A, sur une plaque photographique
disposée perpendiculairement a x’x a une distance D du centre des plaques.
On crée un champ électrique uniforme en appliquant entre P; et P, une
différence de potentiel constante U=2,05.10° V. On constate que la tache se
forme en A’.

1.1. Le champ électrique créé E va-t-il de Py vers P, ou de P, vers Py ?

1.2. Etudier le mouvement d’une particule entre les plaques du condensateur
dans le repére’ 0,1, ) : équation et nature de la trajectoire.

1.3. Que devient ce mouvement lorsque la particule n’est plus soumise au
champ électrique E ?

1.4. Déterminer la vitesse d’é;ection Vo des particules si la mesure de la
déviation linéaire AA’=17,4.10"m.

1.5. Déterminer alors I’instant d’arrivée au point S et calculer les composantes
du vecteurVs ; déduire la valeur de Vs. Montrer que I’angle o que fait ce

vecteur avec I’horizontale est de 30° environ.

2 On'supprime I’écran, et on le remplace par un condensateur constitué
derdeux armatures horizontales A et B. Le mouvement du faisceau de
particules est maintenant étudié lorsqu’il

péneétre apres sa sortie du premier champg - Y .T,dA@_- :_

dans le condensateur a la vitesse de valeur v R, O'A—G.-.X

Vs dont la direction fait I’angle oo avec E s
X O . X

I’horizontale (voire la figure 2).

e fig2

4
Essebil au Bac Mouvement d’une charge dans un champ électrique Lebatt Ahmed E( Hadi



Essebil au Bac Meuvement d’une charge dans un champ électrique Lebatt Ahmed EL Hadi

La longueur de Parmature est /’ = 10 cm ; la distance les séparant est

d’ =4 cm ; la tension entre les armatures est U’.

2.1. Etablir les équations horaires du mouvement entre les armatures du
condensateur et établir I’expression de 1'équation de la trajectoire entre les
armatures du condensateur dans le repere (O’ XY).

2.2. Déterminer la valeur de U’ pour que le faisceau sorte des armatures
au point O”*.0n donne : e=1,6.10"°C, D=30cm et mp=1,67.10"kg
Exercice 6

On étudie le mouvement des ions § Li* dans différents champs électriques et
magnetique.

1. Dans une premiére expérience les ions pénetrent au point Orsans” - , '
vitesse initiale dans un champ électrique Eo crée entre deux plagues I—IP
P et P’ et sont accélérés par une tension Up=Upp:=1252,5V.

Montrer que la valeur de la vitesse Vodes ions au point-O, est V(=2.10°m/s.

On donne : e=1,6.10"°C; m,= mp=1,67.10°"kg.

Oy

YAL l r
2.Dans une troisiéme expérience I’ion entre avec une vitesse e
de valeur V, dans un champ électrique E crée.entre les
armatures C et D d’un condensateur plan. oI
Soit I’ 1a longueur de ces armatures et d leur écartement. Vo

3.1. La vitesse Voest contenue dansle plan (O, i, j)et fait un

angle a=15° avec Ox. Déterminer.le sens de la force électrique pour que les
ions passent par le point S.
3.2. Etablir ’expression de ’équation de la trajectoire des ions entre les
armatures C et D.
3.3. Calculer alors lavaleur de Vo. On donne : E=2,5.10*V/m et/’=20cm
3.4. Déterminer la distance d entre les armatures C et D si la distance
minimale séparant la trajectoire de I’ion et la plaque inferieure est 0,8cm et si
le point O est equidistant des armatures.

Exercice 7

1° Un faisceau d’électrons est émis dans le vide avec une vitesse initiale

négligeable par une cathode C et est accéléré par une tension Ug appliquée

entre I’anode A et la cathode C . La plaque de

I’anode est percée d’un trou O; comme c a4l

I’indique la fig. T

a) Exprimer littéralement la vitesse V; des
électrons lorsqu’ils traversent le trou O; et
calculer sa vitesse pour Uy =1000V.

0, 0, M o’

P
2

5
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b) Quelle est la nature de leur mouvement apreés la traversée de O; ?

2° Les électrons pénétrent en suite au pt O entre les armatures P; et P, d’un

condensateur plan de longueur | et distantes de d. La tension entre les

armatures est Upip, = + 100V.

a) Quelle est la vitesse V, des électrons a leur entrée dans le condensateur ?

b) Etudier le mouvement des électrons dans le condensateur plan et en
déduire I’équation de la trajectoire des électrons On raisonnera dans le
repére (O,i,j). Représenter sur un schéma la trajectoire des électrons.

Vont-ils pouvoir attendre I’écran E sans toucher ’une des plaques PP, ?
3° A la sortie du condensateur, le faisceau d’électrons arrive sur un- écran
fluorescent noté E de centre O’, situé a la distance L du pt M milieu de OO’
(fig).

Soit I le pt d’impact de ce faisceau sur I’écran. Quelle est la déviation O’I du
spot sur I’écran ? A.N: g=-e=- 1,6.10° C;m =9,1.10% kg ;d =2cm ; | =6 cm
etL =12 cm.

Exercice 8

La cathode C d’un oscilloscope émet des . Y A [

électrons dont la vitesse a la sortie du métal
est négligeable .Ces électrons traverse en |

U1 T 0l

suite une anode P, en un pt O;. : k

1° On établie une tension Ug = Vp = V¢ - B

a)Déterminer I’expression de la vitesse v des électrons a leur passage en O;.

A .N :Up=1000V.

b) Quelle est la nature du'mouvement des électrons aprés P.

2° Les électron constituant un faisceau homocinétique, pénétrent au pt O entre

les armatures horizontales A et B d’un condensateur plan. Les armatures

distantes de-d ont une longueur |. On établit entre ses armatures une tension

Uag. On étudie le mouvement entre AB.

a) Déterminer ’expression de la trajectoire dans le repére(O,x,y).

b) Exprimer la condition que doit vérifier Uag pour que les électrons sortent
du condensateur.

€)' On donne d=2cm, 1 = 10cm. Faire ’A.N

3° Le faisceau arrive en suite sur un écran fluorescent E situé a la distance

L =20cm du centre de symétrie | du condensateur.

Montrer que le faisceau forme un pt lumineux (spot) O, au centre de I’écran

quand Uag = 0 et déterminer le déplacement Y = O,M du spot sur I’écran

guand Uag =200V.

6
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Exercice 9

Les ions 40ca2+ quittent la chambre d’ionisation au point O; sans vitesse
initiale grace a un champ électrique EO existant entre deux plaques P et Q

telle que Up=Upg=500V.
1.1 Déterminer le sens du champ EO régnant entre P et

‘r
pOQ .I---- P

Q et calculer sa valeur si dg=5cm. '
1.2 Calculer la vitesse Vo des ions lorsqu’ils arrivent OyO'

l

(]

TP
2

en O’. & 7

2 Sachant qu’il n’existe aucun champ entre O’ et O, déterminer la nature du
mouvement des ions entre ces deux points.

3 Les ions pénétrent au point O dans un autre champ électrique E crée entre
deux plaques P; et P, distantes de d et de longueur | chacune.

3.1 Trouver I’équation de la trajectoire dans le repére (O ; X ; y) et préciser sa
nature.

3.2 Déterminer les coordonnées du point de sortie S.

3.3 Déterminer I’instant d’arrivée au point S et calculer les composantes du
vecteur\”/S et en déduire I’angle a que fait ce vecteur avec I’horizontale.

e=1,6.10"°C ; I=10cm ; mp=1,67.10°"kg ; E=10°V/m.
Exercice 10

On applique une différence‘de potentielle U=V, -V =101V entre une
cathode C et une anode A. Un faisceau

d’¢lectrons est émis sans vitesse initiale par la Cl |A B N)a
cathode et _péneétre au point O dans le champ - o~
électrique E . Ce champ est du & un condensateur | | P,

plan constitué de deux planques P; et P, paralléle distante de d=4cm de
longueur chacune I=4cm entre les quelles existe une ddp U1=Vp;-Vp,=20V .
L’écran E est placé a L=52cm du point O situé au milieu de la distance
séparant les deux plaques.

1 Calculer la valeur de sa vitesse \70 ason arrivée sur au point O.
2 Etablir I’équation de la trajectoire de I’électron entre les armatures P; et Ps.

3 Trouver I’équation de la trajectoire de I’¢lectron aprés sa sortie du champ et
calculer la déviationd de I’électron sur I’écran.

7
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Exercice 11
1° Dans un tube sous vide un électrons est émis sans vitesse initiale par une
cathode C et est accéléré par une tension U positive appliquée entre la cathode

C et une plaque P. c  p
Calculer I’énergie cinétique de I’électron a son arrivée sur la | |

plaque P. En déduire la valeur de sa vitesse VO a son arrivée sur | |

la plaque P.

2° L’électron pénétre en O avec la vitesse \70 dans ’espace séparant les

armatures A et B d’un condensateur plan. ‘A

Soit d la longueur de ces armatures, | leur écartement, D frd

la distance du centre | du condensateur a un écran O .

fluorescent E et U la tension entre les armatures A et.B. A T E
(L_I\#

2.1 La vitesse est contenue dans le plan’ O, i, j)et fait un
angle a avec Ox comme I’indique la figure. Etablir ’équation de la trajectoire
de I’électron entre les armatures A et B.

2.2 Etablir la relation qui doit lier I’angle o avec les grandeurs U, U’, d et 1
pour que I’électron passe par le point S. Calculer alors la valeur
correspondante de ’anglea.

3 L’¢électron pénétre maintenant dans le condensateur avec une vitesse VO

paralléle & i de méme sens. Un écran vertical est placé a la distance D du
point d’intersection I entre'la tangente et ’axe Ox. Calculer la déviation yy
sur écran. U=1000V;U’=120V;q=-6=-1,6.10"°C;m =9,1.10* kg ; d =6 cm ;
I=2cm;D=30cm
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Corrige de I'exercicet

1° Expression de la vitesse V :
vBmV=eUy = Vo= [®% AN:Vy=210"m/s

m
2.1 Les équations horaires :
Conditions initiales :

Xo=0 _ [|Vox =V,
C{ 0 Vo 0x 0
Yo=0 Voy =0

En appliquant la R.F.D, on obtient :
zr:ext=m5@|3=mé

a.x =0 VX = VO X=V0t (1)
a F=>V FE =>O0M F o,
ay

Y m

m
2.2 L’équation de la trajectoire :
L’équation (1) donne :  _ x

y=—>-t (2

2m

Vo
en remplacant dans (2), on trouve I’équation de la trajectoire :
U
= F2x2= eU2X2 =y= x2
2mV0 2de0 4dUO

3 Lavaleur de la déviation angulaire :

- (dy] __ Y S0it tang= Y oy 20y tana Carl=d AN:U=912V.
dx = 2dUO 2UO

Corrigé de I'exercice2

1.1Lesignede u; =Vp—Vg :
Les électrons se déplacent de F vers P sous ’action de la force
électriquel_f. Comme g<.0 e champ électriqueE; est dirigé de | ‘
P vers F c'est-a-dire qué Vp> Ve = Vp-Vp> 0 u>0
1.2 Calcul de U; :
AEc =Y W Q%mvoz —eU; U, =mTVe°2 AN :U;=8.10°V
2.1 L’équation de la trajectoire : —t—
Conditions initiales : O{xo=o VO{VOX =V Fiee
yo=0 = [Voy =0 S IS s

Enappliquant la R.F.D, on obtient : F o

Zﬁext=m§©ﬁ=mé - E\
a =0 V=V X=Vt @ : :

P
El FE=>V F =O0M =
{ay =— {Vy =—t y= — 12 )
m m 2m

L’équation (1) donne :  _ x
Vo

Pl

P

1
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en remplacant dans (2), on trouve I’équation de la trajectoire :

F 2 eU, -

Xo=——=55Xx
2mv§ 2de02
2.2 La déviation linéaire AB :
AB=yg=_eU, 3 BVEC xg =| soit __eU; 12 AN :yg=0,2310"m
2mdV¢ 2mdV§
La valeur de la déviation angulaire :
1 o
tana=[dl] = ey, |SOIt a=4138
X Jxal  mdvg

Autre méthode tarm=2/%Bsoit a=4,38°

y:

2.3 Nature du mouvement de I’électron aprés B :

3 Foq =ma <0=ma=>a=0=>m.r.u

L’équation de la trajectoire :

y =ax+bavec {"":ta”“: 0,077 d’ott y=7,7.102x-0;23.102m
b=yg —axg =-0,23.107°m

2.4 Les coordonnées du point d’impact P :

xp = 1+D=5210"?m
P | )
Yp = (E+ D)tana =3,77.10“m

Corrigé de I'exercice3

1 Signe des plaques

Les ions sont chargés positivement; ils se déplacent de P; vers P, sous I’action

de la force électrique F . Les.ions sont donc attirés par P, qui est chargée

négativement ; P, est alors chargée positivement.

2 Nature du mouvement X © .
Conditions initiales: s

Xg=0 _ [Vox =VyCOsa
O Vo . oA -

Yo =0 Voy = Vo sina - X
YFy=mi< F=mia=z-F —,

m

a, =0 Vy =Vycosa x=Vj cosat ®
a F =V . =>0M )

ay'=—— Vy = —Et+v0 sina y =—it2+v0 sinat  (2)

m m 2m

L’équation de la trajectoire :
(1) = t=x/(vocosa) ; en remplacant t dans (2), on obtient :
F 2

y=_27x +Xxtano
2mV0 cos? o

y=—+x2+xtana
ZdeO cos o

Essebil au Bac Mouvement d’une charge dans un champ électrique Lebatt Ahmed E( Hadi
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3 L’ordonnée du point S le plus haut de la trajectoire :
D’aprés la relation indépendante du temps :
2 2
Vsy - Voy = Zay (yS - yo)
_V02y _ ~V¢sinZa, _ mV¢ sin? o
2a, LF 2F
m
Pour que I’électron ne touche pas la plaque il faut que
d mV02 sin® < d

<—-—&
Ys<3 oF 2

de02 sin? .
: RN
qu

=Yg =

22
mV{ sin“ a
<dsU>—0>"" =

6,68.10~2x(3.10%)%x ©
Us> 4 < U> 469,675V
2x1,6.10"

La valeur minimale Upi, pour que I’électron ne touche pas la plaque P;
Umn =470V
4 A la sortie du champ y=0 et x=I

0=—+I 2+I tana
2deO cos? o
de2 sin2a —27 -2 512
&U= 0 _6,68.10777x6.10 )1(9(3'10 )°X0.87 _ sor,
al 2x1,6.1071°x0, 1

5 La tension accélératrice Ug

AEc =Y W @%mvo2 =qUj

_mV§ _mV§ _6,68.107°"x(3.10°)°
2q 4e 4x1,6.10719
Corrigé de I'exercice4

Ug =939V

1.1 Vérification
P=mg=9.10"" N. et F=eU/d=1.10" N.
F_1 .45
P —5.10
1.2 -Signes des plaques :
Les ions étant déviés vers le bas (vers la plaque P,) la force électrique est
dirigée vers le bas.
Comme <0, Eest opposé a Fet Eest dirigé vers les potentiels
décroissants c'est-a-dire de la plaque P, qui est chargée positivement vers
la plaque P; qui est chargée négativement.

=>P<<F

3
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1.3 Etude du mouvement entre P, et P, :
e Conditions initiales :
X,=Xn=0 Vi, =V,sina
m{ 0 —{ ox=Vo

et V
0 VOy =V0cosa

Ya=Yp
e FEtude dynamique ;
YFp=mid< F=mi=j;-
) [aX:O A{szvosina
a =

_ F
Vy— —at+vocosa

3T

X:(VO sin (X.)t (1)
oG E
y= =5t (Veosa)t+y, (2)

L’équation de la trajectoire :

(1) =t=x/(vesina); en remplaganttdans (2), on obtient :
F 2

=——— - X“+Xcotano.+
2mvgsin2a *+o

y=—llx2+x+y0
1.4 L’ordonnée du point S le plus haut de la trajectoire :
D’aprés la relation indépendante du temps.:

VSZy - V02y =2ay(Ys —Yo)
2 2 .2
-Vo -V cos” a
2a Y +Yo= 0 E +Yo
y —2—
m

:>ys=

mV02 cos? o,
=

¥s
2F
Pour que I’électron ne touche pas la plaque P,il faut que

mVZ cos? a

Yo

ys<d & +yp<d

mVZ cos?a

2F

9.107%L(107)2 2
-2 =3/ 75.10%m

=Yyp<d-

-2
Yo <4.107° —
0 21071

Lavaleur max pour que I’électron ne touche pas la plaque P, est
Yo=1,75cm
1.5 L’abscisse du point d’impact P :
L’ordonnée du point P est nulle
0=-11x° +Xx+1,75.1072

A=1+4x1,75.10"?x11=1,77 soit Xp =0,1Im

4
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2.1 Les équations horaires du mouvement
Conditions initiales : l

A{XO =XA =0 —»O{VOX=VO

Yo=Ya  0]Vpy =0 R
En appliquant la R.F.D,on obtient : P

Y P =ma<P=ma S
a, =0 (V% =V PVt 1)

a =V =AM 1 5
ay=-9 Vy =-gt y=—59t +Yo (2

L’équation de la trajectoire :(1) donne,_ x  en remplagant dans (2), on
Vo
trouve : y=—%x2+yo 3)
2VE

2.2L.’abscisse du point S : au point ys=0 en remplacant dans(3),on trouve :
_ 9 .2 g 2 10
v A g Y LY
3 L’influence de la masse :
-sur la force : la masse n’a pas d’influence sur la force électrique car elle est
indépendante de la masse par contre le poids estproportionnelle a la masse.
-sur P’accélération : I’accélération du mouvement dans le champ est
inversement proportionnelle a la masse par contre ’accélération dans le
champ de pesanteur est indépendante de la masse.
Corrigeé de I'exerciced
1.1 Détermination du sens du champ E :
Comme la déviation se fait vers le haut F est dirigé vers le haut et

comme g>0 E ale méme sens c’est-a-dire de P, vers P.
1.2. La déviation étant vers'le haut, la forceF est dirigée vers le haut etE est

dirigée vers le haut carg>0.
Conditions initiales:

7,672 =1,5m

v F‘
1
1
|

Xo=0 _ [Vox.=V,
O{ 0 VO 0x 0
y0=0 V0y=0

S

Le PFD (Théoréme du centre d'inertie) : v 0__"_P_ A
YE., =ma < F=ma '3
On projette sur Ox
ay=0
0O=ma,=a,=0 m.r.u Vy =V,
X=V,t(1)
=
On projette sur OyF=ma,=ay,=F/m m.r.u.v E‘
Vy= -t
F
y= ﬁtz )
5
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L’équation de la trajectoire :
(1) = t=x/vp; enremplacant t dans (2), on obtient :
_ F X2 = 2eU ¥2 = eU 2

B 27 27 2
2mVO 2.4mpdvo 4mpdVO

1.3. Lorsque le champ est supprimé, il n’y a plus de force :

YF,=mi< 0=mic 3=0mr.u
1.4. Calcul de la vitesse Vg

tana=%:>AA'=Altana= Dtana  avec tana=(gl)x_| el
X

T 2mdvy
A=y = [P gigmys
2m AV, 2m dAA’

1.5 La durée du trajet OS

ts=xs/V=3.10"s

Les cordonnées de v
V=V, =5.10°m/s

Vi, _F 2eU eU
Voy= mts= 4m,d b= om
Déduction de Vs :

V, = a/VSZX +V;, =5,810°m/s

La déviation angulaire a

t,=2,95.10°m/s
d

P

_ VSy H o
tana = ——=0,58 soit a = 30
Sx

2.1Etude du mouvement entre A et B :

e Conditions initiales

Vi
Xo =Xy =0 [V, =V,cos ‘
o2 0 etvs{Sx son% o'An
y0,=y0=0 Vsy=VSSIna =3 X

YFx=ma< F=ma=;_F B
m
ax =0 ~ [Vx=Vscosa x=(V,cosa)t 1)
y= —%t2+(vssina)t @)

a F V 0G

-_F :
“m Vy = —EHVSSWX

ay
L’équation de la trajectoire :
(1) t=x/(Vscosa); enremplacantt dans (2), on obtient :

F x2+xtana=—Lx2

2mVE cos? o, 4myd "V&cos? ot

+Xtana

6
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2.2Calcul de U’ pour que I’électron sorte par le point O’

0=- eLé 12 + Itano < eLé | =tana
4m,dV§ cos? a 4m,dV§ cos? a
2m dV2 sin20 —27 —2 532 o
—U'= pY Vs _ 2x1,67.10“" x4.10“ x(5,8.10°)“ sin60 O~ 2444V

el 1,6.10"¥x1071

Essebil au Bac Mouvement d’une charge dans un champ électrique Lebatt Ahmed E( Hadi
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Oscillateur mécanique:
1. Le pendule élastique horizontal:
v' Equation différentielle:

a6

A

Yo X

v' Equation horaire:
X = X Cos(mt +¢)
v Période du mouvement: »

T=2% or =% soit T=27 | ™ .
® m K

v Energie mécanique:
1 1 1
Em =5mMVZ+5KxZ < Emp = 5Kxm?
2. Le pendule ¢lastique vertical:
v' Condition d'équilibre :
A Péquilibre : Zlfext:6 <P+T,=0
C}P_TO =0<:>mg= KXO
v Equation différentielle: .
SF =md<P+T=ma
En projetant suivant ’axe x’x :
P-T=ma<P-K(Al +X) =ma < -kx=ma

=Sa+Xx=0
m

' 4

X"+%:O<:>X"+m2x=0:m.r.s N

v" Energie mécanique’
Emf 1 mv2+1K(x+A1%)
=%mm2(x%- x2)+%K(x2+A12) avec mo’=k .
=1 K(x2,- x? )+%K(x2+A12)=%K(xﬁ1+A12)
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Exercice 1
Un jouet est constitué pour ’essentiel d’un palet P de trés petites dimensions,
assimilable a un point, de masse m=100g, lancé a ’aide h .

d’un ressort sur un plateau AB horizontal de longueur EI’VV\/VV\/\/V‘DP
AB=L=1m sur lequel il peut glisser. :

1 Lorsque P est en A, le ressort a sa longueur naturelle O;\_/\/\l_/\—/‘{ﬁ
OA=lo=10cm. La raideur du ressort est K=250N/m. On g i
comprime le ressort de telle sorte qu’il ait la longueur
OA’=|=3,6cm, P restant en contact avec le ressort. Puis on lache, le palet sans
vitesse initiale (fig 1). v
1.1Quelle est I’énergie mécanique du systéme palet-ressort au momengou on
lache? Faire I’application numérique.

Y

1.2 On néglige les frottements du palet sur le trajet A’A. 1

On peut montrer et on admettra que le ressort reste en contact avec le palet
jusqu’au moment ou celui-ci arrive en A. Utiliser la_conservation de I’énergie
pour trouver I’expression de la vitesse Va du palet en fanction de K, I, lo et m.
Faire I’application numérique.

1.3 A l’aide d’un systéme approprié, on a mesuré les vitesses Va et Vg et on a
trouvé Va=3,2m/s et Vp=3,0m/s. On admet que P’ensemble des forces de
frottement qu’exerce le plateau sur le palet pendant le trajet AB est réductible

a une force unique f constante opposée a |a vitesse du [ ——L—F'

palet. Calculer ’intensité f de f, ) .
2 Arrivé en B, le palet quitte le plateau avec le vecteur B

vitesse Ve pour tomber 1m plus bas. h
2.1 Etablir I’équation de la trajectoire du palet dans le
repére (Bx ;By) apres passage-en B (fig 2). < 5
2.2 Le palet heurte®en D7le plan horizontal situé a la
distance BC=h=1m au dessous du plateau AB. Quelles sont les coordonnées de
D?
2.3 Quellesssont les composantes du vecteur vitesse V, du palet quand il arrive
en D ? Quellesest la valeur de Vp ?

N Exercice 2

Une-piSté de lancement est composée :
® < D’une portion rectiligne OB= d sur laquelle est disposé un lanceur

D |

e D’unarcdecercle AC de rayon r de centre I et d’angle au sommet9

e Lelanceur est un ressort a spires non jointives de raideur K au bout
duquel on place un solide de masse.
Données :

m =100g;d = 5m; K = 360N.m™;0 = 45° X, =10cm; et g =9,8ms™; r =5m
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Dans tout I’exercice, on prendra le point O comme origine des espaces et on
négligera les frottements. A I’équilibre, ¥
le centre d’inertie G, du solide est en

O. On comprime le ressort de X, et on | I Ve

le 1ache sans vitesse initiale. ‘ ue/e

1. On suppose que le solide reste L”’L’"”**“”“m : fc' X
accroché au ressort lorsqu’on lache le iO o A B P
systeme.

1.1. Etablir I’équation différentielle qui régit le mouvement du solide.

1.2. Détermination de la solution de I’équation différentielle. v

1.2.1 Montrer que X=Xncos(mot+@) vérifie I’équation différentielle précédente.
1.2.2 Calculer o, et X et écrire ’expression de x.

Y

1.3. Montrer que I’énergie mécanique est constante puis calculer'sa valeur.
2. En réalité, arrivé en O, le solide est propulsé avec une vitesse Vo . Il
parcourt la distance OA, puis ’arc de cercle Ac et quitte.la piste en C avec

une vitesse Vc qui fait avec I’horizontale, un angled.

N

2.1. Calculer la valeur de Vo de la vitesse V.
2.2. Montrer que Va=6m/s.

2.3. Calculer la vitesse V. du solide en C.
2.4. On prendra Vc=2,7m/s

2.4.1 dans le repére (O,x,y),établir_les équations horaires du mouvement du
solide.

2.4.2 En déduire I’équation de la trajectoire.

2.4.3 Déterminer les coordonnées du point d’impact P ainsi que sa vitesse Vp.

A

Y

v Exercice 3
Un pendule €lastique-horizontal est constitué d’un ressort (R) a spires non
jointives de raideur K # 16N/m et d’un solide S de masse m=40g. Le pendule
peut osciller librement sans amortissement ni frottement sur un banc
horizontal."A I"instant t=0, on lance le solide S a partir de sa position
d’équilibre Qsavec une vitesse V, de valeur Vo = 1,4m/s suivant I’axe X’X

(voir figl)yLe mouvement du solide est reporté au repére (O ; i ).
1.1 /Déterminer la nature du mouvement et calculer

<l

. s
¥ sa période. W

{1.2 Trouver I’équation horaire du mouvement.
1.3 Donner I’expression de I’énergie mécanique du systéme

X

(ressort+solide) en fonction de m, k, x et V T
a un instant t quelconque. |
2 Au deuxieme passage par la position s ! M
d’équilibre S se détache du ressort, continue ° 1 B

son mouvement et aborde en B une piste circulaire BC de rayon r =
10cm (fig2). Les frottements sont négligeables.
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2.1 Calculer la vitesse au point B.
2.2 Déterminer I’expression de la vitesse du solide au point M et calculer
sa valeur poure¢=co™m =30°.
2.3 Calculer la valeur de la réaction de la piste au point M. Bac D 2011sc
Exercice 4
On négligera tous les frottements.
On considére un jouet d’enfant dont le schéma est représenté ci-dessous.
Le jeu consiste a propulser par .

I’intermédiaire d’un ressort de bl tepanier
raideur K un palet de masse m de A / i

sorte a I’envoyer dans un panier g s mi o

assimilable & un point C. —Le A"

Le guide OABO?’ sur lequel glisse le palet est situé dans un plan veftical.
La partie OAB est rectiligne et horizontale, tandis que BO’ également
rectiligne est inclinée d’un angle a=30° par rapport a I’horizontale.

1.1 Etablir dans le repére (O', 1, ), I’équation cartésienne de la trajectoire du

palet, assimilé a son centre d’inertie G, apres avoir quitté la piste en O’. On
prendra pour origine des dates, I’instant de passage£n O’. (1pt)

1.2 Calculer la vitesse V, avec laquelle le palet quitte le point O, pour

traverser le panier au point C tel queC{Xc =0,9"

yc =f-0,1265

On donne V=2 m/s, calculer la vitesse Vg avec laquelle le palet a abordé le
plan incliné en B.
2 Calculer le raccourcissement Alndu ressort pour que le palet puisse étre
envoyé¢ dans le panier en appliquant la conservation de I’énergie mécanique
entre les points O et A. )
3 On fixe maintenant le palét-au ressort. Soit Go la position de son centre
d’inertie a I’équilibre. On tire sur le ressort pour P’allonger de xo =4 cm et on
le lache sans vitesse initiale a un instant pris comme origine des dates.
Etablir I’équation differentielle caractérisant le mouvement de 1’oscillateur et
écrire I’équation horaire du mouvement.
4.1 Pour une position x quelconque donner I’expression de I’énergie
mécaniquéxdu systeme (ressort-solide S) en fonction de K, m, x et V.  Donner
cette expression en fonction de K et Xo.
4.2 Montrer que I’énergie cinétique du solide peut s’écrire sous la forme :

E¢’="50(x3 —X?) .g= 10 m/s? ; m = 40g ; BO’ = | =50 cm ; k = I00N/m. (1pt)
Exercice 5

On négligera les frottements sauf dans la question 4.

Un ressort de masse négligeable a spires non jointives, de coefficient de

raideur K =20 N/m est fixé par 1’une de ses extrémités en A et on accroche a

I’autre extrémité un solide S de masse m = 0,2kg qui peut se déplacer le long

d’une table horizontale.
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Le solide S étant en position d’équilibre, on lui

communique une vitessey, dirigée suivant ’axe du I’B ?B

ressort dans le sens opposé a i (voir figure) et de o

module Vo = 0,8m/s & la date t = 0. = —
1. Etablir I’équation différentielle du mouvement du

solide S.

2. Apres avoir préciser les valeurs numériques de la pulsation ® , de
PPamplitude x,, et de la phase initiale ¢ ,écrire I’équation horaire. du
mouvement du solide S.

3.1. Sachant que E, = 0 lorsque le ressort n’est pas déformé ,exprimer»a la
date t, I’énergie mécanique E,, du systeme (ressort + solide S) en fonctien de K
, m, x et v. Calculer I’énergie mécanique E, a la date t=0. g

3.2. Donner I’expression de 1’énergie mécanique E;,, en fonctign de K et de
I’amplitude x,, du mouvement.

4. Au moment ou le solide S passe par sa position d’équilibre dans le sens
positif il se détache du ressort et poursuit son mouvementsuivant OB.
Trouver Pintensité de la réaction de la table sachant gue le solide S arrive en
B avec une vitesse de valeur Vg = 0,4m/s et que OB =d = 10cm.

5. Le solide S quitte la table au point B. y
5.1. Déterminer les équations horaires dusmouvément du solide S apres B dans
le repere1.J) N

5.2. Trouver I’abscisse du point de chute ¥'dans le repére o,7,j) sachant que
BH=h=125m.

Exercice 6
Les frottements sont supposés négligeables. On prendra g=10m/s?
Le pendule élastique représenté par la figure est constitué de:

e Unressort (R) a spires non jointives, d’axe vertical, de
masse negligeableft de raideur k=60N/m.

e Un solide (S) de centre d’inertie G et de masse M. La _
position de G est, a chaque instant, donnée par son =
abscissex dans le repere(o,7); O étant la positionde Ga  ~§ )O
I’équilibre. x

Le solide (8) est ecarté verticalement vers le bas de sa position
d’équilibre d’une distance x,=2cm, puis abandonné a lui-méme sans vitesse
initiale a la date t=0.

1"Alpres avoir étudié I’équilibre du solide S calculer sa masse M sachant que
Fallongement a I’équilibre Al=4cm.

2 Montrer que le mouvement de S est rectiligne sinusoidal et trouver son
équation horaire.

3 On prendra le plan horizontal passant par O comme plan de référence de
I’énergie potentielle de pesanteur du systéme (ressort, solide, Terre).

3.1 Exprimer I’énergie potentielle du systéme a une date t quelconque, en
fonction de k, x et Al.

AAAAAAAA
—
Z
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3.2 Donner I’expression de I’énergie mécanique du systéme en fonction de k, Al
et Xm.
3.3 Déduire ’expression de I’énergie cinétique du systeme en fonction de k, x
et Xm.
Exercice 7

On néglige la résistance de ’air.
Un pendule élastique vertical est constitué d’un solide S de
masse m et d’un ressort R de raideur K. Les courbes donnent
les variations des énergies mécanique E et potentielle Ep du
systéme (solide, ressort, terre) en fonction de ’abscisse x du
centre d’inertie G du solide dans le repére (O, ). S
La position d’équilibre du solide coincide avec I’origine O du )
repére et le plan horizontal passant par O est pris comme plan de g€férence de
I’énergie potentielle de pesanteur du systéme.
1. Trouver I’équation différentielle du mouvement.
2. Etablir I’expression de I’énergie potentielle du .=~ = ......
systeme en fonction de K, x et X 0U Xg est
I’allongement a I’équilibre.
3. Montrer que I’énergie mécanique est y
conservée au cours des oscillations? .
4. Trouver ’expression de I’énergie mécaniqguie
du systeme en fonction de K, Xn, et Xo U Xy<€St -4 -3 2 -
I’amplitude des oscillations.
5. En se basant sur le graphe déterminer I’amplitude x, la raideur K du
ressort et son allongement a I’équilibre xo.
6. Montrer que I’énergie cinétique Ec du solide peut étre exprimée en fonction
de K, xm et x. y

y Exercice 8

AL

; TN

i 1 [

-

3 4

o
-
I3

X(cm’

) |

On néglige les frottements

On fixe une des extrémités d’un ressort a spires non
jointives de raideur K et de masse négligeable comme
I’indique la'figure.

Le ressort s’allonge de A =2cm lorsqu’on suspend a son
autre’extrémité une masse ponctuelle m=400g.

1. Calculer la valeur de la constante de raideur K du ressort.
2. Le point matériel effectue des oscillations et a un instant t J
guelconque ce point matériel a pour abscisse x et pour vitesse V.

On prend pour origine des énergies potentielles de pesanteur le plan
horizontal passant par ’origine O des abscisses et pour origine des énergies
potentielles élastiques 1’énergie potentielle du ressort lorsqu’il n’est ni
comprimé ni allongé.

Essebil au Bac Oscillations mécaniques libres Lebatt Ahmed EL Hadi



Essebil au Bac Oscillations mécaniques libres  Lebatt Ahmed El Hadi

2.1. Exprimer I’énergie potentielle de pesanteur Epp en fonction de m,g et x.
2.2. Exprimer I’énergie potentielle élastique du ressort Ep, en fonction de m,g ,
x et K.
3. Exprimer I’énergie mécanique E, du systeme (ressort-masse- terre) en
fonctiondem, g, X, V et K.
4. Déterminer la nature du mouvement et écrire son équation horaire si a
I’instant t=0, xo=0 et Vo =-2m/s.
5. Calculer la valeur de Ep,

Exercice 9 <

Les frottements sont négligeables. y
On considére un ressort trés long a spires non jointives de masse ‘Régligeable et

e ralder & LIRS RAL
1. Le ressort est placé sur une table N\ ' )

7 U/

horizontale. On fixe I’une des extrémités du
ressort et on accroche a son autre extrémité un solidésonctuel de masse m.
On déplace le solide de sa position d’équilibre d’une distance X, =5cm et on
I’abandonne sans vitesse initiale. y
1.1. Faire le bilan des forces s’exercant sur 1€ solide et montrer que le systéme
{ressort + solide + terre} est conservatif.
1.2. Pour une position x quelconque.donner I’expression de I’énergie
mécanique du systeme en fonctionde K, m, x et de la vitesse V du solide.
1.3. Donner cette expression enifonction de K et Xo. Déduire I’expression de V
en fonction de K, m, xo et x.
2.1. Montrer que I’éhergi¢ potentielle élastique du ressort peut s’écrire sous la
forme : Epe=a V2 +b. )
2.2. L’expérience montre que Ep.=- 0,1 V2 +25.102 Déduire les valeurs de m
et de K.
2.3. CalculerAa vitesse du solide lors du passage par sa position d’équilibre.

’ Exercice 10

A Y

On gonsidére le systéme ci-contre constitué d’un solide S de masse m accroché
a Pextrémité inferieure d’un ressort R vertical a spire non
jointives, de masse négligeable et de raideur K dont
I’extrémité supérieure est fixe. Soit Al I’allongement du

ressort a I’équilibre. On écarte le solide S de sa position
d’équilibre vers le bas d’une distance xo et on I’abandonne
sans vitesse a un instant pris comme origine des instants.
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1. On prend comme origine des énergies potentielles de pesanteur le plan
horizontal passant par la position d’équilibre et comme origine des énergies
potentielles élastiques la position du ressort lorsqu’il n’est ni allongé ni
comprimé.

1.1. Etablir ’expression de I’énergie mécanique E du systéme
{solide+ressort+terre} en fonction de x, V, Al, m et K.

1.2. Montrer que cette énergie est constante et I’exprimer en fonction de K, xj
et Al

1.3. Deduire la nature du mouvement. .

2. Un dispositif approprié permet de tracer la courbe
représentative de I’énergie cinétique en fonction de
x? comme P’indique le graphe.

0]

E 10
I

2.1. Trouver ’expression de I’énergie cinétique en
fonction de K, X et Xo.

2.2. Déterminer graphiquement I’équation Ec=f(x?).

2.3. Par identification des deux expressions g 3 T
précédentes, déterminer les valeurs de K et de Xo./"

2.4. Calculer les valeurs de I’allongement*Al et/de la masse m si I’énergie
mécanique vaut 1joule. }

Exercice 11

On néglige la résistance de l’air.

Un pendule élastique vertical.est constitué d’un solide S de masse
m et d’un ressort R de raideix K. Les courbes donnent les
variations des énergies mécanique E et potentielle Ep du systéme
(solide, ressort, terre) en fonction de ’abscisse x du centre
d’inertie G du solide dans le repére (O, ).

La position d?équilibre du solide coincide avec I’origine O du
repere et le plan horizontal passant par O est pris comme plan de
référence’de I’énergie potentielle de pesanteur du I g I

!

systepie.

IxTrouver I’équation différentielle du mouvement. \

NLE

2¢Etablir I’expression de I’énergie potentielle du

- >

st

systeme en fonction de K, x et Xo ou Xg est

2 3 4x(em

=

I’allongement a I’équilibre. “4-32-
3. Montrer que I’énergie mécanique est conservée au cours des oscillations?
4. Trouver ’expression de I’énergie mécanique du systéme en fonction de K,
Xm €t Xo 0U X, est ’amplitude des oscillations.
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5. En se basant sur le graphe déterminer I’amplitude x,, la raideur K du
ressort et son allongement a I’équilibre xo

6. Montrer que I’énergie cinétique Ec du solide peut étre exprimée en fonction
de K, Xm et X.

Exercice 12
Un ressort a spires non jointives, de masse négligeable et de raideur K ; est

placé sur une table horizontale. W

r el s A .
L’une des extrémités du ressort est mm?f@@ B N
soudée en un point A et ’autre . 07 X7

extrémité est fixée a un solide S de
centre d’inertie G et de masse m=100g.

Y P

Le solide S qu’on assimile a un point matériel peut glisser sans frettement sur
la table.

1. On écarte le solide S de sa position d’équilibre d’une distance de 3cm et on
I’abandonne sans vitesse initiale a2 un instant qu’on prendra pour origine des
temps. Le mouvement de S sera étudié dans le repérexd’axe Ox dont I’origine
O coincide avec la position du centre d’inertie G al’équilibre (voir fig).

1.1. Montrer que le mouvement de S est rectiligne sinusoidal.

1.2. Exprimer la raideur K du ressort en fongtion de la masse m et de la
période T du mouvement. Calculer K sachant que la durée de 10 oscillations
du solide est 3,14s.

1.3. Déterminer I’équation horaire/«du mouvement de S.

1.4. Calculer I’énergie mécaniqite du systéme (solide S + ressort).

2. Au passage par la position’d’équilibre dans le sens positif le solide se
détache et continue San mouvement sur la table pour la quitter au point B.
2.1. Déterminer I’équation de la trajectoire du mouvement aérien dans le
repére (B ,x,y) de la figure.

2.2. TrouverJes.coordonnées du point de chute P si la durée de cette chute est
0.4s.

N

Exercice 13
Les frottements sont négligeables

On gonsidére un ressort a spires non jointives de masse négligeable et de
raideur K=50N/m. Le ressort est placé sur

une table horizontale. E—M—i 0" X,
On fixe 'une des extrémités du ressort et on

accroche a son autre extrémité un solide A
ponctuel S de masse m=500g. v} '

A P’instant t=0, on déplace le solide de sa
position d’équilibre d’une distance
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Xo =2cm et on lui communique une vitesse y =3 /.
5

1.1. Etablir I’équation différentielle qui régit le mouvement du centre d’inertie
du solide.

1.2. Déterminer I’équation horaire du mouvement. Quelle est la vitesse au
passage par la position d’équilibre dans le sens positif ?

1.3. Exprimer I’énergie mécanique de cet oscillateur et montrer qu’elle est
constante. Retrouver la valeur maximale de la vitesse du mobile en utilisantie
principe de la conservation de I’énergie mécanique. v

2. Le solide se détache du ressort au passage par la position d’équilibre. @ dans
le sens positif et continue son mouvement sur la table pour la quitter.au point
O’et atteindre le point A au sol situé 5 cm plus bas (voir figure).™

L’instant de passage de S en O’ est considéré comme origine des dates.

2.1. Déterminer I’équation cartésienne de la trajectoire de S dans le repeére
O\ xy). g

2.2. Trouver les coordonnées du point A. .

2.3. Calculer les composantes du vecteur vitésse Va au point A ;en déduire son
module puis préciser ’anglef qu’ilMait avec la verticale passant par A.
Exercice 14

A Y

Les frottements sont négligeables.

Soit un ressort R élastiquese masse négligeable, de
constante de raideur K£20N/m, guidé par une tige
horizontale. Une des extrémités est fixée en un point A
I’autre est attachée a un solide ponctuel S de masse m, qui coulisse sur la tige.
Dans la position d’équilibre, le centre d’inertie G du solide est en O.

1. Etablir Péquation différentielle du mouvement de S.

2. Ecriré I’équation horaire du mouvement x=f(t) sachant qu’a I’instant t=0 le
centre d’inertie G du solide passe en O dans le sens positif et qu’il décrit un
segment de 4cm au cours des oscillations dont la période est T=0,05s.

3. Montrer que I’énergie mécanique E du systéme est égale & 4.10%J, sachant
que I’énergie potentielle de pesanteur au niveau de
la tige est nulle.

4. Calculer I’énergie cinétique du systéme a
Pinstant t=0,25s.
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5. A la date t=5s, la masse se détache du ressort et se déplace suivant une piste
OABC constituée de deux parties:

» OA rectiligne.

» ABC en forme de demi-cercle de centre O’’ et de rayon r=10cm.
5.1. Calculer la vitesse du solide S a ’arrivée en A.
5.2. Trouver expression de la vitesse de S en M tel que (A0"M)=0et calculer

sa valeur au point C. On donne g=10m/s2.
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Corrigeé de I'exercicel

1.1 Calcul de I’énergie mécanique a I’instant ot on lache le palet
L’expression de I’énergie mécanique :

Em=Ec+Epp +Epe

Or Epp=0 4t=0;E,=0;E, =%KAI 2

soit Em=Ep=%KAI2 =%K(| “1)2 @) AN : En=0,512)

1.2 Au point A pas d’allongement

1 2
Ep=-mV,
A 2 A
Comme I’énergie mécanique est toujours constante :
1 2 1 2 K
Em =EmVA =EKAI =>VA=\/%(IO-|)
AN :Va=3.2m/s.

1.3 Calcul de f
AEc =) We <
ECB_ECA=W|_5+\A/F+W§“ v

0 0

%mvé —%mv,i =fxL=>f= %(vf\ ~V3) AN:f=0,062N

2 Conditions initiales :

O{XB=X0=0 - [Vex=VB M
YB=Yo=0 B |Vgy =0
En appliquant la R.F.D, on obtient : T x
S F=mieP=ma ) 5
a, =0 (Ve =Vg « — ¥Vt @ "
a =V =BM 1 .5
ay =—g Vy =—gt (ly=-59" (2
14 . 3 . 2 (, D
L’équation de la trajectoire
X
D=>t=—-
@) Ve
On remplacggt’dans y soit y = — 92 x?
2V§

2.2 korsque le palet touche le sol au point au point D nous aurons yp=-h
yD\=—Lx2D=—h©xD=\j%VB=1,36m

A
L’instant tp correspondant est tp = TTD 0,455

B
2.3 Les composantes v,

v VDX =VB =3
P\ Vpy =—gtp =4,45

’ou 2 2
D’ou la valeur Vp = VDX+VDy =5,37m/s
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Corrigé de I’exercice2

L’équation différentielle du mouvement :
soit x I’abscisse du solide par rapport a I’origine
P+T+R=ma
Proj/Ox :
-T+0+0= ma:>-Kx:ma<:>a+5x:O
m

C’est une équation différentielle du second degré dont la solution est de la forme :
X=X, Cos(m,t+p) g
2. _ . N
2.1 La dérivée seconde de I’équation donne : a+x=0 cequi mongre que
X=X, Cos(m,t+e)

) |

est une solution de I’équation différentielle.
2.2Calcul des constantes :

. 0, = ﬁ _ /@mm
m 0,1

. Le solide a €te laché sans vitesse initiale X »= X, =0,1m
o La phase initiale se calcule a partir des-conditions initiales :
X
Cosp=—2=1=¢=0 N
?=5 ®

m

L’équation horaire du mouvement est : x = 0,1cos(60t)

3. On considére que le systéeme étudié est constitué de (la terre-ressort-solide)
Ce qui le rend pseudo- isolé et permet de dire que E,, = Cte

Calcul deEn: Em=E,, = %Kxg AN:Em= %><360><(0,1)2 =1,8J

1. £
1. Calcul de la vitesse dg passage par I’équilibre :

L’énergie estconservée i g - Ltpve-g v = [%Em - [2L8 oo
m(éq) mi 2 0 mi r Yo m 0’1

2-En appliquant le théoréme de variation de I’énergie cinétique entre O et B on
trouve :

AEc =Egy(-E o = W(P)+ W(Rn)
1 21 2 2 _\2 Y — A
ETVA'EmVO =0 ,Va =V =V, =V, =6mis;

3-La vitesse au point C
VC = \/V'i -2gr(1-cos0)

c ]

AN:V. = \/36-2.9,8x5(1-i2) =2,7m/s
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4.1. Conditions initiales :
X, =d v V., =V, cos0
Y, =h=r(1-cos0) Ve, = V,sind
Etude du mouvement

ZFext =ma P=ma

Proj/Ox : 0 =may, m=0
ay =0lemvtest r.u

Les équations horaires du mvt sur ox sont :

ay =0

Vox = V,C0s0

x=V,cosot +d

Proj/Qy :-mg = may =ay =-g le mvt est r.u.v
Les équations horaires du mvt sur oy sont :

ay =-g

Vy =-gt+Vsin@

y= -%gt2 +V,sin@t + r(1-cosO)

4.2. L’équation de la trajectoire : N
_ x-d
V,C0s0
On remplace dans y et on obtient ;
9 2 od gdiy
=- X~ +X +tano)- -dtan6+r(1-cosé
y 2V’cos’0 ( ’cos’0 ) V€0s°9 ( )

9 c

Soit : y =-1,3x*+14,4x-37
4.3. Les coordonnées du’paint de chute : au point de chute yp=0
-1,3%° +14,4x- 37 = 0%0it x, =10,2m

Corrige de I'exercice3
1.1 Natugé du mouvement.
SF =ma<P+T+R=ma IM B
En projetant suivant I’axe Ax : EMR _
TEmae-kx=ma=>a+Kx=0 vp X

m
C’est I’équation différentielle caractérisant un mouvement rectiligne

sinusoidal de pulsation m:\/%
La valeur de la période : Tzwa_g:o 314s
k 0 !

1.2 L’équation horaire du mouvement :
X = Xpy, Cos(wt + ¢)
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Calcul de la pulsation : , =%=20md/s

Conditions initiales : [xo=xncose (1)
Vo =—Xm®sine (2)

at=0 Xo = 0m et V0:1,4m/s

v Soit Xm 7.10% m.

Vg =o)2(xr2]n —xé):)xm = —‘ =7.102m
@

Calcul de la phase initial ¢
(1) = cosp= X0 = g=-2 CAr Vo>0

Xm .
D’ou I’équation horaire :  _ 7102 cos(20 t- 1 »
1.3 L’expression de I’énergie mécanique : .

o= Eo+ Epy +Ep O Egp =0; EC=%mV2 et Epe=%kxz
D’ou Enm =%mvz+%kx2
2.1 Calcul de Vg
AE, =) W. & Ey —E, =0=V, =V, =x 0=1,47Tm/$

2.2 Calcul de Vy g
AE =YW, < Em—Ep=- mgh avec h=k(1-sifq)

= Vyy =V -20r(L-sin6) AN: V0 1mis
2.3 Expression der,,
TP =ma < P+Rc=ma

Par projection sur la normale,.on obtient :
2 2
V, V, .
-mgsin+R=m-M R=m(gsin9-PTM) AN: R=06N

r
"= Corrigeé de I'exercice4
Conditions initiales ;.

Xag=0 . [|Voy =Vpycosa
o) 0 VO 0x 0.
yo=0 Voy = Vpsina

En appliquant la R.F.D, on obtient : Fovi

ag=0 - | Vx =Vycosa
a4 =V . = OM 1 .
ay =—g Vy =—gt+Vgsina y=—§gt +Vgsinat (2)

x=V cosat Q)

L’équation de la trajectoire

X
Q=>t=——
Vg cosa
On remplacetdansy: y= —%xz +Xtana
2V cos” a
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1.2. Calcul de Vq
La trajectoire passe par C alors les coordonnées de C vérifie I’équation de la
trajectoire :

—0,1265 = —£0,52 +0,58x0,5< Vy=2m/s
23
2V —
4
1.3 Calcul de Vg
AEc = We
En appliquant le théoreme E., —Ecg = Ws +We + W p
Wﬂd
0 £ Y

%mvo2 —%mvé =-mgxsina = Vg = \/vg +20Bgsina =3m/s

2 Calcul de Al
AupointBona E ;= %mVB2

AupointOonaE,,= % KAl 2 L’énergie mécanique,du systéme étant

conservée%KAl 2 :%mvé = Al = VB‘#E =0,08m

3.1 Nature du mouvement.

SF =ma<P+T+R=ma am—C)
En projetant suivant I’axe Ax : T iﬁ
T=mac-kx=ma=>a+5 x50 I

C’est I’équation différentielle caractérisant un mouvement rectiligne
sinusoidal de pulsation =, [%
3.2 L’équation horaire¢ du mouvement :
X = Xy, COS(®T+ )
La valeur de la pulsation
y Xp = Xy, COS 1

0=, /55 100 _ 50rad/s Conditions initiales: 4 © ™M ¢ S

), 0,04 Vo =—Xmosing (2)

at€0 xo=4.102met V,=0

V2= coz(xrzn —xé) S Xm =Xg =4.10"%m
Calcul de la phase initial ¢
(1) >cosp="0 =1=¢=0

Xm

D’ou I’équation horaire : x = 4.1072 cos(50t)
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4.1. L’expression de I’énergie mécanique :
Em =Ec+Epp+Epe
1 1

—N- _ - 2. 2
OF Epp =0;Eg = MV Epe = KX

soit E,, =%mv2 +%Kx2 (1)

Comme I’énergie mécanique est toujours constante alors lorsque x=xo, la
vitesse est nulle et I’énergie mécanique devient :
1
Em=> Kx3 (2) .
4.2 L’expression de Ec :
1°" méthode

En égalisant les relations (1) et (2) on obtient :

EC+EP=%KX(2):>EC=%KXS—EP=%KXS—%KX2

=§(x§ _x2) =50(x2 - x2)

2°™ méthode ’
E =imv2=1 ma? (x§ —x?) = 1 k(x§.—¥*) =50(x§ —x?)
c 2 2 2 y
Cﬂl'l'igé de I'exerciced

1L’équation différentielle du mouyement :
En appliquant la relation fondamentale de la dynamique, on obtient :

ZF =m3d < P+T+R=may Y
En projetant suivant ax¢ Ox -T=ma & S 2?:5% " y
a+(k/m)x =0 ) N A4

1. e Calcul de la®pulsation @
m=\/K AN : @=10rad/s
m

e Calcul de ’amplitude x, et de la phase initiale ¢
At=0: xo—O et Vp=-0,8m/s < xmcose =0 et - Xpsing=-0,8
Soit Xm—8 10?m et ¢=n/2 d’ou I’équation horaire : x=8.10 COS(lOt + 1t/2)
3. lExpresswn de I’énergie mécanique en fonction de K, m, vetx:
Em—Ec+Ep<:> En=% mv2+ 1% kx?; at=0 E. :Emv°z sa valeur est alors:

En=6,4.107j.
3.2Expression de I’énergie mécanique en fonction de K et de x,:
Em= % Mxm2@Sin?(ot+e) + Y2 kxm’cos?( ot+e) comme maz=k = Ey,= % kxn?
4 e Calcul de la réactionR : R=RE+f°
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e Déterminons Ry, puis f :
En appliquant la R.F.D, on obtient :

SE.=macP+R, +f=ma [
En projetant suivant la verticale descendante : _?%_9 "
P-Ri=0 = R,=P A.N:Rp=2N. 2

En projetant suivant I’axe Ox :
-f =ma avec a= (Vg>-vod)/2d = f=-m(vg®-vod)/2d AN : f=0,48N .
R serait alors : R=2,06N.
5.1 Etude du mouvement de chute dans le vide :
En appliquant la relation fondamentale de la dynamique, on obtient : y
Y F.=macP=ma=a=§ .

En projetant suivant I’axe Ox : a,=0= m.r.u d’équation horaire : X = vgt+d
En projetant suivant ’axe Oy : a,=-g= m.r.u.v d’équation horair¢ : y= - %2 gt2
5.2 L’abscisse du point d’impact I sur le sol :
aupointl y=-h=  _ [2h soit x;=vgt+d A.N:x Z0;3m

9
Corrigé de I'exercice6

1 Etude de I’équilibre : ¢
A Péquilibre : Y F, =0 «p+T,=0
KL Soit M=0,24kg

P-Ty=0>M=—2
g

2 Nature du mouvement.

SF=maeP+T=ma

En projetant suivant I’axe x’x
P-T=ma<P-K(Al +x)=ma<:>~kx=ma:>a+%x=0

C’est I’équation différenti€lle caractérisant un
mouvement rectiligne sinusoidal de pulsation

_ |[K_ [60 _
(o—\/%— m_15,8r.51d/s

L’équation-horaire du mouvement :

X = Xy, COS(@t + p)

La pulsation : @ =15,8 rad/s et I’amplitude x,=2cm.
Calcul de la phase initial ¢

c05(p=\xi=1 =¢=0
X
D’ou I’équation horaire :
x=2.1072 cos(15,8 t)
3.1 Expression de I’énergie potentielle
Ep=Epp*Epe avec Ep,=-mgx et Epe=1 K(Al+x)?

En remplacant, on obtient 'Ep Z%K(MZHZ)
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3.2 Expression de I’énergie mécanique :
Em=Ec+E, Soit
Em=2mV2+IK(E+A1%)
:%mmz(xrzn- x2)+%K(x2+A12) avec mo’=k
2 2 2412 2 A12
:%k(xm- X )+%K(x +Al )=%K(xm+Al )

Déduction de ’expression de Ec :

Lebatt Ahmed El Hadi

EC=Em—Ep=%K(x§1+AI2)—%K(XZ+AI2)=%K(X,2n—x2) v

Corrigé de I'exercice7

1 Etude de I’équilibre :
A Péquilibre : ZEXIZG &P+T,=0
«P-Top=0&mg=Kxg
Nature du mouvement.
SF=ma<P+T=ma
En projetant suivant I’axe x’x y
K

P-T=ma< P-K(Al +xX) =ma <> -kx=ma Sa+ix=

C’est I’équation différentielle caractérisant un
mouvement rectiligne sinusoidal
2 Expression de I’énergie potentielle

— — 1 2
Ep=Epp+Epe avec Epy=-mgx et Ep@ & K(xg+x)
En remplagant, on obtient :Eg'=1 K (X3 +x?)

4 Expression de I’énergie mécanique :

AEm = 2 Wy + ZWe it dissip = 0 < Em = Emo

1
Em=Ec+Ep =§mV2 +%K(x% +x2) =%K(x(2) +x2))
5 D’aprés la courbe xp, =4.10%m
2

1kx5 =107

2 Kxﬁ £ Kx2, =510"3
Seit x5=2.10"m et K=5N/m

6-/L’expression de Ec :
Ec =Em -~ Ep = 10 +38) - 3KOE +38) =2K(E, -x2)
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I. RESUME DE COURS

I. Matrices

I.1) Définition et vocabulaire

1) Une matrice de dimension nxp est un tableau rectangulaire de nombres (réels ou
complexes) comportant n lignes et p colonnes.

Ces nombres sont appelés coefficients de la matrice.

ags,p ou A= (a”)ﬂ‘liﬁ .

n,2 an,p

Le coefficient a, ; est a I’'intersection entre la ligne i et la colonne j.

2) Une matrice ligne est une matrice comportant une seule ligne.
A= (al,az,...,ap).

bl

. . _| "2
3) Une matrice colonne est une matrice comportant une seule colonne. B =| |

b

Y

4) Une matrice carrée est une matrice qui a le méme nombre de ligne et le méme
nombre de colonne. On notera dans ce cas n le nombre de lignes et de colonnes.
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5) Les éléments de la diagonale (diagonale principale) dans une matrice carrée sont
les éléments du type a, ;.

6) Une matrice diagonale est une matrice carrée dont les coefficients en dehors de
la diagonale principale sont nuls. Les coefficients de la diagonale peuvent étre ou ne
pas étre nuls. C'est-a-diresi i# j=a,; =0.

7) Une matrice triangulaire supérieure est une matrice carrée a coefficients dont les
valeurs sous la diagonale principale sont nulles :

A est triangulaire supérieure si et seulement si : i>j=a, =0

8) Une matrice triangulaire inférieure est une matrice carrée a
coefficients dont les valeurs au-dessus de la diagonale principale sont nulles :

A est triangulaire inférieure si et seulementsi: i<j=a, =0

9) La matrice identité ou matrice unité est une matrice carrée avec des 1 sur la
diagonale et des 0 partout ailleurs.

100 0

1 0) | o1 0

27l g 3h=[0 1 05 E .
00 1

00 1

10) La matrice transposée de A est obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de
A.Onlanote A" .

Si A est de dimension n x p, alors A" est de dimension p x n.

1.2) Opérations sur les matrices

1) Addition de matrices

Définition 1 :

On appelle somme de deux matrices A et B de méme dimension la matrice obtenue
en additionnant les coefficients situés aux mémes emplacements.

Cette matrice est notée A + B.

Propriétés
Soient A,B et C des matrices de méme dimension
1) Associativité : A+B)+C=A+B+0C)=A+B+C

2) Commutativité : A +B =B +A.
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2) Multiplication d'une matrice par un réel

Définition :

On appelle produit d'une matrice A par un réel k la matrice obtenue en multipliant
tous les coefficients de A par k.

Cette matrice est notée k x A ou kKA.
Remarques :
La matrice (—1) x A est notée —A et est appelée matrice opposée de A.

On définit la soustraction de deux matrices par : A — B = A + (-B).

3) Multiplication de vecteur-ligne par vecteur-colonne

Définition :

A étant une matrice ligne de dimension 1xp et B une matrice colonne de dimension
px1, on appelle produit A x B le nombre obtenu en multipliant le premier élément de
A par le premier élément de B, le deuxieme élément de A par le deuxieme élément de
B, etc. puis en ajoutant tous ces produits.

b1

2

A =(aa,,..,a ), B= = AxB=a, xb, +a, xb, +...+a Xb,

Remarque :
1l faut que A ait autant de colonnes que B de lignes pour que le produit soit possible.

4) Multiplication d’une matrice n x p par une matrice colonne

Définition :
A étant une matrice de dimension n x p et B une matrice colonne de dimension

p % 1, on appelle produit A x B la une matrice colonne de dimension n x 1 obtenu en
multipliant chaque ligne de A par la matrice colonne B.
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4, 4 a,
A= a?_1 a,, az:_p . B= 2
A, A, a4, b
p
a,; xb, +a ,xb, +..+a, xb,
AxB = a,, Xb, +a21? Xb, +...+a, Xb,

a,, xb, +a_ ,Xxb, toota, ><bp

Remarque :

Il faut que A ait autant de colonnes que B de lignes pour que le produit soit possible.

5) Multiplication d’une matrice lisne 1 x n par une matrice n x p

Définition :

A étant une matrice ligne de dimension 1 x n et B une matrice de dimension n x p,
On appelle produit A x B la une matrice ligne de dimension 1 x n obtenue en
multipliant la matrice A par chaque colonne de la matrice B.

b1.1 b1.2 bl‘p
_ b b .« b
A=(aj,ay,..,a) ;B=|
b, b, b

AxB= (al xb,, +a,xb,, +..+a Xb ,.a Xb ,+a,xb,, +..+a Xb ,,..a xb +a,xb, +..+a an’p)
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6) Multiplication de deux matrices quelconques

Définition :

A étant une matrice de dimension nxp et B une matrice de dimension pxm. On
appelle produit A x B la matrice de dimension n x m obtenu en multipliant chaque
ligne de A par chaque colonne de B.

Plus précisément, le coefficient de la i™ ligne et de la j*™ colonne du produit A x B
est obtenu en multipliant la i™ ligne de A par la j*™ colonne de B.

Remarques :

1) Pour pouvoir faire le produit de deux matrices A XB , il faut absolument que le
nombre de colonne de A (celle de gauche) soit identique aux nombres de lignes de B
(celle de droite).

2) Le produit A x B a autant de lignes que A et autant de colonnes que B.
3) La possibilité de faire le produit A XB n’implique pas celle de BXA .
4) Pour toute matrice A carré de taillen : AXI =1 XA =A. C'est-a-dire que

la matrice unité a le méme role que le nombre 1 dans la multiplication.

7) Inverse d'une matrice carrée d'ordre 2

Définitions :

Soit A une matrice carrée d'ordre 2.

Dire que B est la matrice inverse de A signifie que : AB = BA =1,.
ou I, désigne la matrice unité d’ordre 2.

Dans ce cas, on admettra que B est unique et on notera B = AL

¢ 1z . . P b
Le nombreA = ad -bc est appelé déterminant de la matrice carrée A = [a (J
C

On note
c

b
‘=ad—bc.
d

. , a
Une matrice carrée A =

b . . . .
dJ est inversible si et seulement si ad —bc#0.
C

. . d -b
Dans ce cas, son inverse est la matrice A™ = ! ( J

ad—-bcl-c a
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Remarque :

Une matrice carrée est inversible si et seulement si son déterminant est différent de

zéro.
Application

Résolution de systemes de 2 équations a 2 inconnues (Cas général)

. ax+by=e o a b)(x) (e
Le systéme peut s'écrire sous la forme [ j[ J = [ j .
cx+dy =f c d)\y) \f

soit AX =B, ou A:[a bj et x:[XJ et B:FJ,
c d y f

Si A est inversible, on obtient : X = A™'B.

8) Déterminant d'une matrice carrée d'ordre 3

a b c a b c
Soit A=|d e f|.Ledéterminantde A est noté det(A)=|d e f
g h i g h i

a b c

Il est calculé par la formule [d e f|=aei+dhc+ghf —gec—dbi—ahf.

g h i

Il est obtenu en développant suivant une ligne ou une colonne :

a b c
e f d f d e
d e fl=a |-b |+c
. h i g i g h
g h i

II. Systemes d’équations linéaires

1- Définitions et propriétés

Soient n et p deux entiers naturels non nuls.

1. On appelle systeme linéaire de p équations a n inconnues tout systeme

d’équations de la forme :
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a,,x, ta,,x, +...+ta; x = b,

a,,X; ta,,X, t...ta, X = b,

a, X, ta, x,+..+a X =b,

Ou a; et b, sont des réels donnés ;1<i<p et I<j<n.

2. Le coefficient de I’inconnue x; dans I’équation numéro i est a, ; : Le

premier indice indique le numéro de I’équation le deuxieme indice indique le
numéro de ’inconnue dont il est le coefficient.

Le systeme linéaire (S) est dit homogeéne si pour tout i; b, =0 . Un systeme

homogene possede toujours une solution : la solution évidente (ou triviale) :
0,0,...,0).

3. La matrice A du systeme (S) est le tableau a n lignes et m colonnes

composé des coefficients des inconnues du systeme :

al.l al.2 al.n
A= A1 Ay, A5,
ap‘l ap‘Z ap‘n
4. La matrice complete M du systeme (S) est la matrice :
a5, 4 a,|b
M = ay; Ay, a,,|b,
Qr A A n bp
2. Solutions d’un systeme linéaire
1. Une solution d’un systéme linéaire (S) est un n-uplet (Xl,Xz,- . -,Xn) de

nombres réels ou complexes vérifiant simultanément les équations de (S) .
Autrement dit, la suite (pl,pz,...,pn) est une solution su systéme si en remplacant x, par

p, pour tous les indices i, toutes les équations du systeme sont vérifiées.
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2. Un systeme linéaire (S) peut ne pas avoir de solution comme il peut en avoir
une seule ou une infinité.

3. Deux systemes linéaires (Sl)et(Sz) sont dits équivalents si toute solution de

(Sl) est solution de (Sz) et réciproquement.

3. Systéme carré

1. Un systeme linéaire de p équations a n inconnues est dit carré si n=p.

2. Un systeme carré est appelé systeme de Cramer, s’il posséde une
solution unique. C’est le cas de déterminant non nul. Sinon, le systeme n’est pas
un systeme de Cramer, il peut n’avoir aucune solution ou bien une infinité de
solutions.

3. Dans un systeme carré, le déterminant du systeme est calculé a partir
du tableau de nombres suivant :
4.

C:DIPE: BPR: DPR: M

Qy; By seeeenly joenendly

Ay Ay yeeennly eesensdl;

a

i Apgeeesesdly jeseeey |

Méthode particuliére : On peut calculer le déterminant selon la regle de Sarrus

5. Un systeme carré est dit triangulaire supérieur a diagonale unité si:
a,; =0Opouri> jeta,; =1 avec 1<i<netl<j<n.

Théoréme

Un systeme triangulaire a diagonale unité admet une solution unique.
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4. Résolution d’un systeme linéaire

4.1. Opérations élémentaires : notation et définitions

On note de haut en bas L,,L,,...,L  les p équations ou lignes d’un systeme.

On définit sur ces lignes les opérations suivantes dites élémentaires :

a) Permutation de deux lignes : L, o Lj

b) Multiplication d’une ligne par un réel ou un complexe non nul : L, « L,

(HZ0)
¢) Addition a une ligne d’un multiple d’une autre :

L, « L, +AL(i#))

Théoreme

Etant donné un systeme linéaire, on obtient un systeme équivalent en
effectuant une succession d’opérations élémentaires.

Un systéme triangulaire a diagonale unité admet une solution unique.

4.2. Méthode du pivot de Gauss :

La méthode du Pivot de Gauss consiste a faire une succession d’opérations

élémentaires pour résoudre des systéemes d'équations linéaires quelconques.

Elle a pour objectif de 'triangulariser' le systéme, c'est a dire : obtenir un
systeme équivalent (qui possede les mémes solutions) mais tel que pour chaque

ligne, la ligne qui la suit possede au moins une inconnue de moins.
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II. QUESTIONNAIRES & CHOIX MULTIPLE

QCM 1

Dans ce QCM, une seule des réponses proposées a chaque question est
correcte.

b
1) Que vaut le déterminant de la matrice A = (a J ?

c d
A. ad—-cb
B. ab—-cd
C. ac—bd
D. cb—ad

2) Soient A et B des matrices carrées de méme ordre. B est I’inverse de A.
Laquelle de ces propositions est fausse ?

A. B=A"

B. BT=A"

c. BA=I,
AB=1,

3)SiA eét une matrice inversible telle que AX =B, alorson a :
Al X=BxA™
B. X'=A"xB
C. X=A"xB
D. X—l = A—IB—I

4) La multiplication matricielle est associative. Laquelle de ces formules
illustre cette propriété ?

A (AXB)xC=Ax(BxC)

B. AxB=BxA

c. (A+B)xC=AxC+BxC

p. (AxB)+C=AxC+BxC

5) La multiplication matricielle est distributive par rapport a I’addition.
Laquelle de ces formules illustre cette propriété ?

(AxB)xC=Ax(BxC)

A.

B (A+B)xC=CxA+CxB
c. (A+B)xC=AxC+BxC
p. (A+B)+C=(A+C)+B
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QCM 2

Dans ce QCM, une seule des réponses proposées a chaque question est
correcte.

1) Soient A et B des matrices carrées de méme ordre. I la matrice unité.
Laquelle de ces propositions est fausse ?

A. (A+B)* = A*+2AB+B?

B (A+D*=A*+2A+1

C. (A+B)>=(B+A)

D (A-B)>* =A*-AB-BA +B?

2) Soit A et B deux matrices.

Si la somme A +B est définie, alors le produit AB est défini.

Si la somme A +B est définie, alors le produit BA est défini.

Si le produit AB est défini, alors la somme A +B est définie.

Si les produits AB et BA sont définis, alors la somme A +B est
définie.

SOF>

3) Soit A une matrice, ‘A la transposée de A.
A. Le produit A x A est toujours défini.
B. Lasomme A +'A est toujours définie
C. Le produit A x'A est toujours défini.
D. Si A est carrée alors Ax'A ="'AxA.

4) Soit S un systeme linéaire de 2 équations a 3 inconnues.
A. Le systeme S a forcément une infinité de solutions.
B. Si les deux équations ont le méme premier membre, alors le systéeme S
a une infinité de solutions.
C. L'ensemble des solutions du systeme S est forcément une droite affine.
D. Sile systeme S a une solution, alors il en a une infinité.

5) Quelle relation a, b et ¢ doivent-ils satisfaire pour que le systeme
2x -4y +10z =a
4x -5y +8z=b
—2x+y+2z=c
ait des solutions ?
A. a-b—-c=0
B. atb+c=0
C. 2a+b-3c=0
D. Toutes les valeurs de a, b et ¢ conviennent.
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III. ENONCES DES EXERCICES CORRIGES

| Exercice 1

39
Soit les matrices : A = 48 ; B=
1 2 11

1) Calculer les produits suivants : AB et BA

2) Que peut-on conclure ?

| Exercice 2

1 0 2
SoitA={0 -1 1/[.
1 =2 0

1) Calculer A* —A.

2) En déduire que A est inversible puis déterminer A~ .

| Exercice 3

3 -10
On considere la matrice A =( 5 g J

Déterminer la matrice inverse A™ de A puis en déduire les solutions des

systemes suivants :

3x-10y =4
a){—Zx+8y =7

3x—-10y =1.5

D) =2x+8y = 0.4

©) —-2x+8y=-5

3x-10y =1.25

D1 Z2x+8y =05

|
{3x—10y=15
|
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Exercice 4

Résoudre le systeme suivant en utilisant la méthode du déterminant

x—2y+3z=-3
S)=42x-y+z=-6
3x+S5y-7z=-2
|Exercice5
011
Soit A=({1 0 1/|.
110
1° Montrer que A’ = A +2I,. Montrer que [In[1N,
2" —(-1)" 2"+2(-1)"
R C vEEeTe)
3 3

| e i

11
2°Onpose M=|1 1
11

a) Montrer que A =M -1, et que OkON", M* =3*"'M

b) En déduire que A" = (=1)" T, +| 3 C*3* (=1)"™ |M puis que
3 ~ n

A" =$M +(_1)“ I,

1 1 1 1 1 1
3°a) Montrer que A| -1 |=—|-1|; Al 0 [=—| 0 |et A|1|=2|1
0 0 -1 -1 1 1
1 1
b) Soit P={-1 0 1.
0 -1 1
-1 0 0 (-1)" o o
Montrer que AP=P| 0 -1 0|puisque A"=P| 0 (-1)" o0 [P
0 0 2 0 0o 2

Essebil Au Bac 7C Matrices et systemes linéaires Horma Hamoud
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V. EXERCICES DE SYNTHESE

Exercice 1
-2 =2 1
Soit la matrice A= 3 5 -3
5 10 -6

1) Déterminer la matrice M telle que A =M -1,.

2) Vérifier que M” est la matrice nulle. En déduire A*.
3) Déduire A™
2x-2y+z=-7

4) Résoudre le systeme 3x+5y-3z=14
5x +10y - 6z = 26

Exercice 2

On considere les matrices

-1 0 0 -1 0 0 1 0 0 1 00
A=|-8 0 -8|,B=|0 0 O,P=|0 1 1| et Q=|1 1 1]|.
9 0 8 0 0 8 -1 0 1 1 01

1) Calculer PxQ et QxP puis en déduire que les matrices P et Q sont
inverses I’une de ’autre.

2) Vérifier que Qx A xP =B et montrer par récurrence que OnON" on a

-n" o0 o0
B"=[ 0 0 0
0o o 8

3) Justifier que OnON", ona A" =PxB" xQ et en déduire I’expression de A"
en fonction de n.

Exercice 3

On consideére les matrices :

S 1 0 2 3 =27 12 -6 -3

2 1 1 4 15 =25 0 -50 -75
A= ,B= et M=

1 -2 3 -1 -9 -1 6 22 -39

1 -1 -2 0 1 20 30 10 30
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1) Calculer le produit MB .

A O 0 O
— ' < qe 0 AN 0 O
2) Sachant que AM =Al, , c'est-a-dire que AM = 0 0 ol calculer la
0 0 0 A
valeur du nombre réel A.
3) En déduire la matrice inverse de A.
4) Résoudre le systeme suivant :
-Sx+y+2t=3
2x+y+z+4t=15
x—-2y+3z-t=-9
x-y—-2z=1
Exercice 4
1 1 1 1 0
On considere les matrices: M =1 -1 1|etI=|0 0
4 2 1 0 1

1) CalculerM*=MxM.Ondonne M>=(12 2 9

0
1
0
20 10 11
42 20 21

2. a) Vérifier que : M’ =M? + 8M + 61

b) Exprimer M*sous la forme : M* =aM’ +BM + vyl oul a,p et ysont des entiers

naturels a déterminer.

3) En déduire que M est inversible et déterminer M ™.

4) On cherche a déterminer trois entiers a,b etctels que la courbe de la
fonctionf (x) = ax® + bx + ¢ passe par les points A (1,1),B(-1,-1) et C(2,5).

a) Montrer que ca revient a trouver les entiers a,b etctels que :

a 1
Mx|b|=|-1].
c 5

b) Déterminer alors ces entiers.
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| Exercice 5

On consideére la matrice A = ( :‘; g)

1) Calculer A? et vérifier que A% = A + 2I, ou I, est la matrice identité
d’ordre 2.
2) En déduire une expression de A3 sous la forme aA + BI, ol a et B des
réels.
3) On considére les suites numériques (r,,) et(s,) définies par
rp=0etsyg=1
Thi1 =Th + Sy .
Sn+1 = 2Ty
a) Calculer r; ,s; ;13 ,Sy; I3 etss.
b) Vérifier que A2 = rzA + Szlz et A3 = r3A + 8312 .
¢) Démontrer que pour tout entier naturel n, A" = r,A + s,I, . (On admet
que A? = I,)
4) Démontrer que la suite (k,) définie par k, = r,, — s,, est géométrique
de raison —1 .

En déduire I’expression de k,, en fonction de n.

5) On admet que la suite (t,) définie part, =r, + % est géométrique

de raison2.

a) Déduire I’expression de t, en fonction de n.

b)Déduire des questions précédentes, une expression explicite de ryet s, en
fonction de n

¢)En déduire, pour tout entier naturel n non nul, une expression des
coefficients de la matrice A" .

| Exercice 6 ( traduit) ‘

Deux ouvriers accomplissent un travail. Si les | 13 €uag tpra Jas Sl (Slale a8y
deux ouvriers travaillent simultanément ils | (2 AlaS) LagiSay ) g ¢ (A laa Sl
peuvent achever ce travail en 12h. Si chacun | Lagia 3aly JS 2l 1Y) L Aslu 12
fait la moitié du travail seul le travail se | J&8 Jand) & Jaal) Chal il
termine en 25h. Aslu25 A
a) Quel est le temps nécessaire a chaque | & Jale J<0 a B a3l & L (a
ouvrier pour accomplir le travail seul ? foda g Jand) Jasy
b) Si le travail est rémunéré a 15000 UM et si 4851 15000 J:&a Jardl GAS 13 (b
les deux ouvriers travaillent simultanément et a5 O (B Sy (Plalad) (S
sont payés au prorata de leurs efforts, quelle | Led o3¢ cuua Lagia JS3 jal ciilsy
serait le montant mérité par chacun ? flagia da) g J<I Gadiuwall dual) 92
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IV. CORRIGES DES EXERCICES

Corrigé 1

3
AxB = X =

3 9) (4 8 21 42
BxA = X =
11 1 2 S 10

BxA#AXxB.

La multiplication des matrices n’est pas commutative.

Corrigé 2

1 0 2(1 0 2 3 4 2
A’=AxA=0 -1 1|0 -1 1(=|1 -1 -1
1 -2 0){1 -2 0 1 2 0

3 4 2)(1 0 2 S 0 2
A*=A’xA=1 -1 -1[|0 -1 1|=|0 3 1
1 2 0)\1 -2 0 1 -2 4

S 0 2 1 0 2 4 00 1 00
A*-A=(0 3 1(-|0 -1 1(=/0 4 0|=4/0 1 0
1 -2 4 1 20 0 0 4 0 01

A®-A =4I,

On en déduit que i(A3—A)=I3. Donc %(AZ—I)xA=I3. D’ou A est

inversible et son inverse est la matrice A™ = %(A2 -0

Essebil Au Bac 7C Matrices et systemes linéaires
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, , 3 4 2 1 00 ; 2 4 2
A7'==(A*-D==||1 -1 -1(-{0 1 Oof|==|1 =2 -1
4 4 4
1 2 0 0 01 1 2 -
2 4 2
L1
AT'==|1 =2 1
4
2 -1
1 , 1
2 2
On peut écrire: A~ = r_r 1
4 4
11 1
4 2 4
Verification:
, 2 4 2 1 0 2 , 4 0 0 1 00
Z —2—1.0—11=ZO40=010=13
1 2 -1/{(1 -2 0 0 0 4 0 01
Corrigé 3

1) Pour calculer la matrice inverse de A, on a :

3 -10
det A =

=3x8—(-2)x(-10)=4 .
Comme det A #0alors A est inversible et son inverse est
5
1[5 10 2
a2 3)7|1
2

2) On peut remarquer que la matrice associée aux quatre systemes est A .
D’ou la déduction de la résolution de ces systémes.

AW N

X
On considére la matrice colonne X = ( J
y
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N R 3x-10y=4 , . s
a) Soit B, = (J . Résoudre le systeme {—Zx +8y =7 équivaut a résoudre

I’équation AX =B, .
La solution de ce systeme est

2 3 2x4+—x7 st
A-lep — 2| (4 _| 2
X=SATBE )T 3 || 2
- = —X4+—x7 —
4 4
51
X__
La solution de ce systeme est donc 229
Y=T

1.5 - =
b) Soit B, =( 0 ‘J . Résoudre le systeme [i)éx _1%);, :1—3 4 équivaut a

résoudre I’équation AX =B, .
La solution de ce systeme est

2
X=A"xB, =

AW N

1
2

. N x=2
La solution de ce systeme est donc [y =0.45

3x—10y =15

—2x+8y = -5 équivaut a résoudre

15
¢) Soit B, :( SJ . Résoudre le systeme {

I’équation AX=B,.
La solution de ce systeme est

xLISJ ] 2x15+§x(—5) ] [17.5}

=) 1 Las +§x(—5) 375
2 4

2
X=A"xB, =

AW N

2
. N x=17.5
La solution de ce systeme est donc [y =13.75

1.25 - =
d) Soit B, = ( 0.5 J . Résoudre le systeme [i)éx 1%3;, =})'.255 équivaut a résoudre

I’équation AX=B,.
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La solution de ce systeme est

5 5
B 2 5| (125 2x1.25+5x0.5 375
X=A xB3= 3)(05 :1 3 = 1 .
= = | —=x1.25+=x0.5
2 4 2 4
La solution de ce systeme est donc [; 2113.75
Corrigé 4
Ona:
1 2 3
-1 1 2 1 2 -1
det(S)=2 -1 1|=1x +2x +3x =7.
5 7 3 7 3 5
3 § 7
Le systeme admet une solution unique.
-3 2 3
-1 1 -2 3 -2 3
dety, =|-6 -1 1|=-3x +6x -2x =-14=
5 -7 5 -7 -1 1
-2 5 -7
det -14
X= X = =)
det(S) 7
1 -3 3
-6 1 2 1 2 -6
det, =2 -6 1|=1x +3x +3x =35>
-2 -7 3 7 -2
3 =2 7
det
y= y _= E =5
det(S) 7
1 2 3
-1 -6 -2 3 -2 3
det, =|2 -1 —-6/=1x -2x +3x =21
5 =2 5 =2 -1 -6
3 5 =2
det 21
Z= - =— =3, La solution du systéme (S )est le triplet{—2;5;3).
det(s) 7 ution du systéme (S) iplet (2;5:3)
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Corrigé 5

1) Ona
01 1)(0 1 1 211 011 2 00
A’=[1 0 1|1 0 1{={1 2 1|=[1 0 1|+{0 2 0|=A+2IL,.
11 0/{1 10 11 2 110 0 0 2
Montrons par récurrence que :
DnDN,A“:2 -(-1) A+l +2(-1) 1,
3 3
, 2" -(-1)"  2°+2(-1)
Ona: A" =1, =0xA+1xI, = A+ I,, doncla
proposition est vraie pour n=0.
) 2" —(-1)" 2"+2(-1)
Si on suppose que A" = 3 A+ 3 I, alors
A,,H:A,.XA:[z"—(—l) NEREIE) IstAzz"—(—l) e
3 3 3 3
2 2 _ 2 n _1\t
~(-1)" [ -(-1), 2 +2(-1) 13J+2 +2(-1)"
3 3 3 3
g 1) (a+ar)+ 2200 22(1)
=[2 () e2) ), o),
3 3 3
n+l _ 1\ n+l _q\nH
_2""-(1) ALl +2(-1) I
Ce qui prouve que la propriété est vraie pour n+1.
Conclusion :
OnON, A" =2 _g'l) A+l +23('1) I,
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011 111 1 00
2a)A=|1 0 1|=/1 1 1|-{0 1 0|d’ou A=M-1I,
110 111 0 01

Par conséquence on a : M = A +1,. Comme la matrice identité permutent avec
toutes les autres matrices, on a donc :

M =(A+L)" = iC‘:A"I;‘"’ = iC‘:A*’ :
p=0 p=0

=2 -(-1)° A2 +2(-1)"

D’apres la question précédente on a : 3 3

I, ce

qui entraine que

k P (- P p _ P
S R
p=0

3 3

%ALZ_;CPZP ZCP( )J+%13[§cpp+zgci(—1)p}

Orona Zczzp =(1+2)" =3%; zk:cg (-1)" =(1-1)" =0..
p=0 p=0

) s _1 1 — k- k-
D’oit M* _§A(3k —0)+§13 (3 +2x0)=3"" (A +1,)=3"M
b) Puisque A=M-1,,0na
A= (M-L) =Y (-1)™ CMAL -

k=0
Al = (_l)n 13 + = (_1)n—k C];Mklsn—k -
k=
-1)"1, +[ > (-1)"™ C';3"'IJM :
k=1
En écrivant 3“”' sous la forme 1 3%, On trouve
A" =(-1)"I,+= MZC"3“( 1)

n 1 k— 1 n—k _(_1\" -

A (1)I+3MI 3( Ci3 (1))

A" = (1)I+;M[(3 1) -(-1)"].
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Par conséquenceon a: A" = (—1)n I +#M

3.a)Ona:
1 01 1)1 -1 1
Al -1]|= 1||-1(=|1(=-]-1];
0 1 0/{ 0 0
1 1 1)1 -1 1
Al 0 = 1] 0 (= =—| 0
-1 1 0)\-1 1 -1
1 01 1 2 1
etA|1|=|1 O 11=(2]|=2|1
1 1 1 0)i1 2 1
01 1)%(1 1 1 -1 -1 2
b) AP=(1 0 1||-1 0 1f(=|1 0 2

[
[
=]
—]
|
[y
[
=]
[
[\®]

en plus on a

-1 0 0 1 1 1)(-1 0 0 -1 -1 2
PO -1 0|=(-1 0 1j{0 -1 0
o 0 2 0 -1 1)L0 0 2 0O 1 2

1l
[
=)
[\°)

-1 0 0
On en déduit alors que AP=P| 0 -1 0.
0o 0 2
-1 0 0
Sionpose B=| 0 -1 0 [, cette derniére relation s’écrit : AP = PB.
0O 0 2
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Donc A’P =A(AP)=A(PB)=(AP)B =(PB)B =PB’

On montre facilement par récurrence que A".P =P.B" (1).

-1 0 0)-1 o o) [(-1)) 0o 0
B2=| 0 -1 0ffo -1 0|=| 0o (-1)° o
o 0o 2)(0 o 2 o o0 2

Montrons par récurrence que :

(-1)" o o
OnON" B"=| 0 (-1)" 0
0 0o 2

Si on suppose que B" = 0 (—1)“ 0 | alors

B =B"B=| 0 (-1)" offo -1 o= o (-1)" o

Ce qui achéve la démonstration.

La relation (1) nous donne alors que :

(-1)" o o (-1)" o o
A"P=PB"=P.| 0 (-1)" 0|=A"=P.| 0 (-1)" o |P”
0 0o 2 0 o 2
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I. RESUME DE COURS

Le nombre i

Il existe dans I’ensemble des nombres complexes C un élément

n'appartenant pas a R , noté i tel que i’ =-1.

Le nombre i est solution dans C de I’équation x* +1=0.

1_ .
Onaalors:|i’=-i, i‘t=1, =,
1

Opérations dans C

Soienta,b ,a’ etb’ des réels. z=a+ib, z'=a'+ib’'.

1)(a+ib=a'+ib") = (a=a';b=b") 4) (a+ib)* =a’—b* +2abi
2) z+z'=a+a'+i(b+b") 5) (a—ib)? =a® -b* —2abi
3) zz'=aa'-bb'+i(ab'+a'b) 6) (a+ib)(a—ib) =a® +b?

. 1 a-ib a . b
7) atibz0=> — = - — =5 5 i
a+ib (a+ib)(a—-ib) a“+b a“+b

Définitions et vocabulaire

Soient a et b des réels et z=a+ib.

Forme algébrique de z L'écriture z=a+ib
Partie réelle de z Re(z) =a

Partie imaginaire de z Im(z) =b

Le conjugué de z z=a-ib

Le module de z 2| =\zz = a? +b*

Argument de zou z#0 . On note argz a b
argz=0=]|cos0=—, sin9=ﬂ
z

2

Forme trigonométrique de z avec | z=|z|(cosB+isin6)
(z £ 0;argz =0)

Forme exponentielle de z avec (z#0;argz=6) | z =|z[e”
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Représentation géométrique des nombres complexes

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0;ii,v) . Soient a et b des réels.

A tout nombre complexe z=a+ib, on peut associer le point M(a;b) du plan.

Le plan est appelé le plan complexe.

Le point image du nombre complexe z=a+ib

M(a;b)

Le vecteur image du nombre complexe z=a+ib

o)

L’affixe du point M(a;b) et du vecteur W(:]

Le nombre
z=a+ib

complexe

L'affixe du vecteur AB

Le nombre z, -z,

L'affixe du milieu du segment [AB] Le nombre %2 %
La distance AB AB =z, -z,]
»

Q M[a:h)

[

¥

— 1 0 Lo
o P

Conjugué d'un nombre complexe

Soient a,b0IR etz, z, , z, des nombres complexes.

1) z=a+ib=z=a-ib

2) z=a+ib= zz =a’ +b’
3)zestréel - z=z

4) z est imaginaire pur - z=-z
z+;
2

5) Re(z) =

N |

z

6) Im(z) = 2_1

7) 2=z
8) z,+z,=2,+z,

9) z,xz, =2,xz,
u»2?=@f, n0OZ

11)-l]=ia 7, #0

z,

z,#0
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Module d'un nombre complexe

Soient a,b0IR etz, z, , z, des nombres complexes.

1) || =z

2) z=a+ib=|7]="a’ +b*
3)|z]=0<=1z=0

4) [¢] =|-7|=|

S) [2.2,] = 2] |2|

6)

Zn

=|z|", n0Z

7) 1=l, z#0
z| |z

8) z| |z 2, 20
2, ||

9) |z1 +zz| < |zl|+|zz|
(L'inégalité triangulaire)

10) AB =|zB —zA|

Argument d'un nombre complexe

Soient z, z, , z, des nombres complexes non nuls.

1) argz= argl =-argz
z

2) arg(z,z,)=argz, +argz,

3) argz" =nargz, n0Z

z
4) arg— =argz, —argz,
Z2

5) zestréel - argz=km, kOZ

6) z est imaginaire pur - argz= g+kn, kOZ

Soient A,B,C,D des points tels que AB#0,CD#0 .

7) arg(z, —z,) = (i;AB) [2m]

Zy "1,

8) arg =(AB;CD) [27]

ZB A

Notation exponentielle e*

Soient x et y des réels.

1) e™ =cosx +isinx

1 _ix LY
) — =e™ =cosx —isinx

ix

3) ei0 =ei2n=1
4) e"=-1
5) e2 =i

i— iS—T[
6)e 2=e? =-i

7) eix Xeiy = ei(x+y)
ix

8) o =el

1y

(¢}

9) (ei")n =e™, nOZ

10) e*| =1

11) Si z=Xe™ avec AOIR", alors

A>0=argz =x
A<O0=argz =T+x
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Formules d'Euler — Formule de Moivre

Formules d'Euler Soit xOIR
eix +e—ix ix __ =ix
COSX = H
2 2i

Formule de Moivre Soit x[(OIR et nZ;

(cosx +isinx)" = cosnx +isinnx

Les formules d'Euler permettent dans certains cas de transformer un
polynéome en cosx et sinx en une somme de cosinus et de sinus des multiples de
x (linéarisation).

La formule de Moivre permet d'exprimer cosnxet sinnx pour nON, n=22 sous

forme d'un polynome en cosx etsinx.

Equations du second degré dans C
1. Cas particulier : équation a coefficients réels

az’ +bz+c=0 oua,b,cOR;a#0.

X Le discriminant A =b* —4dac
A>0 | deux solutions réelles distinctes _-b+JA et 5 =P -JA
T 2a %= 2a
A=0 | une solution réelle double , =g =0
1 2 2a
A<0 | deux solutions complexes conjuguées : -b+i./|A -b-i./lA
z1=—2\/H et z, =—2\/ﬂ
a a

2. Equation a coefficients complexes a,b,c0C;a#0.

<> Le discriminant A =b* -4ac
<> Les racines carrées du discriminant sont les nombres complexes
d=x+iy et -3=-x-iy tel que & =A avec x;yOIR:

x> +y’ =4 Les solutions de I'équation az’ +bz+c=0:
& =A o x> —y* =Re(D) _-b+d et 2 _-b-3
2xy = Im(A) ' 2a > 2a

3. Somme et produit des solutions:

b . c
Somme : s=z +z, = - Produit:p =z,z, =2
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Racines n-iémes d'un nombre complexe

Soient nLIN, n=2etz0oc, (Z#0).

. 2kt
;2K
& Les solutions dans C de I'équation z" =1sont les nombres z, =e¢ ™ ou

k I:I{O,l,- 2N | b 1} . Ces solutions sont appelées racines n-iemes de 1'unité (de 1).

® Les solutions dans C de I'équation z" =Zsont les nombres
0  2km

Z‘ei(“Jrnj ou k|:|{0,1,---,n—1}; O=argZ . Ces solutions sont

appelées racines n-iemes du nombre complexe non nul Z.

(® Tout nombre Z non nul admet n racines n-iémes distincts deux a deux de méme
modules.

Xy On obtient les n racines n-iemes d'un nombre complexe non nul en

multipliant I'une quelconque d'entre elles par les n racines n-iemes de 1'unité:
2kmt

Si z; =Z, alors z, = zOeIT ou k |:|{0,1,---,n—1}.

z, =}

® La somme des n racines n-iémes d'un nombre complexe Z (Z # 0)est nulle.

(D Dans le plan complexe, les images des n racines n-iemes d'un nombre

complexe sont situées sur le méme cercle de centre O et de rayon r = n/ Z‘ .

Ces points sont les sommets d'un polygone régulier.

@ Si M est l'image du racine n-itme z_de Z avec argZ =0 , alors :

OM =1 Z\ et OM ;OM ) =27,
k k Kk +1 n

M
b1

<|
E
=

Essebil Au Bac 7C Nombres complexes Horma Hamoud

33



Applications géométriques des nombres complexes

1) Nature d'un triangle

Soit ABC un triangle. On pose Z = ﬁ
Nature du triangle ABC | Relation caractéristique
Equilatéral 7= ea‘g ou 7= e-a’g
Rectangle en A Z est un imaginaire pur
Rectangle isocele en A | Z=iou Z=-i
Isocele en A |z| =1

2) Alignement et orthogonalité

Soient A,B,C,D des points du plan.

Relation complexe

Interprétation géométrique

Z.—1Z ,
£ A est réel

A,B,C sont alignés( A #B,A #C)

Zy =17,

2“2 oot réel Les droites (AB) et (CD) sont
Zy—1Z, paralleles, (A #B; C £ D)(

Zte _ . AB=CD et (AB)O(CD) o

(A£B,C#D)

Z,~Z¢ . -
——— est Imaginaire pur
iy —1Z,

(AB) O(CD) ou (A#B,C#D)

Z,—Z .
"€ =X\e*;AOR"
iy —1Z,

(AB,CD)=0 [2r] et CD=AAB

7,17 7,17
C AX B D
Z,~17 .17

est réel

B A C D

A,B,C,D sont alignés ou cocycliques
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3) Lieux géométriques simples

Le plan orienté est muni d'un repere orthonormal direct (0;ii,v). Considérons

un point variable M d'affixe z. Le point M' d'affixe z'. Les points A,B,Q sont

fixes et d'affixes respectives a,b,w.

Relation complexe

Ensemble des points M

lz-w=r,r>0

Cercle de centre Q et de rayon r

fa=al=[z-b)

Médiatrice de [AB]

Cercle de diametre [AB]privé de A et B

Cercle de diameétre [AB]privé de B

Le nombre est
z—-b
imaginaire pur
arg —; _ %r (27 Demi-cercle de diametre [AB]privé de A et B
7—
arg 2™ ; =0 [ Droite (AB) privée de A et B
z—
Le nombre Z=2 est réel Droite (AB) privée de B
7 —
z:a Kk, k>0k#1 Cercle centré sur (AB) de diametre [L1]] tel que
’ 1=bar{ (A, 1);(B,K)} ;:J =bar{ (A,1);(B,~k)}
arg 22 Cercle passant par A et B privé de A et B

z_b=a [T, a0 [m]

z—a
arg =a [2m] s
z-b

a#0 [m]

Arc capable d'extrémités A et B exclues
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Nombres complexes et transformations

1.Expressions complexes des transformations usuelles

Le plan orienté est muni d'un repeére orthonormal direct (O;ﬁ, V).

Considérons la transformation qui associe a tout point M d'affixe z le point M'

d'affixe z'.
Transformation Ecriture complexe
Translation de vecteur d'affixe z z'=z+ z

Homothétie de centre Q d'affixe w et de | z'-w=Kk(z — &)

rapport k

Symétrie de centre Q d'affixe w 7-0=—z - )
Rotation de centre Q d'affixe wet d'angle de | ;'—¢y = eie(z - W)
mesure 0

Symétrie d'axe x'x 7=z

Symétrie d'axe y'y 7=

Similitude directe de centre Q d'affixe w, de | ;'—¢) = ke®(z — w)
rapport k , K[OR" et d'angle de mesure 0.

2) Etude de l'expression z' = az + b ou a,bLIC;a # 0

Soient f la transformation qui associe a tout point M d'affixe z le point M'
d'affixe z'=az + b.

Transformation
a=1 Translation de vecteur d'affixe b
a#l f admet un unique point invariant Q d'affixe & = l_) a
a JIR” Homothétie de centre Q d'affixe « et de rapport a
‘a‘ = Rotation de centre Q d'affixe w= 1 l_) 2t d'angle de
mesure O =arga
a=-1 b
Symétrie centrale de centre Q d'affixe W= 5
Cas Similitude directe de centre Q d'affixe = 7 b ge
général -a
rapport k = ‘a‘ et d'angle de mesure 0 =arga
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II. QUESTIONNAIRES & CHOIX MULTIPLE

QCM 1

Dans le tableau suivant, une seule des réponses proposées a chaque question
est correcte.
Ecrire le numéro de chaque question et donner la réponse qui lui correspond.

N . Réponses
o | Questions A B C m
. T
Si — est un
2 - 1 - - _

1 z=— Z2=-% 7z =i 71=1

argument de Z, Z

alors

T

Si z=-1+2¢3, T
, alors la  forme eig \/geil; . \/Ee% (—1 + \/3 )e 3

exponentielle de Zz

est:

Si z+\z|=2+4i . . . .
3 | | Y z=-3+4i z=-3—-4i z=4i z=—4+3i

alors

i i ig ar z—n+n ar z—T[+T[ ar z—n n

4 |Si z=(1-i)e*, 4 276 g 6 4 6 argz=—E

alors

Si z=4+1-5ii,
5 | alors la partie réelle | 9 8 4 -1

de z est

Si

i ;T
z1=\/§e“; z,=2e? ,
T LT .

6 |, alors le rapport | .[3 ¢« J2 et -1-i 1-i

z, Ly

— est égal a

z,
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QCM 2

Dans le tableau suivant, une seule des réponses proposées a chaque question

est correcte.

Ecrire le numéro de chaque question et donner la réponse qui lui correspond.

Questions Réponses
A B C D
1| La forme | 2 + 5i -4 19, 16 19, 6
. —t1 -t 51 —+2i
algébrique de 13 13 13 13 5
2+5i
- est
3-2i
Le module de \/5 4
2 2 = J2 1
(2-2iv3) 3 V2 3 V2
(1+i)(2i)’
. Tt
Si Z est un | o) positif imaginaire pur | réel négatif d’argument
3 argument de Z, E
alors le nombre 4
s
Ze 4 est
Si
Tt et O b
z,-z, 2 2 g 4 isocele o
, alors le triangle isocele
ABC est :
L’ensemble des
5 | points M d’affixe z e droite un cercle
fels que la médiatrice | . . | privé de
. un cercle privée d’un
z—1+2i d’un segment ) deux
Z — “1=J13 point .
2+3i points
est:
Soit nON" et
6 .
O0R . La forme cos(n) +isinmd) c()s(e") +isin(6“) ncos@+insin |
algébrique de €
(eie)Il est :
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III. ENONCES DES EXERCICES CORRIGES

Exercice 1

Ecrire sous forme algébrique chacun des nombres :

e
2, = (+2)(2-30), 7, =
5-1
2i+4
z,=2-3i+ , z, =(1+21)(3-51)1-2i),
3 3 s =( X ) )
_3-5i 4-3 2450 4+
Zs_ N + R Z()_ N + L
5+i  3+i 4-i 2-51
.3 2+3i 51
z,=(1-21)", z,=—+
R

Exercice 2

On pose f(z)=(3-2i)z° +(5-i)z+2+5i

Calculer et donner la forme algébrique de chacun des nombres :
f(), f(3+2i), f(+i), f(5-i)

Exercice 3

Onpose f(z)=(5+i)z+(1+2i)z+4-3i ot z désigne le conjugué de z

Calculer et donner la forme algébrique de chacun des nombres :

f(5-1), f(1+2i), f(B3+4i), f(5+3i)

Exercice 4

(1-2i)z+2+3i

Soit f(z)= - ;
(3-2i)z-2-51

ou z est un nombre complexe.

1) Calculer et donner la forme algébrique de chacun des nombres :
f(5+i), f(2i), f(3+2i), fd-i)
2) Résoudre dans C chacune des équations

- =3
f(z) =1, f(z)—2.

Ecrire les solutions sous forme algébrique.
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Exercice 5

Soit
Zl — (1 + Si)ZOZO + (1 _Si)ZOZO
Z2 = (1 + Si)Z()Z() _ (1 _ Si)Z()Z()

Montrer que Z, est réel et Z,imaginaire pur.

Exercice 6

Calculer le module de chacun des nombres complexes suivant:

7, =4-3i, z, =(3+i)(2+50),

2+4i
= .z, =(1+20)(3-50)1-20),
2,220 2, =(+20)(3-5)01-2)
) _(3-51)(5+2i)°
, = 87306 +2)7
2+50)
Exercice 7

Calculer le module et un argument de chacun des nombres complexes
suivants:

4+4i
7, =4+4i, z,=3+i3, z,= ,
1 2 3 3+1\/§
. .3
- +
z, = (4+4)3+iV3), ZS:M#_
(B+iV3)

Exercice 8

En utilisant les résultats de I’exercice précédent, écrire chacun des nombres
suivants sous forme trigonométrique et exponentielle.

4+4i
7, =4+4i, 7z, =3+i\3, z, = ,
1 2 3 3+1\/§
. .3
z, = (4+4)(3+i\3), z;M#.
(B+iV3)

Exercice 9

. _ . _ . _Z _
Soit z, =4+4i, z, =3+i3 A = z,=27,
2

1) Ecrire z et z, sous la forme trigonométrique.

2.a) Donner les formes trigonométrique et algébrique de z, .
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b) En déduire cos—~, sin—v.
12 12

3.a) Donner les formes trigonométrique et algébrique de z, .

b) En déduire cos i—n, sin—.

Exercice 10 (Bac)

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé (Ozu,v).
1.a)Résoudre dans C I’équation E,: z> +2z+10=0

On note z, etz, ses solutions avec Imz, <0 .

b)Résoudre dans C I’équation E, : z* -4z+20=0

On note z, etz, ses solutions avec Imz, <0 .

2) On considere les points A, B, K , L et E d’affixes respectives z, =z, ,z, =z,
s Zy =254 2z, =z, €t z, =2, -2i.

a) Placer les points A, B,K,L, et E dans le repere O;u,v).

b) Ecrire z_ =z, -2i sous forme algébrique et trigonométrique.

¢) Déterminer la nature du quadrilatere ABLE et du triangle AKE.

z—-2-4i

3) Pour tout nombre complexe z tel que z # -1+3ion pose : f(z) = —
z+1-31

Déterminer et représenter dans le méme repeére les ensembles des points M
du plan d’affixe z dans chacun des cas suivants :

r, tel que |f(z)=1.

r, tel que |f(2)-] =410.

Exercice 11

1. On pose P(z)=z’-5z° +122 -8 ol Zest un
nombre complexe.
a) Calculer P(1).

b) Déterminer a et btels que pour tout zde C on a:
P(z) =(z-1)(z* +az+b).

¢) Résoudre dans C, I’équation : P(z) =0.
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2. On considére le plan complexe rapporté a un repere orthonormal (O;:l,;) .

Soient les pointsA, B et Cd’affixes respectives: z, =1, z,=2+2iet
z,=2-2i.

a) Calculer le module et un argument de chacun des nombres z,, Z, et Z,.
b) Placer les points A, B et Cdans le repére (O;:l,;) .

zZ
3.a) Ecrire le nombre —% sous forme algébrique. En déduire la nature du

Z3
triangle OBC.
b) Déterminer et représenter ’ensemble [ des points M d’affixe z telle que
z-1

— |=1.
z—-2-2i

Exercice 12

Le plan complexe est rapporté au repere orthonormal direct (O;i,v) (unité
graphique : 3 cm).

On désigne par A ; B et C les points d'affixes respectives 1+5i ;-1+i et 3i.

Soit f I’application qui a tout point M du plan P, distinct de C, d'affixe z,

3iz+6+4i
associe le point M' d'affixe z' définie par : z' = 11—31 On note f(M)=M".
z-3i

1) Déterminer et construire 1'ensemble des points M d'affixe z dans les cas
suivants :

a) |z'|=3
b) |z'-3i|=3
oz'0R

d) argz' =g [21‘[]

,_T
e) argz =2 [T[]

2) Montrer que les points A ;B ;M et M’ sont cocycliques ou alignés .
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Exercice 13

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O;u,v) .
1) On pose: P(z) =z’ —(11+6i)z2+(28 +38i)z—12-60i ou zest un nombre
complexe.
a) Calculer pP(3) et déterminer les nombres a et b tels que pour tout zde C :
P(z) =(z-3)(z2+az +b).

b) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation P(z) =0.
¢) Soient les points A, B et C images des solutions de I’équation P(z)=0 avec
Im(z,) <Im(z,) <Im(z.). Calculer ’affixe du point G barycentre du systeme
{(A52),(B;-2),(C;2)} et placer les points A ,B ,C et G.
2) Pour tout réel k différent de 2, on définit ’application f,du plan P dans
lui-méme qui a tout point M du plan associe le point M' tel que :

MM' = 2MA -2MB +(3-k)MC .
a) Pour quelles valeurs de k, I’application f, est une translation? Déterminer
alors son vecteur.
b) On suppose que kOR\{2;3}. Montrer que f, admet un unique point
invariant Q, . Reconnaitre alors f, et donner ses éléments caractéristiques en

fonction de k.

¢) Déterminer et construire le lieu géométrique des points Q, lorsque k
décrit R\{2;3} . Reconnaitre Q,.

d) Pour k =1 ; déterminer et construire le lieu géométrique du point R centre
de gravité du triangle AMM' lorsque M décrit le cercle I de centre G

passant par C.
3) Pour tout point M du plan on pose ¢(M)=2MA2-2MB2+2MC2 et I

I’ensemble des points M tels que (M) =k, ou k est un réel.
a) Discuter suivant les valeurs de k, la naturede I .
b) Déterminer et construire I, pour k =10

Exercice 14

Résoudre dans C I’équation suivante sachant qu'elle admet une racine réelle :
2’ —(6+3i)z" +(21+19i)z-26(1+i) =0

Exercice 15 (Bac)

Dans C on donne : a:\/z_z\/3 +i\/2+2\/§
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1) Calculer a’. Donner le module et un argument dea’.
2) En déduire le module et un argument dea .

3) En déduire coss—n, sins—n.
12 12

4) Donner les entiers naturels n tels que a" soit réel.

Exercice 16

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé (0;u,v) .) On pose :
P(z) =z’ - (11+6i)z2 + (28 + 38i)z —12 - 60i ou z est un nombre complexe.

1) Calculer P(3) et déterminer les nombres a et btels que pour tout zde C :

P(z) =(z-3)(z2+az+b).

2) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation P(z) =0.

Exercice 17

Pour tout nombre complexe zon pose :
P(z) =z’ —(1+2co0s0)z” +(1+2cos6)z—1 ou 60[0;21] .

Calculer P(1) puis déterminer les solutionsz,, z, et z,de I’équation

P(z) =0 sachant que z, est réel, et Imz, >0 si sin0=0.

Exercice 18

Dans le plan orienté, on considere deux triangles ABC et DEF équilatéraux
directs. Les points G et H tels que EDBG et CDFH soient des
parallélogrammes. Soient a,b,c,d,ef,g et h les affixes respectives des points

A,B,C,D,E,F,G et H.
1) Exprimer ¢—a en fonction de b —a, puis f —d en fonction de e —d.

2) Exprimer g en fonction de b,d et e ; puis h en fonction de c,d et f.

3) Démontrer que le triangle AGH est équilatéral.
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Exercice 19

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé (O;T,j) . Pour tout
nombre complexe z on pose : P(z) =z’ -(1+4i)z* - (9-i)z-6+18i.

1.a) Calculer P(3i) et déterminer les nombres a et btels que 0zOC:

P(z) =(z-3i)(z* +az +b)

b) En déduire I’ensemble des solutions de I’équation P(z)=0.

¢) On considere les points A, B et C images des solutions de I’équation P(z) =0
tels que |z |<|zg |<|z, |. Placer les points A, B et C et déterminer la nature du
triangle ABC.

d) Soit A’ =bar{(A;-5),(B;6),(C;12)} . Vérifier que I’affixe de A’est z,, =-3+i.
Placer A'.

2° On considere D’ellipse [ de sommets A, A’ etB.

a) Déterminer le centre I et ’excentricité de I .

b) Ecrire une équation cartésienne de I' dans le repére (O;T,j) .

¢) Préciser les points d’intersection de I' avec I’axe (Ox).
d) Déterminer les foyers et les directrices de ' puis construire I .

| Exercice 20

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé (O;T,]) . Pour tout
nombre complexe z on pose : P(z) =z’ - (7+3i)z* +(12+15i)z-4-18i .

1.a) Calculer P(2) et déterminer les nombres a et b tels que 0z0OC :

P(z) = (z-2)(2* +az +b)

b) En déduire I’ensemble des solutions de I’équation P(z)=0.

¢) On considere les points A, B et D images des solutions de I’équation P(z) =0
tels queIm(z, ) <Im(z, )<Im(z}, ). Placer les points A, B et D et déterminer la
nature du triangle ABD.

2.a) Déterminer le barycentre du systéme{(A;9),(B;-6),(C;2)}, oir C est le
symétrique de A par rapport a (BD).

b) Déterminer et construire I’ensemble I, des points M du plan tels que

9MA* -6MB’ +2MC* =-10.

c¢) Déterminer et construire I’ensemble I, des points M du plan tels que

4MA* -6MB’ + 2MC’> =-10

d) Déterminer et construire ’ensemble I";des points M du plan tels que
(9MA - 6MB + 2MC)(MA - MB +MC) =10.

3° Soit S" =idet OnON, S™' =SoS" ou S est la similitude directe qui
transforme A en B et B en D.

a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de
S20202021]

S2018

b) Justifier que est une homothétie de rapport positif.
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V. EXERCICES DE SYNTHESE

Exercice 1

Dans I’ensemble des nombres complexes C, on pose:
P(z)=z'—(4+8i)z> +(-16 +20i)z + 24+ 8i .
1.a) Calculer P(2i).
b) Déterminer les complexes a et 3 tels que pour tout complexe Z on a:
P(z)=(z—-2i)(z* +az +P)

¢) Résoudre I’équation P(z) =0.

Exercice 2

1+l\/_
Soit z —1+1\/§ z \/_ 1\/_etz
1 2 \/—_l\/—

1) Ecrire z,,z, et z, sous forme trigonométrique.

2) Ecrire z, sous forme algébrique.

7 7
3) En déduire les valeurs exactes de cosg et smg .

4) Justifier les affirmations suivantes :

)2019

Le nombre (z, est réel.

2019
2)

Le nombre (z est imaginaire pur.

Exercice 3

Déterminer suivant les valeurs de 6 (00[0;21[) le module et I'argument de

chacun des nombres complexes suivant:

z, =cos0+i(1+sind),
z, =1+cosB+isin0,

z,=1+sinO—-icosO
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z,=1+itan0@

. _1+cosO+isin0O
> 1+cosO-isin®’
1+itan®
o= — . _n°
1-itanB

Exercice 4

1) Pour tout nombre complexe z on pose : P(z) =z’ +(2-2i)z" +(2—4i)z —4i.
a) Calculer P(2i).

b) Déterminer les nombres a et btels que pour tout z on a:
P(z) =(z-2i)(z* +az+b).

¢) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexe, I’équation P(z) =0.

2) On considere, dans le plan complexe muni d’un repere orthonormé

(O;:l ’;,), les points A, B et C d’affixes respectives z, =—1-1,z; =2i et

Z. =-1+i.

a) Placer les points A, B et C dans le repere (o;ﬁ R ;) .

b) Déterminer I’affixe du point D tel que ABCD soit un parallélogramme.

¢) Déterminer et construire ’ensemble des points M d’affixe z telle que :
|z +1- i| =3.

Exercice 5

2T
2m
Soit z=e 7 .Onpose a =z +z> +z°.

1) Calculer O +0 et 00,

P 2n 4n Sm_ 1
2) En déduire que : c057 +cos—+cos—=—-—;

2,
8m_ 7

A 1 P ¥ 1
etque SsIm—+Ssin—+siIn—=——-.
7 7 2
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Exercice 6

Le plan complexe est rapporté a un repeére orthonormé (0;:1,;;) .

z—3-i
z-1-2i"

1) Calculer le nombre a =f(1+ 3i) puis I’écrire sous formes algébrique et

Pour tout nombre complexe Z tel que z # 1+ 2ion pose : f(z) =

trigonométrique.

2) On consideére les deux points A et B d’affixes respectives z, =1+2i et
Z, =3+1.

Déterminer et représenter dans le méme repeére les ensembles [, des points
M du plan d’affixe z dans chacun des cas suivants :

a) [, tel que |f (z)| =1; b) I, tel que f(z)soit imaginaire pur. ;

¢) ', tel que f(z)soit réel ; d) I', tel que |f(z)—l| =45.

3.a) Déterminer et représenter dans le repere précédent un point C tel que le
triangle ABC soit rectangle isocele en C (deux solutions possibles).

b) Vérifier que C est commun entre I, et ', .

Exercice 7

Simplifier les expressions suivantes:

C, =1+cosx+cos2x +---cosnx )
1) . . . ; (On pourra calculer C, +iS,)
S, =sinx +sin2x +---sinnx

C,=cos’ x +c0s” X0 2x + - - + c0s" X COSNX
2) X ; (On pourra calculer
S,=cosxsinx +cos” xsin 2x+ - +cos" xsinnx

C, +iS,).

Exercice 8

1) Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes I’équation :
77 -22-2-4i=0

2) On considere le polynéme P définie sur C par:
P(z) =2 -(2+2i)z" -2z -8 +4i.
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a) Calculer P(2i)et déterminer deux réels a et b tels que
P(z)=(z-2i)(2* +az+b)
b) Résoudre, dans ’ensemble C I’équationP(z)=0.

3) Dans le plan complexe muni d’un repere orthonormé direct, on désigne par

A, B et Cles points d’affixes respectivesz, =(1+i)*, z, = % etz, = ;:—il .
1 1

a) Donner la forme algébrique de z, ,z, et z_

b) Placer les points A, B et C

¢) Déterminer et construire l’affixe du point Dtel que ABDC soit un
parallélogramme.

4) Soit f P’application définie pour tout complexe z#3+i par f(z)= %
Z—95"1

Montrer que pour tout z#3+i,ona: f(z)=(1_i)z+1+i

z-3-i
5) Déterminer et construire les ensembles de points M dans chacun des cas
suivants :

a. I, tel que |f(z)| =4/2.
b. I, tel que arg(f(z)) =g [T[]

c. I, tel que arg (f(z)) =3TT[ [T[]

d. r,tel que [f(z)-1+i|=2V10.

Exercice 9

On muni le plan complexe d’un repeére orthonormal direct (O,t,v). Soit f,

I'application qui associe au point M d’affixe z le point M’ d’affixe z’ telle

que : z'=(a+%i)z+4—4a—2i, aldC

1) Reconnaitre 1'application f, et la caractériser pour chacune des valeurs

suivantes du nombre complexe a :
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3

1 1
a)a=1-—i b) a=2-—i ¢)a= d a=
) 3 ) 3 ) )
2) Dans la suite de I’exercice on suppose que a[lR et on note 6 =arg(a + %i) .

Soit les points M (3;0) et Q(4;0). Pour tout entier naturel nN on pose
M _,, =f. (M, ). On note z, I’affixe du point M .

a) Calculer et écrire sous forme algébrique : z, et z, en fonction de a.
1.,
b) Montrer que pour tout nON ona: z = 4—(a+51) .

¢) Pour tout n(ON on pose: V, = |zn —4| . Pour quelles valeurs de 0 ; la suite

(V,) estelle convergente ?
d) Calculer en fonctionden: et S = de .
k=0

e) Pour a =%; déterminer la nature du triangle QM M .. Placer les points

M, ; M, et M,. Calculer S, et limS  puis interpréter géométriquement.

n- o

Exercice 10 (Bac)

On considére un triangle ABC de sens direct et on construit a I’extérieur de ce
triangle trois triangles ACQ,BAR et CBP rectangle et isocéle respectivement
en A,Bet C.Soient P', Q'et R' les milieux respectifs des segments [BP],

[CQ] et [AR].

L’objectif de cette partie est de montrer que les triangles ABC, PQR et
P'Q'R' sont de méme centre de gravité. On consideére le plan complexe muni
du repere orthonormé (0;:1 ,;). Soient a ,b,c,p,q,r, p',q'etr' les affixes
respectives des points A,B,C,P,Q,R,P',Q'etR".

1) Faire une construction illustrant les données précédentes.

b

2.a) Montrer que p'= 1;_licpuis écrire q'en fonction de a et ¢ ; r'en

fonctionde a et b.
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b) Calculer p'+q'+r'en fonction de a, b et ¢ puis en déduire que les triangles
ABC et P'Q'R'ont le méme centre de gravité G d’affixe g .

3) Exprimer chacun des complexesp ,q et r en fonction de a ,b et c puis

montrer que les triangles ABC et PQR ont le méme centre de gravité G.

Exercice 11 (Bac)

1) Dans DI’ensemble des nombres complexes C, on pose:
P(z) =2’ +(2-2i)z> +(-2-8i)z -8 +4i.

a) Calculer p(2i).

b) Résoudre I’équation P(z)=0.

2) Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (O;u,v), on considére
la transformation f d’expression : z'= %iz +§ +2i.

a) Montrer que f est une similitude directe. Préciser le centre A , le rapport et
un angle de f.

b) Calculer I’affixe z. du point C image de B(-1,-3) par f. Vérifier que le

triangle ABC est rectangle. Placer les points A , B et C sur la figure.
c¢) Calculer Iaffixe 2z, du point G barycentre du systéme

S={(A,2);(B,3);(C,-1)}.
3.a) Déterminer puis construire les trois ensembles I',,I",et ', des points M du
plan définis par :
MOr, = 2MA* +3MB* -MC* =16
MOr, = MB*-MC? =16
MOr, = (2MA +3MB -MC).(MB-MC) =0

b) Que peut-on dire a propos de la position relative des ensembles I',et I',?

Exercice 12 (Bac)

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé (O;ﬁ,;'). Pour tout

nombre complexe z on pose : P(z) =2 - (4+8i)2” +(-14+24i)z +32+4i .

1.a) Calculer p(2i) et déterminer deux nombres a et btels que pour tout

nombre complexe z ona: P(z)=(z-2i)(z’ +az+b).
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b) En déduire I’ensemble des solutions de I’équation P(z) =0.On note z,,z,etz,
ses solutions avec |z,| <|z,| <[z, .

¢) Soit A,BetC les points d’affixes respectives z,,z, etz,. Déterminer I’affixe du
point G barycentre du systéme {(0,5);(A,-7);(C,4)} . Placer A,B ,C et G surla
figure.

2) Pour tout nombre complexe zon pose : Q(z) =z* - (4+6i)z-2+16i .

On note I I’ensemble des points M d’affixe z tels que Q(z) soit imaginaire
pur (ou nul).

a) En posant z=x+iy, donner une équation cartésienne de I et montrer que

I est une conique de centre G.

b) Préciser les sommets _ de T puis la construire dans le repere
précédent

Exercice 13 (Bac)

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé (O;u, v) .

1) Pour tout nombre complexe z on pose P(z) =z’ —(5+4i)z” + (7 +10i)z +5-10i .
Calculer P(i) puis déterminer les solutions z,;z, et z,de ’équation P(z) =0 avec
Re(zo) < Re(zl) < Re(zz) .

2) On considere les points A, B et C d’affixes respectives z,; z, et z, .

a) Déterminer la nature du triangle ABC .

b) Soit G le barycentre du systéme {(A,13); (B,—3);(C,2)} . Déterminer ’affixe du
point G.

¢) Déterminer et construire I’ensemble r des points M du plan tels que

13MA* -3MB* +2MC* =12

3) On consideére ’hyperbole H de centre G qui passe par C et dont A est un
sommet.
2éme

a) Déterminer le sommet de H.

b) Vérifier que I’équation de H peut s’écrire sous la forme x* -3(y-2)" =-3.

¢) Donner I’équation réduite de H puis déferminer sesfoyers, ses asymptotes
CESORIEXCRrICIEEet 1 construire.
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Exercice 14 (Bac - traduit)

Le plan complexe est muni d’un repere
orthonormé (O;ﬁ,;). Pour tout nombre
complexe z on pose :
P(z) =z —(9-i)z* + (28 - 5i)z—32+4i .
1.a) Calculer P4).
b) Déterminer deux nombres a et btels
que pour tout nombre complexe z on a:
P(z) = (z—-4)(z* +az +b). En déduire
I’ensemble des solutions de I’équation
P(z)=0.
2) On considere les points A, B et C images
des solutions de I’équation P(z)=0 tels que
z, =4, Imz; >0 et Imz; <0.
a) Donner ’expression complexe de la
similitude directe s de centre C (qui
transforme A en B. Déterminer le rapport
et un angle de s.
b) Soit g=sos. Pour tout point M(x,y)on
note gM)=M" ; et M'(x",y") . Ecrire x’ y’
en fonction de x et y.
3) Pour tout nombre complexe z on pose :
Qz) =2 -(5-i)z+8-i .
On note I D’ensemble des points M
d’affixe z tels que soit imaginaire pur (ou
nul).
a) En posant z=x+iy, donner une
équation cartésienne de [ et montrer que

I" est une hyperbole de centre Q(g,—%) .

b) Préciser les sommets et les asymptotes
de I puis la construire.

&JA‘A‘UMA‘;M‘ éM\J,\lu'
(O3, V) pliilay aild
Pl 7 gdie e JKI(1
P(z)=z> -(9-i)z> +(28-5i)z - 32 +di
Sa Opadl sl P(4) sl (aud
:C ez Mosicus b
P(z)=(z—-4)(z2+az+Db)
Udlaal) Laiad) 3cY) 4 gara B Ja(b
P(z)=0
Jsia g CyB ¢ A Lill) yiai(2
¢z, =4 & P(z) = 0 Qaal)
. Imz:<0 5 Imz; >0
§ silaal) ALaal 4akal) 5 jlad) s (a
B YA Jilg C oS e )
.S 439139 dad 233 (b
el ‘éﬁﬁ e <t 3
r o8y, Qz)=z*-(5-i)z+8-i
Guay 7 G <AV kil ds gana
(Lagma gf) Uny WLAS Q(z) oS
88 Waa keele 7 =x+iy s (a
0380 1) adkd I O (g T As sanall
.Q(é,_l) PEAH|]

27 2

A T adalll ¢y 8all g ¢iall) 22a (b
Adia
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IV. CORRIGES DES EXERCICES

Corrigé 1

z, = (3+2i)(2-3i)
=6-9i +4i+6i°

=6-9i+4i-6

=12-5i.
1450

o5-i

_(1+50)(5+1)

(G-1)(5+1)
, LOtit2si-5 _26i

: 25+1 26
Z,=2—3i+21+% _ (2—31)(2+31.)+21+4
’ 2+3i 2+31
_4+9+2i+4  _17+2i
2+3i 2+3i

_(17+2i)(2-3)) _34-51i+4i+6

(2+30)(2-3i) 4+9

_ 40 47,
Z3____1.

13 13

z, =(1+2)(3-5)1-2i) =(1+2i)(1-2i)3-5i)
=5(3-5i)
z, =15-25i.

_3-5i +4—3i _ (B-51)3+1)+(5+i)(4-31)

Z -
541 3+i (5+1)(3+1)
_9+43i-15i+5+20-15i +4i+3
15+5i+3i—-1

, =37-23i _ (37-231)(14-8))
14481 (14+8i)(14-8i)
_ 334-618i
196 + 64
334 618,
Zg =————1L
260 260
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_2+51 4+ _ (2450250 +(4-D)4+i)
4-i 2-5i (4-i)(2-5i)

Zg

_4+25+16+41 _ 46 3+20i
8-20i-2i-5 3-22i 3+22i

_138+1012i _ 138 1012,
Zg=————=——+—1
9+484 493 493

z, =(1-2i) = (1-20)(1-2i)* = (1-2i)(1 - 4i - 4)

=(1-2i)(-3-4i)=-3-4i+6i-8
z, =-11+2i

_243i, Si | (2+3)(3-20)+Gi)S))
3 3-2i 3i(3-2i)

z

8

_6-4i+9i+6-15 _ 3+5i 6-9i
% +6 6+9 6-9i

_ —18+271+30i +45
36+81

_27+57i
117
27 57

7, ==+,
117 117

Corrigé 2

Ona: f(z)=(3-20)2> +(5-i)z+2+5i

f(i) =(3-2i)()> +(5-i)i+2+5i
= —3+2i+5i+1+2+5i
=12i.
f(3+2i) =(3-20)(3+2i)* +(5-1)(3+2i) +2+5i
=(O9+4)3+2)+15+10i -3i+2+2+5i
=13(3+2i) +19+12i

=39+26i+19+12i
=58+38i.
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F(1+i) = 3=20)(1+1)? +(5=i)(1+i)+2+5i
=(3-2()(20)+5+5i—i+1+2+5i
=6i+4+8+9i
=12+15i.

£(5-1) = (3=20)(5-1)% +(5—i)> +2+5i
= (3=20)(25-10i =1)+(25=10i 1) + 2 +5i
= (3-2i)(24-10i) + 26 - 5i
=72 -30i —48i —20 +26 - 5i
=78 -83i.

Corrigé 3

On a f(z):(5+i)z+(1+2i)£+4—3i

On remplace z par sa valeur dans chaque cas :

£(5—i) = (5+i)(5—i) + (1 +2i) (5 —1)+4—3i
=25+1+(1+20)(5+i) +4-3i
=30+5+i+10i-2-3i
=33+8i.

£(1+2i) = (5+1)(1+2i) + (1+2i)(1 +2i) +4-3i
=5+10i+i-2+1+4+4-3i
=12+8i.

£(3+4i) = (5+1)(3+4i) +(1+2i)(3+4i) +4-3i
=15+20i+3i—-4+(1+21)(3-4i)+4-3i
=15+20i+3-4i+6i+8
=26+22i.

£(5+30) = (5+1)(5+30) +(1+2i)(5 +3i) +4 -3
=25+15i +5i =3+ (1+2i)(5-3i) +4-3i
=26+17i+5-3i+10i +6
=37+24i.

Corrigé 4

On a

C(1-2i)(5+i)+2+3i
T (3-2i)(5+i)-2-5i
5+i—10i+2+2+3i
T 15+3i-10i+2-2-5i

f(5+1)
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_9-6i _ 9-6i 15+12i
15-12i  15-12i 15+12i

_135+108i —90i +72

- 225+144

_207+418i 207 18
369 369 369

f5+i) =2+ 2
41 41

(1=20)(20)+2+3 _2i+4+2+3i
(3-2i)(21)-2-51 6i+4-2-5i

f(2i) =

_6+5i _6+5i 2-i
2+i  2+i 2-i

_12-6i+10i+5

T 441

17+4i 17 4.
= =—+—-L

5 5 5

(1-20)(3+2i) +2+3i
(3-20)(3+2i) -2 —5i
C342i-6i+4+2+30
T 9+4-2-5i

f(3+2i) =

_9-i 11450 _99+45i-11i+5
11-5i 11+5i 121+25

_104+34 104 34
146 146 146
:2+£i.
7373
C(1-2i)(1-i) + 2 +3i
T (3-2i)1-1)-2-5i
C1-i-2i-2+2+3
T 3-3i-2i-2-2-5i

f(l-1)

__ 1 =1+10i _~1+10i
-1-10i -1+10i 1+100

_—1+10i
101
-1 .10 .
=—t+—i.
101 101
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f(z)=1
@ ~ 3-2ijz-2-5i

(1-20)z+2+3i _

= (1-2i)z+2+3i =(3-2i)z-2-5i

—[(1-21)-(3-2i)z=-2-51-2-3

= -2z =-4-8i
=z =2+4i.

f(z):§:> (1—21.)Z+2+31.
2 (B-20)z-2-5i

_3
2

=2((1-2i)z+2+3i) =3((3-2i)z-2-5i)

= (2-4i)z+4+6i =(9-6i)z—-6-15i
=[(2-4i)-(9-6i)]z =-6-151 -4 -6i
= (-7+2)z=-10-21i

-10-21i
=>z=———
-7 +2i
-10-21i _-7-2i
=>Z7= X
7421  -7-2i
, = 70+20i+147i =42
49 +4
_ 28+167i
, = 28%1671
53
28 167
z="+—.
53 53

Corrigé 5

Pour montrer que Z,

Ona

Z =Q +5i)2020 +(1 _Si)zozt)

- (1 + 5i)2020 + (1 _ 5i)2020

— (1+_5i)2020 + (1__5i)2020

- (1 _ 5i)2020 + (1 + 5i)2020

- (1 + 5i)2020 + (1 _Si)ZOZO
= Zl

Alors 7, estréel.

est réel, il suffit de montrer que 7, =Z,.

Pour montrer que Z, est imaginaire pur, il suffit de montrer que Z, =-Z,.
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Z_2 =(1+ Si)zozo e _Si)zozo
- (1 + 5i)2020 _ (1 _5i)2020

= (I+50)" = (1=5)"

= (1512 = (1+50)™
=—(+5)™ -1 -51)"")
= —Z2

Alors Z, est imaginaire pur.

Corrigé 6

On utilise les propriétés des modules :

|z,| =v4* +3* =416 +9 =25 =5,

|z,| =[3+i[2+5i] =9 +1x+/4+25 =290,

|Z|:|2+41|: 2+4i] _4+16 _\/@

U243 243 Ja+9

|z,| =|(1+2i)(3 = 5i)(1 - 2)| = |1 +2i[|3 - 5[[1 - 2]
=J1+4x/9+25x/1+4 =5./34,

(5+2i)3

| :|(3—Si)(5+2i)3|:|(3—5i)|

5 ‘ @+si’ ‘ ‘(2+51)4‘

_J9+25x(\25+4) _ 34
25 x(/25+4)° _ 3
f4+25)* 29

Corrigé 7

1)Ona
2, =4+4i= |2 =16+16 =432 =42

On note argz, =6,. Alors :

cosB, = 4 _ 1

T——=—

4\/5 ﬁ:e]:l[
N AN

2)Ona 2, =3+iW3 = |z,|=V9+3=412=23

On note argz, =6,. Alors :
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cosB =i=£
P32 T
=0,=—
sin 0 ——ﬁ -1 6
P32
Z
3) On constate que z, =Z—1.
2
Alors |z3|——_u:i=22
o] 23 N3
et argz. =ar 2 —argz —argz _nn_m
AP I T

4) On constate que z, =z,z, .
Alors |z, =|z,2,| =|z,||z,] =42x2\3=86 ,

_ _ T, TU_5T
argz, =argzz, =argz, targz, —Z+E—E

5) On constate que z, = L% Alors
ZZ

|Z| |zzzl ‘ZZHZI |Zz||| 2\/3(4x/§)| 16\/7
TTATE R ek T

Z, N

3
Z1
argz, = arg

o3
=argz,z, —argz,
2

_ - 3 4
=argz, targz, —argz,

=-argz, +3argz, —4argz,

3m Sm —
argz, =3argz, —Sargz, :7——.. Alors argz, :1_;

Corrigé 8

D’apres I’exercice précédent :

1) |Zl| =42 et argz, :;
Forme trigonométrique : z, = 4.2 (Cos; +isin g)

ou _4\/—(\/— \/_
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Forme exponentielle : z, =4v2¢* .
2) |z, =23 et argz, :]—gf
Forme trigonométrique : z, = 2\/§(cos7€T +ising)
Ou z, = 2ﬁ(£ +li).
2 2

Forme exponentielle : z, = 2/3e 5 .

2 !
3) |z = 2\/; et argz, =5 ¢
Forme trigonométrique : z, = 2\/§(cos£ +isin£) )

3 12 12

Forme exponentielle : z, = Z\Eei”.
4) |z4| =86 et argz, :%Tf

Forme trigonométrique : z, =8./6 (cosf—; +isin f—?) .

ST
Forme exponentielle : z, =8./6e .

16v2 T
5) |z.|=—+ et argz, =—*
) |z ™G 825 =1
Forme trigonométrique : z, = 16v2 (cos—2 +isin—).
W3 12 12
Forme exponentielle : z, :@e_iE )
33

Corrigé 9

1) Forme trigonométrique de z et z, :

D’apres I’exercice précédent on a :
m, .. T
z, :4x/§(cos§+isin§) ,et z, :2\/§(Cos€+1smg)

2.a) Forme trigonométrique de z, :
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D’apres I’exercice précédent on a : z, = 2\/§(cos%+isin %) (*)

Pour écrire z,sous la forme algébrique, on multiplie par le conjugué du

dénominateur : 7, =44 (3713
3+iV3 3-i/3
On obtient : 7, = 3+3\6 +3 _3\61 (%)

b) Par comparaison des écritures (*) et (**) du nombre z, on obtient :
3+43
12 202 62 242 4

NG
3-43
Gn2-_3 _33-3_V3-1_46-42
12 27*/5 6v2 22 4
NG

3.a) D’apres I’exercice précédent on a :

z, :8x/€(cosf—1;+isin?—1;) *)

Pour la forme algébrique de z, , on développe :

z, = (4+4)(3+iV3)

z, =12-4/3 +(12+4/3)i (%)

b) Par comparaison des écritures (*) et (**) du nombre z, on obtient :

m_12-43 _3-43 _3-1_6-2

COS— = =
12 8/6 NN 4

T_12+4/3 _3+3 _B+1_Jo+2
e 22 4

sin— =
12 86

Corrigé 10

1) Résolutions d’équations:
a) E, 7’ +22+10=0
Le discriminant : A =2%-4x1x10 = -36 = (6i)

Les solutions z, etz, avec Imz, <0:
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=20 asiet =205
2
Ensemble de solution : [s, ={~1+3i,-1-3i}|

b) E, 2 2 —4z+20=0
A=47-4x1%20=16—-80 = -64 = (8i)*
Les solutions z, etz, avec Imz, <0:

4-8i

.
A8 vsiet 4, = =24

Z; =

Ensemble de solution :

2.a) Représentation des points :

2, =7, =-1+3i= A(-1,3) ,z, =z, =-1-3i = B(-1,-3) )
Z, =2, =2+4=>K(2.4),z, =z, =2-4i=L(2,-4) 7 3
2, =2,-21=2+4i-2i =2+2i = E(2,2) /\\

b) Forme algébrique de z, : :

. o
2, =2,-2i=2+4i-2i= |z, =2+2i SR O T3

Forme trigonométrique :

2, =242 =z, =22 +2° =8 =22 e ]
2J_(

5 \/_j EZZ\E(COSEHSin;j

¢) Nature du quadrilatere ABLE :

D’apres la figure, il semble que ABLE est un parallélogramme. Pour la
démonstration on a :
2 =2y —z, =—1-3i+1-3i=-6i

AB B

Zigg = 2L

—z;, =2-4i-2-2i=-6i

24 =7 = AB=EL

Alors ABLE est un parallélogramme.
Nature du triangle AKE :

D’apres la figure, il semble que AKE est isocele en A. Pour la démonstration
ona:
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AK =|z, —z,| =[2+4i+1-3] =[3+i| =10

AE =z, —z,| =[2+2i+1-3] =[3-i| =10

AK=AE. Alors le triangle AKE est isocele en A.

3.a) L’ensemble I, des points M du plan d’affixe 2 tels que [f(z)|=1 :

7= 7

Ona fz)= 27274 On constate que f(z) =
z+1-3i =7,

A

Alors :[f(2)| =1 - =1 = |z-z|=[z~z,| = MK=MA
AN

D’ot1 ’ensemble I, est la médiatrice du segment[AK] .
Pour la construction, voir la figure.

b)L’ensemble I, des points M du plan d’affixez tels que |f(z)-1=+10 :

Ona [f(»-1=+10 - Z"Z_fi_l‘zm
z+1-3i
_ z—2—4i—zf1+3i|:\/E
z+1-3i |
|3 |=\/E _ |-3-i| _Jio
z+1-3i| |z+1-3
< ﬂ=\/ﬁ ~=>|2—ZA|=1 - AM=1
|Z—ZA|

AlorsT, estle cercle de centre A et de rayon 1.

Pour la construction, voir la figure.

Corrigé 11

On a pour tout nombre complexe z : P(z) =z’ —52° +12z-8
1. a) En remplacant z par 1 on obtient :
P1)=1)’-51)+12(1)-8=-4+4=0

b) 1° méthode : identification

Pour déterminer a et b tels que: P(z) =(z-1)(z* +az +b), on utilise une

identification (Développer, réduire, ordonner le second membre et identifier) :
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2z’ +az’ +bz -z>-az-b

2’ +(a-1)z’ +(b-a)z-b

(z-1)(z* +az+b)

Par identification :

2’ -5z +122-8= z’ +(a-1)z’ +(b-a)z-b, pour tout zOC; on obtient le

a-1=-5
. a=—4
systeme :{b-a=12 -
b=8
-b=-8

Alors, pour tout z[OC; P(z) = (z-1)(z* -4z + 8)

2*™ méthode : Division euclidienne
2’ -52°+122-8 z-1
7’ —17° 2" -4z +8
-4z° +12z -8
-4z’ + 4z
8z-8
8z-8
0

On en déduit que, pour tout zOC; P(z) = (z-1)(z" -4z + 8)
soit a=—4 et b=8.

3" méthode : Tableau d’Horner

L’utilisation du tableau d’Horner permet a la fois de calculer P(1) et
factoriser P(z) , (si P(1)=0):

1 5 12 -8
1 1 -4 8
1 4 8 0

Dou:a=-4 , b=8,P1)=0 et P(z) = (z-1)(z* -4z + 8)
¢) L’équation P(z) =0 équivaut z—1=00u z*-4z+8=0.
* Si z—1=0 on obtient la solution z, =1

*Si 22 —4z+8=0,0na A=16—32=-16 = (4i)’
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4+4i 4-4

Les solutions de cette équation sont : z, = > =2+2 ;2,= =2-2i

(Ces solutions sont conjuguées car les coefficients sont réels et le discriminant
est négatif).

L’ensemble de solutions de I’équation P(z) =0 est: S ={1;2 +2i;2 - 2i}

2. Le plan complexe est rapporté a un repeére orthonormal direct (O;:l,;) . Les
points A, B et Csont d’affixes: z, =1, z, =2+2iet z. =2-2i.
a) Calcul de modules arguments :

|zl| =|1| =1, argz, =0 [21‘[]

|z,| =2} +2 =8, argz, =£[ [27]

‘z3‘= 2> +(-2)? =48, argz, =%T [21‘[]

b) Représentation des
z
points : I

Ld

Les points A,B et C ont pour

affixes Les points z, =1, \ ,,,,,,,,,,,,,,

Zy, =2+2iet z. =2-2i. Alors
A1;0), B(2;2)et C(2;-2),

<)
o @
/
XY

3.a)Ona: ‘ ol = A

z, 2+2i
z 2-2i
_1+i

1-i IRREREEEREEE,
_(+D)(1+i)
T (1-i)(1+i)
2

T2

=i

3
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L _%"%

Z, -1
. Alors 2—2 =i, d’ou le triangle OBCest
L. "1,

On remarque que

Z, Z.-1Z

rectangle isocele en O.

C o
b) Pour déterminer I’ensemble [ des points M d’affixe ztelle que
z—-1
z—-2-2i

ZA
Z-7

=1

=1, on constate que cette égalité peut s’écrire :

B

Alors MOT o |z-z,|=|z-z,| = AM=BM

D’ou I’ensemble [ est la médiatrice du segment[AB] .

Méthode 2 : Equation de I

On pose z =x+iy ;
z-1

z—-2-2i

o |z2-1|=]z-2-2i

MOl -

o [x=1+iy| =[x =2+ (y - 2)i|
o J(x=1) +y? = (x=2)* +(y -2)°
= (x=1) +y> = (x=2)? +(y -2)

o X =2x+1+y’ =x" —dx+4+y’ -4y +4

= 2x+4y-7=0
D’ou I’ensemble [ est la droite d’équation 2x+4y—-7=0.
Remarque :

L’équation 2x +4y —7 = 0 représente la médiatrice du segment [AB] .

Corrigé 12

1) Ensembles de points
a)Soit E, I’ensemble des points M du plan tels que |z '| =3.

3i(z+6+_41j
3i _

z-3i ‘_

=3. Alors

Jiz+6+4i

Ona: |z'|=3 =
z-3i
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6 +4i
+

Z .
d’on [3i|—3|=3
z-3i
y/ +ﬂ -2i 4
3—. =1. E, dongc, est la médiatrice du segment [DC] ou D(——,2).
z-3i ! 3

b) Soit E, I’ensemble des points M du plan tels que |z'-3i|=3.Ona:

2-3i|=3 o [HZTOHA g5 Biz+6+4i-3in-9|_,
z=3i | z-3i |

kb B L.:S - |z—3i|=§ soit |z, ~z, _5

z-3i |Z—31| 3 3

5
E, donc, est le cercle de centre C et de rayon 3

¢) Soit E, I’ensemble des points M du plan tels que z' IR .Ona:

64 i
z'DRe(zEOouargM:O[T{])

z—3i

Soitz'=0 <« 3iz+6+4i=0 < z=—g+2i = M=D

. . z+6+4i
Soit arg%=0[n] = argdi+arg——3—=0[n] -
argi_.ﬁ=1—1[n] -
2-3i 2
argﬁ=;[n] = (MC,MD) = 7[n].

M appartient au cercle de diameétre [CD] privé de C et D. En particulier si M
estenD, z'=0.
Enfin, E, est le cercle de diamétre [CD] privé de C.

Tt
d) Soit E, I’ensemble des points M du plan tels que argz' = 5[21‘[] .Ona:
6+4i 4 .
z+ +—-2i

I . i 1 Tt z 1
argz =§[2T[] < arg31 +argz_—gf=§[2n] < E+argﬁ=§[2'r[]
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Z,, —Z T TU z
- argM=———[2T[] = arg
Zy~—Z. 3 2 Zy —Z

— — Tt
= (MC,MD) = —g[zn]
E,donc, est un arc (de sens indirect) d’un cercle d’extrémités C et D exclues.

T
e) Soit E, I’ensemble des points M du plan tels que argz'= E[n] .Ona:

z+ﬂ—2i
3

z-3i

argz‘=1—2-[[T[] = 1—2-[+arg =g[T[] - argZM :zD =0[T[]

Zy T Zc

~ (MC ,MD)=0[]
E,donc, est la droite (CD) privée de Cet D.

B

I

2) Pour montrer que les points A ;B ;M et M’ sont cocycliques ou alignés, il

suffit de montrer que le nombre Z tel que : Z=Z'_ Iax2% soit réel.
z2'-2, 1-12,
6 i
3iz 6.41—1—5i 1o
Ona: Z=—2=31 _ x -
3iz+6+4i . z—-1-5i
——+1-i
z-3i
Jiz+6+4i—-z+3i—-5iz—-15
_ z-3i o 2Hl-i
3iz+6+4i+z-3i—-iz-3 z-1-5i
z-3i
=2iz-z+71-9  z+1-i (-2i-1)z+7i-9  z+1-i
N A X < = X
2iz+z+i+3 z-1-5i (2i+1)z+i+3  z-1-5i
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. 7i-9 7i-9
(—21—1) Z+— . -l z+— .
-2i-1 " z+1-i - 7= -2i—-1 9 z+1-i
. _ - - '+ _ =
(2i+1) z+l+3 z—-1-5i z+l. 3 z—1-5i
2i+1 2i+1
—(z-1-5i)  z+1-i
= X
z+1-i z—1-5i
Z=-1dou ZOR"
Alors les points A,B,M et M' sont cocycliques ou alignés.

e 7=

Corrigé 13

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O;ﬁ, 3) .
1) On pose: P(z)=z' -(11+6i)z2+(28+38i)z—12-60i ou zest un nombre

complexe.
a)Pour calculer P(3) et déterminer les nombres a et btels que pour tout z de C

P(z) =(z-3)(z2+az+b), on peut utiliser la division euclidienne, une
identification ou le tableau d’Horner :

1| -11-6i | 28+ 38i -12 - 60i
3 3 —-24-18i | 12 +60i
1| -8-6i | 4+20i 0

Alors, P(3) =0 et pour tout zde C :P(z) =(z—-3)(z>+(-8—-6i)z +4+20i).
Donc a=-8-6i et b=4+20i.
b) L’équation P(z) =0 équivauta z—3 =0 ou z2+(-8-6i)z+4+20i=0
Onaz-3=0- z=3.
Le discriminent de I’équation du second degré est
A =(-8-6i)° —4(4+20i) = 64— 36 +96i —16 — 80i
A=12+16i = (4+2i)’. Donc 3=4+2i .
Les solutions sont
_8+6i—-4-2i

+6i+4+2i
SBHOI A A et s, =TT
2 2
Conclusion : L’ensemble de solutions de D’équation P(z)=0 est

S={3, 6+4i, 2+2i} .

¢) Les points A, B et C sont les images des solutions de I’équation P(z)=0
avecIm(z,) <Im(z,) <Im(z.). Donc z, =3, z, =2+2i et z,. =6+4i

G barycentre du systéme{(A;z),(B;-Z),(C;2)} . G est alors le quatriéme sommet
du parallélogramme ABCG.

Z,
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L’affixe de G est : 5, = 2% ~2% *22¢
. 2-2+2

_2(3)-2(2+2i)+2(6+4i) _14+4i

G — 2 -
2) L’application f, du plan P dans lui-méme qui a tout point M du plan
associe le point M' tel que :

MM = 2MA - 2MB + (3 - k)MC .

Cette question sera traitée par deux méthodes : Calcul vectoriel ou nombres
complexes
Méthodel : Calcul vectoriel
a) L’application f est une translation si et seulement si le vecteur MM' est
constant.
La fonction vectorielle de Leibniz (M — 2MA - 2MB + (3-k)MC) est constante si

et seulement si le poids du systeme {(A;2),(B;-2),(C;3-k)} est nul. Ce qui

=7+2i

équivaut a 3-k =0 . Soitk =3.
Alors, £, est une translation si et seulement si k =3. On obtient son vecteur en
remplacant M dans D’expression vectorielle v =2MA -2MB +(3-k)MC par
n’importe quel point. Pour M en C on obtient v = 2CA - 2CB = 2BA .
b) Si k#3, le poids du systeme {(A;2),(B;-2),(C;3-k)} est non nul. Donc ce
systeme admet un barycentre G, et on a pour tout point M du plan
2MA - 2MB +(3-k)MC = (3-k)MG, . D’otl1 :
f.(M)=M' - MM =(3-k)MG, .
£ (M)=M' =« MG, +G,M' =(3-k)MG,

o GM'=(2-k)MG,
Enfin, f M)=M' =« G M'=(k-2)G,M
Particulierement, pour k=2 on a: f(M)=M'- m =0 = M' =G, donc
I’application f, est constante.
G, est le barycentre du systeme {(A;2),(B;-2),(C;} . Alors
CG, =2CA -2CB =2BA . Donc CG, =2CG . Alors G, est le symétrique de C par

rapport a G.
Maintenant, si kOR\{2;3}et M wun point invariant par ., alors

fM)=M =« GM=(k-2)GM - GM=0- M=G,. D’ou f, admet un unique
point invariant Q_=G, =bar{ (A;2),(B;-2),(C;3-k)} .
f,_ est ’homothétie de centre Q, et de rapport k-2.

¢) On a Q, =G, =bar{(A;2),(B;-2),(G3-k)}
Donc 20 A-2Q B+(3-k)Q,C=0
2BA+(3-k)Q C=0
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Q@:Lﬁ
3-k

Alors Q, est situé sur la droite passant par C et parallele a (AB).

Comme —2 20 et AB#0,0na QkC¢6 donc Q, #C.

Comme k#2, on a @iZﬁ donc Q, #G, ou G, est le point tel que
@ =2AB . G, est le symétrique de C par rapport a G. C’est aussi le
quatriéme sommet du parallélogramme ABGG,.

Conclusion : Le lieu géométrique des points Q, lorsque k décrit R\{2;3} est
la droite passant par C et parallele a (AB) privée de C et G,.

d) Le centre de gravité R du triangle AMM” est le barycentre du systéme
{(A;1),(M;1),(M ;D) . Alors pour tout point M du plan on a, pour k=1 :

3MR = MA + MM_+ MM = MA +(2MA - 2MBE + 2MC) = 3MA +2BC

D’ou 3MR -3MA =2BC - 3AR =2BC.

Enfin AR = %]TC .D’ou le centre de gravité R du triangle AMM?’ est un point
fixe indépendant de la position de M. Le lieu géométrique de R est un point

fixe.
On peut aussi remarquer que, pour k=1, la transformation f est

I’homothétie de centre Q =bar{ (A32),(B; -2),(C;2)} =Get de rapport k-2=-1.
Alors c’est une symétrie centrale de centre G. Donc G est le milieu du segment
[MM'].
D’ou le barycentre R du systéme {(A;1),(M;1),(M';1)} est celui de {(A;1),(G;2)}.
Donc AR = %E . Comme AG=BC on retrouve le résultat précédent
AR =246 = 2BC.

3 3

Le centre de gravité R du triangle AMM’ est fixe car le milieu G des points
variables M et M’ est un point fixe.
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Méthode2 : Nombres complexes

a) On désigne par z et z’ les affixes respectives de M et M’.

MM ' =2MA -2MB +(3-k)MC « z'-z=2(z, —2)— 2(z, —2) + (3 -k)(z —2)

= 2'-2=2(3-2)-22+2i-z)+(3-Kk)(6+4i—1z)

= 72'=2+6-22-4—-4i+2z+18-6k +12i—4ki—(3—-Kk)z

= z'=(k—2)z+20-6k +(8—-4k)i

Une expression de type z'=az+b avec aR,b0C.

Si k=3,0na z'=z+2-4i donc f, est une translation dont le vecteur a pour

affixe 2—4i . Soit ;(2 ]
-4

Si kOR\{2;3},alors k-2#0 et k-2#1. Les points invariants sont d’affixes z
vérifiant z'=z .
20 - 6k + (8 —4K)i

3-k

2'=2 - 2=(k-2)z2+20-6k +(8-4Kk)i = z =

D’ou f, admet un unique point invariant Q, d’affixe 2 = 20 _6k3+ (: BLLY W

D’apres la forme complexe z'=(k —2)z +20 -6k + (8 - 4k)i , f, est ’homothétie de
centre Q, et de rapport k-2.

¢) L’affixe de Q, est z, = 20‘6k3+ (1:3—4k)i .

-

. _20-6k _ 6k-20
Ko3-k k-3

_8-4k _ 4k -8
Y T3k T k-3
( 2

=6—
Y k-3

. i 2 2x+y-16=0. C’est I’équation d’une droite A.
y, =4+

k-3
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Comme (xk,yk)=[6—k—i3,4+k;13) avec %31:0 et ﬁ#o. On a alors
(x-¥,) #(6:4) . D’ou Q, #C(6,4).
Comme k #2, on a (%% ) #(x,0Y,) =

2-3 2-3
Conclusion : Le lieu géométrique des points Q, lorsque k décrit R\{2;3} est

(Xk,yk)¢(6—i,4+i]:> (Xk,yk) ¢(8,0) ,donc Q #G, (8,0) .

la droite A d’équation 2x +y -16 = 0 privée de C(6,4) et G, (8,0) .
* Pour k=1, Q =G, =bar{(A;2),(B;-2),(G2)}. C’est le quatrieme sommet du

14
X, =—=7
parallélogramme ABCG,, avec 42 .D’ott Q(7,2).
v, = E =2

d) L’affixe de M’ est z'=(k-2)z+20-6k+(8-4k)i. Pour k=1, on a

z'=-z+14+4i . Alors P’affixe du point R centre de gravité du triangle AMM ' est
_z,tz+z'

Zp = 3
_z+(-z+14+4i)+3

Z, = 3

_17+4i =£+%i . Alors lorsque M décrit le cercle r de centre G passant

T3
par C, le point R reste fixe.

3) Pour tout point M du plan on a ¢(M)=2MA2-2MB2+2MC? et I I’ensemble
des pointsM tels que $(M) =m , ou m est un réel.

La somme des coefficients est égale a 2 (non nulle). Le barycentre G de ce
systeme est le point Q, (7,2).

Alors, par transformation d’écriture on obtient I’écriture réduite
d(M) =2MG2+$(G) .

Donc MOl = 2MG2+¢(G) =m

soit MG2 = w .

Calculons ¢(G) :

On a ¢(G) =2GA2-2GB2+2GC2. On remarque que G est le point Q, (7,2) .
Donc : GA?=|z, —z,| =[3-7-2i[ =|-4-2i =20

GB2=|z, —z,| =[2+2i-7-2i| =|-5]" =25

GC2 =z, -z.| =|6+4i-7-2i| =|-1+2i =5.

Alors ¢(G)=2GA2-2GB2+2GC(?
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$(G)=2x20-2x25+2x5
Enfin ¢(G)=0.D’o0 MOT,, - MG2=% .

Discussion suivant les valeurs de m:
m<0 : [ est]’ensemble vide.

m=0 : [ estle point G
m>0 : [ estle cercle de centre G et de rayon r = \/% .
b) D’apres les résultats précédents, pour m =10, ’ensemble est un cercle de

10
centre G et de rayon r =\/% =\/; =y/5. Comme GC2=5 , ce cercle passe par

C. Donc T, est le cercle de centre G passant par C.

Corrigé 14

. Soit z, =a ,d IR la solution réelle de I’équation
E: 7°-(6+3)z+(21+19)z-26(1+i)=0
Alors : a® —(6+3i)a* +(21+19)a -26(1+i) =0

a’-6a’-3ia’ +21a +19ia —26-26i =0
a’=-6a’+210-26+ (=30’ +19a -26)i =0

. On résout le systeme :
o’ -6a’ +210-26=0 (1)
-3a* +190 -26 =0 (2)

D’apres (2) On trouve : a, =2,q, =E.

En remplacant dans (l) on trouve que O, = 2 vérifie (l) et a, = ? ne vérifie

pas (1) Alors z, =2

. On pose P(z) = z° —(6+3i)z" +(21+19i)z —26(1 +1)
On factorise par(z—-2) :

On utilise le tableau d’Horner ;
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1| -6-3i | 21+19i | -26-26i
2 2 -8-6i | 26+26i
1]-4-3i | 13+13i | 0
Alors : P(z) =(z—-2)(z* +(—4-3i)z +13+13i)

. Résolvons I’équation : z° —(4+3i)z+13+13i =0
A=(4+3i)*—52-52i =—-45-28i.
Par le calcul on obtient une racine carrée 0=2-7i.

Les racines de I’équation du second degré :

_4+3i+2-Ti _44+3i-2+7i

zZ, > =3-2; z,= > 1+5i

. Ensemble de solution : S = { 2,3-2i,1+ Si}

Corrigé 15

2 2

1) On a: a2=[\/2_\/§+i\/2+\/§J2

2 2‘*/§+2i\/2'2*/§x2”’2*/§ 2443 =—_22*/§ +2i\gz>a2 =3 +i

a“ =
2 2

Module : ‘az‘=‘—\/§+i‘= 3+1 = ‘az‘=2

. Argument : Soit 0 un réel tel que arga’ =0
Alors : cosO=——, Sin9=1:> argazzs_n.
2 2 6

2.a) Module et argument dea :

. Module : ‘az‘ =2= |a| =2
. Argument : arga’ = 5?“ = 2arga = S?T[

_5m
arga = 1 + KT, kI:I{O,l}
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. 5
Soit k:():arga:—n
12

. 5 17
Soit k:1:arga:—n+n LUALY
12 12

Comme Re(a) >0 et Im(a) >0, arga# 117—2T[ Enfin,arga = i—’;
3) D’apres ce qui précede, on déduit que :
2- f

ﬁ
2+43

-V 2

2- f

= sin—

4) Le nombre a" est réel si et seulement si arga” =krou k[Z :

arga" —kT[c»SLT[ <=>5n=12k.:.n=12_k
12 5

n est un entier naturel et le nombre 12 n’est pas divisible par 5, donc k est
divisible par 5. On prend k =5k’ avec k'[1Z.

arga” =kTl = n :IZXE = n=12k'

Alors, ’ensemble des valeurs de n tels que a" soit réel c’est les multiples de
12.

Corrigé 16

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O; ﬁ,§) .

1) On pose: P(z) =z —-(11+6i)z2+(28+38i)z—-12-60i ou zest un nombre
complexe.

a)Pour calculer P(3) et déterminer les nombres a et btels que:

P(z) =(z-3)(z2+az+b), on peut utiliser la division euclidienne, une
identification ou le tableau d’Horner :

1| -11-6i | 28+38i -12-60i
3 3 —24-18i | 12+60i
1| -8-6i | 4+20i 0
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Alors, P(3) =0 et pour tout Z de C :P(z)=(z-3)(z2+ (-8 —6i)z + 4 +20i) .
Donc a=-8-6i et b=4+20i.
b) L’équation P(z) =0 équivauta z—3=0 ou z2+(-8-6i)z+4+20i=0
Onaz-3=0-2z=3.

Le discriminant de I’équation du second degré est
A =(-8-6i)" —4(4 +20i) = 64— 36 +96i —16 — 80i
A=12+16i =(4+2i)’. Donc 0=4+2i .

_8+6i+4+2i
! 2
Conclusion : L’ensemble de solutions de I’équation P(z)=0 est

S={3, 6+4i, 2+2i} .

= 6+4i et zz=w=2+2i.

Les solutions sont : z

Corrigé 17

Pour tout nombre complexe z on a : P(z) =z’ —(1+2c0s0)z” +(1+2cos0)z -1
ou 80[0;217 .
1.a) Calcul deP(1):
P1)=1-(1+2cos0)x1* +(1+2cos0)x1-1=0

. Pour résoudre, dans C,l’équationP(z) =0,on factorise P(z) et pour

cela on peut utiliser la division euclidienne , une identification ,ou bien le
tableau d’Horner : 1 est une racine du polynome P

1 —-1-2cos® | 1+2cosO -1
1 1 —2cos0 1
1 -2cos0 1 0

Alors Pour tout nombre complexe z on a : P(z) =(z—1)(z> —2cos08z +1)

P(z)=0 = (z—1)(z*-2cosBz+1)=0
soit z-1=0 = z,=10R
ou z2-2cosBz+1=0

Résolvons I’équation :z*> —2cos0z+1=10
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A'=(-cos)’ —1x1
=cos’0—-1
= —(1-cos’> 0)
=(isin0)*
Donc

_cosO+isin0O
1
. cosO—isin0

U

=cosO+isin0
=cosO—isin0

Si sin020,Im(z,)20=>2z, =z'=cosO+isin® et z, =cosO—isinb .

Donc D’ensemble de solutions de I’équation P(z)=0 dans C est:

S ={1;c0s9+isin9;c0s9—isin9} .

Corrigé 18

1) ABC est équilatéral direct :

a T s
ze?=(c—a)=e3(b-a)
-a

DEF est équilatéral direct :

=

=

LT LT
=e’=(f-d)=e’(e—d)
e—d
2) EDBG est un Parallélogramme
:ﬁ=ﬁ:g—b=e—d =>g=b+e-d
DCHF est un parallélogramme = h-c=f-d
=>h=c+f—-d
h-a
g—a
g-a=b-a+e—-d, h-a=c-a+f-d

3) On calcule

T T
h—-a=e3(b-a)+e3(e—d)
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Corrigé 19

1.a) Pour calculer P(3i) on remplace z par 3i :

P(3i) =(3i) - (1+4i) (3i)’ - (9-1) (3i) - 6 +18i
= 27i +9 +36i - 27i -3 - 6 +18i
=0

Alors le nombre 3i est une racine de P.

Donc ils existent deux nombres complexes a et b tels que pour tout zOC,
P(z) =(z-3i)(z* +az+b).

Utilisons le tableau d’Horner pour les déterminer :

1|-1-4i | -9+i | -6+18i
3i 3i -3i+3 | -18i+6
1|-1-i |-6-2i |0

D’ou a=-1-i et b=-6-2i
Alors pour tout zOC, P(z)=(z-3i)(z* - (1+i)z-6-2i)

b)Ona P(z)=0 = z-3i=0 ou z’-(1+i)z-6-2i=0.

D’une part z-3i=0 - z=3i

D’autre part, le discriminant de I’équation z* - (1+i)z—6-2i =0 est
A=(1+i)" +4(6+2i) =24+10i =25-1+2x5xi = (5+i)’

D’ou =5 +i est une racine carrée de A.

Alors les solutions de cette équation sont

+i+(5+i +i-(5+i
z'=1 l 2(5 l)'=3+i etz"=1 l 2(5 1)=

-2.

Conclusion : L’ensemble de solutions de I’équation P(z)=0 est

S ={-2,3i,3 +i}
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¢) En remarquant que |-2|<[3i|<[3+i|] ;onaalors z, =3 +i; z, =3i et z, =-2.
Construction :

z, =3+i=A(351)

z, =3i= B(0;3)

z. = 2= C(-2;0)

On a Z27% _ 3-B+D) _—3+2i_iGi+2) —ize? donc (FC,E&) =E[2Tt] et
Z, -z, 3i-(-2) 2+3i  2+3i 2

BA

BC =1 . D’ou le triangle ABC est rectangle isocele direct en B.

d) Le point A’ est le barycentre du systeme {(A;-5),(B;6),(C;12)} . Alors

=S5z, +6z, +12z_

L’affixe de A'est z,, =

-5+6+12
_=5(3+1)+6(3i) +12(-2)
A -5+6+12
-39 +13i
ZA’ =
13
Donc : z,, =-3+i et A'(-3;1)

2.a) Puisque les points A, A'etB sont des sommets de Dellipse ' , et B
appartient a la médiatrice du segment [AA'], donc la droite (AA') est un axe
de T et par suite le centre de " est le milieu I de [AA].
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" z, tz,,
Son affixe est z, =—2—2

2
3+i+(=3+i)
2, =—m———
2
z, =i

Alors le centre de I est le point 1(0,1).

Les demi-longueurs des axes sont a=IA=|z, -z =|[3+i-il=[3|=3 et

b=1IB=|z, -z,|=I3i—il=[2i/=2 donc a>b, d’oil c=va’-b?=/9-4=1/5 et
J5

, o o,z C
par conséquent I’excentricité de ' est e=—=e= i
a

b) Le centre de I' est le point 1(0,1). Ses demi-longueurs des axes sont a=3 et
b=2. Alors, une équation cartésienne de I' dans le repere (0;1,)) est

(x—O)2 y—12
3 + 22) -1

< 2 (y-1)
C'est-a-dire : X, (y ) =1
9 4

¢) Pour déterminer les coordonnées (x,y) des points d’intersection de ' avec

(0x), on résout le systéeme :

y=0
2 _1\2
0D
9 4
y=0
Ceci équivaut a < 1
_+_=1
9 4
y=0
x_3
9 4
y=0
o
4
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27
Xx=%|—
4
Donc ' coupe (Ox) en deux points M(SI ) et N(S—\/_ 0)
N X2 Yy?
d) Dans le repere (I;i,j), ’équation réduite de T est T+T_1 ; avec

X=x

Y=y-1
Les foyers de [ sont F(c;0) et F'(—c;0) avec c¢=+va’ —b* =/9-4=4/5
Donc F(\/g;()) et F'(—\/E;O) .

Les directrices de ' sont les droites D et D' d’équations respectives

Donc X=i et Xz—i.

75 75

Alors dans le repere (0;1,))
Les foyers : F(\/g;l) et F'(— 5;1) car Y=y-1=y=Y+1.

Les directrices ont pour équations: X = 2 et X = -2 car X=x.

J5 J5

Pour la construction voir la figure précédente.

Corrigé 20

1.a) P(z2)=2° - (7+3i)2* + (12 +15i)z -4 -18i
P(2)=2°-(7+3i)2> +(12+15i)2-4-18i =8 -28-12i + 24 +30i -4-18i = 0.

Alors le nombre 2 est une racine de P . Donc ils existent deux nombres
complexes a et b tels que pour tout zOC, P(z) =(z-2)(z* +az+b). Uutilisons le
tableau d’Horner pour les déterminer :
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1| -7-3i | 12+15i | -4-18i
2 2 -10-6i | 4+18i
1|-5-3i | 2+9i 0

D’ou a=-5-3i et b=2+9i

Alors pour tout zOC, P(z)=(z-2)(z> - (5+3i)z+2+9i)

b) P(z)=0 < z=2 ouz®-(5+3i)z+2+9i=0. Pour cette derniére équation
on a A=(5+3i)"-4(2+9i)=8-6i=(3-i),
z1=(5+31)+(3_1)=4+i et Z2=(5+31)—(3—1)
2 2
I’équation P(z)=0 sont z,=2;z, =4+i et z, =1+2i.

donc ses solutions sont

=1+2i. D’ou les solutions de

¢) Comme Im(z,)<Im(z,)<Im(z,) alors z, =2; z, =4+i et z, =1+2i.

)|

\

" 3 3 4

i
'

zy—z, _1+2i-2 _-1+2i _i(i+2) _

On a =
2+i 2+i

- i, d’ou le triangle ABD est
Z, -z, 4+i-2

rectangle isocele et direct en A.

2° a) Le point C est donc un sommet du carré ABCD alors son affixe est

2.=-2, tz;+z,=3+3i, donc Daffixe du barycentre du systeme
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9z, -6z, +22. _18-24—6i+6+6i
9-6+2 5
barycentre du systeme {(A;9),(B;-6),(C;2)} .

{(A39),(B;-6),(Cs2)} est =0. D’ou O est le

b) Soit ¢(M)=9MA*-6MB* +2MC>. Pour tout point M du plan, on a
¢ (M) =5MO* +90A* - 60B* +20C* donc

& (M) =5MO? + 36 -102 + 36 = 5MO* - 30.

Alors MOT, = ¢(M)=-10 = 5SMO’ =20 = MO’ =4,

Donc I, est le cercle de centre O et de rayon 2, il passe par A.

¢) Soit P(M) =4MA? - 6MB? +2MC".

On remarque que P(A) =4AA> -6AB* +2AC* =-10, donc AT,

Pour tout point M du plan, on a Y(M)=2MA.i+y(A)=2MA.i—10avec
ii=4MA - 6MB +2MC =6IB ou I est le barycentre du systtme {(A;2),(C;1)},

donc z, = 22[‘% = % +i. Alors §(M) = 12MA.IB - 10

MOr, - (M)=-10 « MA.IB=0. Donc I,est la droite perpendiculaire 2
(IB) passant par A.

d) Soit 5(M) =(9MA - 6MB + 2MC) (MA - MB +MC) = 5MO.MD
Soit J le milieu de [OD], L’affixe de J est donc zJ=%zD=%+ialors

MO.MD = MJ> —%ODZ =MJ> —%.

. 25
Pour tout point M du plan on a donc G(M)=5MJ2_T et alors

MOr, - SMJZ—%=10 - MJ? =?

Alors [',est le cercle de centre J et de rayon % 13.0r AJ® =?d0nc le cercle

I, passe par A.

3°a) L’écriture complexe de S est de la forme z' =az +b avec
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S(A)=B
S(B)=D

z, =az, +b

z,=az; +b
4+i=2a+b
1+2i=a(4+i)+b

a=-1+i
b=6-i
Donc I’écriture complexe de S est z' =(-1+i)z+6-i.

Donc le rapport de S est |-1+i/ =2,

son angle est une mesure de arg(-1+i) = 3771

6-i 13
= +

_6-i 13 4.
1-(-1+i) 5 5

et son centre est le point Q d’affixe w= i.

b)Ona S= s(Q;\/E;:;Tnj

2018
donc par composition des similitudes : S*** = S(Q;(\/E ) ;%Tx 2018)

Alors : §*® =s(Q;2“’°9;—g)

¢) On a §* =s(Q;(x/§)4;3Tn><4):>S4 =s(Q;4;1) c’est donc ’homothétie h de
centre Q et de rapport —4 et on a S* =h’ est ’homothétie de centre Q et de
rapport 16.

En plus on a 2020=4[8] ce qui montre que 2020** =4*"[8]. Or

42020 - 24040 - 23X1346+2 - 24037 X 23 - 24037 x8 , un mllltiple de 8, donc 42020 = 0[8] .

Ce qui montre ’existence d’un entier k tel que 2020*"*

S 20202020

=8k et par conséquent
8k =48k

que =S%* qui est I’homothétie de centre Q et de rapport (—4)

D’oit S est une homothétie de rapport positif.
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I. RESUME DE COURS
Divisibilité dans Z
1) Définition

Soient a et b deux entiers relatifs, on dit que b divise a s'il existe un entier
relatif k tel que a = kb. On note: bja

Remarques

. On dit aussi que a est un multiple de b ou b est un diviseur de a.
. 1 et -1 divisent tous les nombres.

. Un nombre a admet au minimum 4 diviseurs : {1;-1;a;-a} .

2) Propriétés
Soient a, b, ¢ trois entiers relatifs et n un entier naturel non nul.

(a|b et b|a) = (a =boua= —b)

(a | betblc ):> a|c (transitivité )
(claet ¢b) = c|ma+vb);u,vOZ (divisibilité par combinaison linéaire)
alb= -a|b

alb=|a/<|bl; b0
a|b = a|bc pour tout entier ¢
a|b = ac|bc pour tout entier ¢ non nul.

(a—b) | (a“- b“); nON"

AN A A o

Si n est impair alors (a+b)|(a"+b"); nON"

3) Criteres de divisibilité

Soit n un entier naturel

n Criteres de divisibilité par n (en écriture décimale)

10 Le chiffre des unités est 0.

2 Le chiffre des unités est paire :0, 2, 4, 6, 8.

5 Le chiffre des unités est 0 ou 5.

4 Le nombre formé par les deux derniers chiffres est divisible par 4
25 | Le nombre formé par les deux derniers chiffres est divisible par 25.
8 Le nombre formé par les trois derniers chiffres est divisible par 8.

125 | Le nombre formé par les trois derniers chiffres est divisible par 125.
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n Criteres de divisibilité par n (en écriture décimale)

w

La somme des chiffres qui le composent est divisible par 3.

9 La somme des chiffres qui le composent est divisible par 9.

11 La différence de la somme des chiffres de rang impair et de la somme
des chiffres de rangs pair ( en partant de la droite ) est divisible par 11.

7 Le nombre de dizaines diminué du double du chiffre des unités est
divisible par 7.

Soustraction alternée des tranches de trois chiffres divisible par 7.

13 | Le nombre de dizaines augmenté de 4 fois le chiffre des unités est
divisible par 13.

Soustraction alternée des tranches de trois chiffres divisible par 13.

Division euclidienne

1) Division euclidienne dans N
Soient a et b deux entiers naturels, avec b # 0. Il existe un unique couple (q;r)

d’entiers naturels tels que a =pgq+ravec 0<r<b.

2) Division euclidienne dans Z
Pour deux entiers relatifs a et b avec b #0, il existe un unique couple (q;r)

avec q0z,roN tel que: a=pq+ravec 0<r<jb|.

a b q R

dividende diviseur quotient reste, rON, (r=0=bla)

3) Congruence
Soient a et b deux entiers relatifs, et n un entier naturel non nul.

Définition_ et notation
On dit que a et b sont congrus modulo n si a et b ont le méme reste dans la
division euclidienne par n.

Onnote a=b (n)OU a=b (modn)
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Propriétés
Soient a, b, ¢, a’ et b’ des entiers relatifs, et n un entier naturel non nul.

1. a=b (n) « b=a (n)
2. a=b () - a-b=0(n)
3. a=b (n) = n[(a-b)
4. nja - aEO(n)
5. n=0(n)
6. a=a (n)
7. ashb (n)>
= aEc(n)
bEc(n)

a' Eb’(n)
10. =b

? (n)>:>aa'Ebb'(n)

a' Eb'(n)
11. a=bm)=a" =b’(m) pour tout p de N,
12. a=b(n) = ac =bc(n)

4) Nombres premiers
1)Définition

Un nombre entier naturel p est premier s’il possede exactement deux diviseurs
positifs: 1 et p lui-méme.

2)Théoreme
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2 . n admet au moins un diviseur
premier.

Si n n'est pas premier alors il admet au moins un diviseur premier p tel que

p<vn .
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3)Critére de primalité

Si un entier naturel n n’est divisible par aucun nombre premier dont le carré
lui est inférieur ou égal, alors il est premier.

4)Théoremes

Théoreme 1: 11 existe une infinité de nombres premiers (Théoréme d’Euclide ).

Théoréme 2: Tout entier naturel n > 1 s’écrit de facon unique sous la forme
d’un produit de facteurs : n=p;" Xp* Xp3’ X..Xp*  ou P;,P,,Pss--P, sont des

nombres premiers et a,,q,,d,,..,0, des entiers naturels. On note

n=l<_|pﬁk .

S) Crible d’Eratosthene
Pour trouver les nombres premiers, on peut utiliser le « crible d’Eratosthéne :

N

3 | 4|5 | 6| 7| 8| 9

0| 11| 12| 13 | 4| a5 | 16 | 17 | 187 | 19

|~

20| 2t | 22| 23 | 24 26 | 27 | 28 | 29
30 | 31 | 82 | 33 | 34 36 | 37 | 38| 39~

= = | ~

40| 41 | 42| 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48

PGCD

1) Définition
a et b sont deux entiers naturels non nuls. Le plus grand élément des diviseurs

communs de a et b est appelé Plus Grand Commun Diviseur de a et de b , on le
note PGCD(a ; b)oualb.

Si a et b sont des entiers relatifs non nuls : PGCD (a;b) = PGCD(Ja|;|b])
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2) Propriétés

a, b et ¢ étant trois entiers naturels non nuls.

claetc|b = c|PGCD(a;b)

b|a=b = PGCD(a;b)

1

2

3. PGCD(a;b) = PGCD(b;a)soit aOb=ba

4 PGCD (a; PGCD(b;c)) = PGCD(PGCD(asb) ;c)soit
ald(bOc) = (alb)Oc

5. aPGCD(b;c) = PGCD(absac) soit ab O¢) =ab Oac

6. a, b et g sont trois entiers positifs.

* glaetglb * glaetglb

g =PGCD (a,b) = . an_1e= e il existeuetv

g g tels que ua+vb=g

3) Algorithme d’Euclide

Théoreme
a et b étant deux entiers naturels non nuls tels que a>=b et a=bq+r avec

0<r<b
Si r=0, alors PGCD(a;b) =b, sinon (r#0), PGCD(a;b) = PGCD(b;r).

En d’autre termes :

a,b ON",

a2b, |[r=0= PGCD(ah) =b
a=bq+r,|r#0= PGCD(a;b) = PGCD(b;r)
0<r<b.

Propriété

Lorsque b ne divise pas a, le PGCD de a et b est le dernier reste non nul
obtenu par I’algorithme d’Euclide.

4) Nombres premiers entre eux

Définition
Deux entiers naturels non nuls a et b sont premiers entre eux (ou étrangers) si
PGCD(a ;b) =1.
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S) Théoreme de Gauss
Soit a, b et ¢ trois entiers naturels non nuls.
Si a et b sont premiers entre eux et si a|bc alors ac.

Conséquences

Soit a, b, ¢ et p des entiers naturels non nuls.
e ajc,

1) *b]|c, :>

* PGCD(a,b) =1.

2)

e p est premier
pestp ’>:> plaoup|b

* p|ab.

* p est premier,
3) * PGCD(p,a) =1, )= | PGCD(p,ab) =1]
* PGCD(p,b) =1.

Si a et b sont premiers entre eux et si a|bc alors ac.

6) Petit théoreme de Fermat

Théoreme
Soit p un nombre premier et a un entier naturel premier avec p (non divisible
par p) alors a*™'-1 est divisible par p.

Corollaire
Soit p un nombre premier et a un entier naturel. Alors a”-a est divisible par p.

En d’autres termes :

* p est premier,

> = |a"-a est divisible par p

¢ a un entier naturel.
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PPCM

Définition

Soit a et b deux entiers naturels non nuls. L’ensemble des multiples positifs
communs a a et b admet un plus petit élément.

On appelle Plus Petit Commun Multiple de a et de b le plus petit entier
strictement positif commun a a et a b. On note PPCM(a ; b) ou aOb

Propriétés

1. a|b=PPCM(a;b)=b

2. PGCD(a;b) =1= PPCM(a;b) =ab

3. PPCM(a;b) = PPCM (b;a) SOit aOb =b Oa

4. PPCM(a; PPCM(b;c)) = PPCM(PPCM(a;b) ;c)soit
ald(bUOc)=(alb)0c

5. aPPCM(b;c) = PPCM(ab;ac)soit a(b Oc) =ab [ac

6. PPCM(a;b)xPGCD(a;b) =ab soit (adb)(aOb)=ab

Equations diophantiennes

1)Théoreme

a et b sont deux entiers naturels n on nuls et d=PGCD (a,b). Il existe deux

entiers relatifs x et y tels que ax+by =d.

Autrement dit :

a,b ONF,
d =PGCD (a,b)

> = |il existe deux entiers relatifs x et y tels que ax+by = d|

2)Théoreme de Bézout
Soit a et b deux entiers naturels non nuls. a et b sont premiers entre eux si et
seulement si il existe deux entiers relatifs x ety tels que xa+yb=1.

Autrement dit :

a,b ONF, il existe deux entiers relatifs

a et b sont premiers entre eux xety telsquexa+yb=1

3) Théoreme

a, b et c étant trois entiers naturels. L’équation ax +by =c admet des solutions

entieres si et seulement si ¢ est un multiple de PGCD(a,b).
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Systemes de numération

1) Systéme de numération décimale (ou « en base 10 ») :

Dans notre systéeme habituel de numération, on dispose de 10 symboles
(chiffres) : 0,1,2,3,...9 pour écrire tous nos nombres.

Tout nombre peut donc se décomposer en une somme de puissances de 10.

2) Systeme binaire (ou « en base 2 ») :

Ce systeme ne se compose que de deux symboles : 0 et 1 ; ce qui est tres
pratique pour toute I’électronique puisqu’il n’y a que deux possibilités : le
courant passe ou ne passe pas. Tout nombre se décompose donc ici en
«paquets de 2 » au lieu de « paquets de 10 », et donc en puissances de 2.

3) Systeme octal (ou « en base 8 ») :

Le systéme octal utilise un systéme de numération ayant comme base 8 (octal
=> latin octo = huit).

Il faut noter que dans ce systeme nous avons 8 symboles seulement : 0, 1, 2, 3,
4,5,60,7.

Cette base obéira aux méme regles que la base 10, vue précédemment,

4) Systeme hexadécimal (ou « en base 16 ») :

On dispose ici de 16 symboles et on décompose selon les puissances de 16. Les
chiffres s’écrivent ainsi : 0;1;2;3;4;5;6;7:;8;9;A;B;C;D;E;F.
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5) Tableau de correspondance entre base 2, base 8, base 10 et base 16:

Base 10 Base 2 | Base 8 | Base 16
0 0 0 0

1 1 1 1

2 10 2 2
3 11 3 3
4 100 4 4
5 101 5 5
6 110 6 6
7 111 7 7
8 1000 10 8
9 1001 11 9
10 1010 12 A
11 1011 13 B
12 1100 14 C
13 1101 15 D
14 1110 16 E
15 1111 17 F
16 10000 20 10
17 10001 21 11
18 10010 22 12
19 10011 23 13
20 10100 24 14
32 100000 40 20
48 110000 60 30
64 1000000 100 40
100 1100100 144 64
200 11001000 310 C8
400 110010000 620 190
500 111110100 764 1F4
800 | 1100100000 1440 320
1000 | 1111101000 1750 3ES8
2000 | 11111010000 3720 7D0
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II. QUESTIONNAIRES & CHOIX MULTIPLE

QCM1

Dans ce QCM, une seule des réponses proposées a chaque question est
correcte.

1) Quel est I’ensemble des entiers relatifs n tels que n-1 divise n+17 :
A. {233:4;7;10519;0;-1;-2 ;-5 ;-8 ;-17}
B. {2:3:;4;7;10;19;-1;-2;-3;-5;-8 ;-17}
C. {1;2;4;6;9;-6;-9;-18}
D. {0;1;2;4;-1;9;-6 ;-9 ;-18}

2) On divise un entier naturel n par 139 et 142. Les quotients sont égaux et
les restes respectifs sont 74 et 32. Quelle est la valeur de n ?

A. 1452

B. 1464

C. 2020

D. 3271

3) On sait que a est un entier naturel, et que le reste de la division euclidienne de a
par 90 est 75.Quelle est le reste de la division euclidienne de a par 45 ?

A. 40
B. 35
C. 30
D. 25

4) Le PGCD de 8534 et 6526 est :
. 26

B. 104
C. 251
D. 502

>

5) Le PPCM de 72 et 180 est :
A. 270
B. 360
C. 720
D. 1800
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QCM 2

Dans ce QCM, une seule des réponses proposées a chaque question est
correcte.

1) Soit n un entier naturel. Quels sont les entiers toujours premiers entre eux ?
Tn+1let 3n+2.

n+5et n-2.

2n+5et n+2

2n—1et 11In+3.

2) x et y sont deux entiers naturels tels que PGCD(x,y) =3 et x + y = 27. Quelle
valeur de x peut étre un élément d’un couple solution ?

9

18

21

27

3) Soit n un entier naturel.n’ —n est toujours divisible par :
11
14
20
21

4) Quelle affirmation est vraie ?
20207 = 1 [22]

20207 = 1 [22]
20207 = 1 [23]
20207 = 1 [23]

5) Quelle affirmation est fausse ?
2019 -2019 = 0 [19]

2020" -1= 0 [19]
2019 2019 = 0 [19]
2019 -2019 = 0 [2019]
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III. ENONCES DES EXERCICES CORRIGES

| Exercice 1

1) Trouvez, suivant les valeurs de I'entier naturel n, le reste de la division euclidienne
de 5" par 7.

2020
1

2) Trouvez le reste de la division euclidienne de 202 par 7.

3) Soit X=2011""" + 2014°"*
a) Montrez que pour tout entier naturel n, X est divisible par 7.

b) Montrez que pour tout entier naturel n, X est divisible par 25.

¢) X est — il divisible par 175 ? Justifier.

| Exercice 2 (Bac)

1) On considére 1'équation (E) : 2017x +41y =1, ot x et y sont des entiers relatifs

a) Vérifier que 2017 est un nombre premier puis montrer que I’équation (E) admet des
solutions entieres.
b) Vérifier que le couple (— 5;246) est une solution particuliére de (E). Résoudre I’équation

(E).

¢) Déduire qu’il existe un unique entier y inférieur ou égal a 2016 tel que : 41y = 1[2017]
Pour la suite de I’exercice on rappelle qu’un entier a est I’inverse de b modulo 2017 si
ab =1[2017] .

2) Soient a et b deux entiers relatifs.

a) Montrer que : si ab = 0[2017] alors (a = 0[2017] oub= 0[2017])
b) Déduire que: si a’ = 1[2017] alors (a = 1[2017] ouas-— 1[2017])

¢) Quels sont donc les entiers de ’intervalle [1;4033] qui sont égaux a leurs inverses modulo
2017 ?

Exercice 3
En rangeant les n pieces de son puzzle, un enfant constate que :

S’il les range par groupe de 5, il lui reste 3 pieces.
S’il les range par groupe de 7, il lui reste 2 pieces.
S’il les range par groupe de 9, il lui reste 1 piece.

S’il les range par groupe de 11, il ne lui reste plus de piéces.
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Sa mere affirme qu’alors 2n-11 est divisible par 5,7, 9 et 11.
1) A-t-elle raison ?

2) Combien ce puzzle contient de pieces sachant que ce nombre est inférieur a 2020 ?

| Exercice 4 (Bac)

1) On considére 1'équation (E) : 25x—49y =5, ou X et y sont des entiers relatifs.

a) Déterminer le pgcd de 49 et 25 a I’aide de I’algorithme d’Euclide et en déduire que
I’équation (E) admet des solutions entieres.

b) Vérifier que le couple (10 ; 5) est une solution particuliere de (E). Résoudre
I’équation (E).

¢) Montrer qu’il existe un unique entier p compris entre 1960 et 2018 tel que :

25p =5[49].

2.a) Justifier que si (x,y) est une solution de (E) alors 5x =1[7] et y =0[5].

b) Montrer que 5x =1[7] si et seulement si x =3[7].

3.a) Soit x un entier relatif. Quels sont les restes de x* dans la division euclidienne
par7 ?

b) Existe-t-il un couple (x,y) d’entiers relatifs tels que (xz,yz) soit solution de (E) ?

| Exercice 5

Quels sont les entiers n tels que n° - 1 soit divisible par 9 ?

| Exercice 6

On considere 1'équation (E) : 11x -7y =25 , ou x et y sont des entiers relatifs.

1.a) Justifier que I’équation (E) admet des solutions entieres et vérifier que le couple
(8,9) est une solution particuliere de (E).

b) Déterminer 1'ensemble des solutions de (E).

2) Soit (x,y) une solution de (E).

a) Montrer que si x est un diviseur de y, alors x est un diviseur de 25.

b) Soit m un entier relatif. Existe-t il des valeurs de m telles que le quotient 547
m

soit un entier relatif ?

20+11m
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| Exercice 7

On donne les nombres suivants en base 10 : A =1268 et B =2098.
Convertir ces nombres :

1) En binaire

2) En base 3

3) En base 5

4) En base 7

5) En base 8.

| Exercice 8

On donne les nombres suivants en base 10 : X =1216 et Y =8091.
Convertir ces nombres en hexadécimal .

| Exercice 9

Effectuer les opérations suivantes :

1) En base2: 110010110+10001110 =
2) En base 8 : 5612 +7572 =
3) En base 16 : 1D21+F1BC =

| Exercice 10

Convertir en décimal les nombres suivants qui sont donnés en représentation
hexadécimale :

a) 3DE18
b) SAFCE.
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V. EXERCICES DE SYNTHESE

Exercice 1

1) Ecrire I'ensemble des entiers relatifs diviseurs de 6.
2) Déterminer les entiers relatifs n tels que n — 4 divise 6.
3) Déterminer les entiers relatifs n tels que n — 4 divise n + 2.

4) Déterminer les entiers relatifs n tels que n + 1 divise 3n — 4.

Exercice 2

Déterminer le reste de la division par 7 du nombre 3224

Exercice 3

1) Déterminer les restes de la division de 5° par 13 pour p entier naturel.

2) En déduire que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, le nombre
N=31"" + 18" est divisible par 13.

Exercice 4

p et q sont des entiers naturels.
1) Démontrez que 277 —1 est divisible par 2" -1 et par 27 -1.

2) Déduisez en que pour que 2" —1 soit premier, il faut que n soit premier.

3) Prouvez a ’aide d’un contre-exemple que la condition « n est premier » n’est pas
suffisante pour que 2" -1 soit premier.

Exercice 5 (Bac)

1) On considére dans Z*, I’équation (E): 7x-5y=1

a) Justifier que le couple (3;4) est solution de (E) puis résoudre (E).

b) Montrer que si (x;y) est une solution de (E) alors {; :i[i]
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2) Dans cette question on se propose de déterminer I’ensemble S des entiers relatifs A

tels que A =45
€14 =37

a) Soit A un élément de S. Démontrer qu’il existe un couple d’entiers (x;y) tel que

A =7x+3=5y+4 ou (x;y) est une solution de (E)
b) En déduire que A OIS si et seulement si A =24[35].

¢) Soit n et a deux entiers naturels (0 <n <9) et B un entier qui s’écrit, en base n, sous

la forme 374a . Déterminer n puis en déduire I’écriture décimale de I’entier B sachant
qu’il appartient a S.

Exercice 6 (Bac)

On considere I'équation (E) : 5x-3y =17 , ou x et y sont des entiers relatifs.

1.a) Justifier que I’équation (E) admet des solutions entieres et vérifier que le couple
(4,1) est une solution particuliere de (E).

b) Déterminer 1'ensemble des solutions de (E).
2) Soit (x,y) une solution de (E).

a) Montrer que si x est un diviseur de y, alors x est un diviseur de 17.

b) Soit m un entier relatif. Trouver les valeurs de m telles que le quotient 1+5

un entier relatif.

Exercice 7

1) On considere dans 7 x 7Z 1’équation (E) :18a + 23b = 2001.

a) Montrer que pour tout couple (a, b) solution de (E) a est un multiple de 23
et b un multiple de 3.

b) Déterminer une solution de (E).
¢) Résoudre (E).

2) Déterminer les couples (p, q) d’entiers tels que 18d + 23m = 2001, ou d
désigne le pged de p et q, et m leur ppcm.

Exercice 8

1. On considere I’équation (E) : 8x+ Sy = 1, ou (x ; y) est un couple de nombres
entiers relatifs.

a. Donner une solution particuliére de I’équation (E).
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b. Résoudre I’équation (E).

2. Soit N un nombre naturel tel qu’il existe un couple (a ; b)) de nombres
N=8a+1

entiers vérifiant : .
N=5b+2

a. Montrer que le couple (a ; b) est solution de (E).
b. Quel est le reste, dans la division de N par 40 ?

3. a. Résoudre I’équation 8x + S5y = 100, ou (x ; y) est un couple de nombres
entiers relatifs.

Exercice 9

1) Vérifier les conversions suivantes du nombre X

Base 2 3 5 8 10 16

X 1000111101101 | 20021222 | 121324 | 10755 4589 11ED

2) Compléter le tableau de conversion

Base 2 3 5 8 10 16

X 4203

Y 6724

y/ 1C2D

Exercice 10

1. Résolution d’une équation

On considere I’équation (1) : 11n -24m =1 d’inconnue (n, m) élément de /A
a. Justifier, a I’aide de I’énoncé d’un théoreme, que cette équation admet au moins
une solution.

b. En utilisant I’algorithme d’Euclide, déterminer une solution particuliere de
I’équation (1).

c. Déterminer I’ensemble des solutions de I’équation (1).
2. Recherche du PGCD de 10" -1 et 10°* -1
a. Justifier que 9 divise 10" -1 et 10* -1.

b. Soit (n, m) un couple quelconque d’entiers naturels solutions de (1). Montrer que
I’on peut écrire
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(10" -1) - 10(10**" 1) = 9.

¢. Montrer que 10" -1 divise 10"" -1

Déduire de la question précédente I’existence de deux entiers N et M tels que :
(10" -HN -(10* -1)M =9.

d. Montrer que tout diviseur commun a 10* -1 et 10" -1 divise 9.

e. Déduire des questions précédentes le PGCD de 10* -1 et 10" -1.

Exercice 11

1. En utilisant I’algorithme d’Euclide, déterminer le PGCD des nombres 28 et 31.
Trouver alors deux nombres x et y entiers relatifs tels que 31x — 28y = 1.

2. Résoudre dans I’ensemble des entiers relatifs I’équation 31x — 28y = 414.

3. Le plan est rapporté au repére orthonormal (O;7, ).

On donne les points A(-30 ; — 48) et B(82 ; 76). On appelle (D) la droite (AB).

a. Trouver I’ensemble des points M(x ; y) de (D) dont les coordonnées sont des
nombres entiers relatifs.

b. Le repere utilisé pour le graphique est gradué de —10 a +10 en abscisses et de —14 a
+14 en ordonnées. Vérifiez et expliquez pourquoi il n’y a pas de point de (D) a
coordonnées entieres visible sur le graphique.

c¢. Pour remédier a I’inconvénient du 3.b. on décide d’agrandir la fenétre a [-40 ; +40]
en abscisses et a [-50 ; +10] en ordonnées. Combien y-a-t-il de points de (D) a
coordonnées entieres sur ce nouveau graphique ? Faire la figure.

Exercice 12

Les nombres 1 ; 11 ; 111 ; 1111 ; etc. sont des nombres que I’on appelle rep-units
(répétition de I’unité). Ils ne s’écrivent qu’avec des chiffres 1. Ces nombres possedent
de nombreuses propriétés qui passionnent des mathématiciens.

Cet exercice propose d’en découvrir quelques-unes.

Pour k entier strictement positif, on note N, le rep-unit qui s’écrit a I’aide de k
chiffres 1.

Ainsi N1 = 1, Nz = 11, N3 = 111, eee

1. Citer deux nombres premiers inférieurs a 10 n’apparaissant jamais dans la
décomposition d’un rep-unit. Justifier brievement la réponse.

2. A quelle condition sur k le nombre 3 apparait-il dans la décomposition du rep-unit
N, ? Justifier briévement la réponse.
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k-1

3. Pour k > 1, le rep-unit N, est défini par N, = 2110i =1+10+100+...+10*",

i=0

Justifier I’égalité : 9N, =10 —1 pour tout entier k > 1.

4. Soit k un entier strictement positif. Démontrer que : « 10* =1(7)» équivaut a « k

est multiple de 6 ».

En déduire que 7 divise N, si et seulement si k est multiple de 6.

Exercice 13 (Bac- traduit)

On considere I'équation (E) : 25x-9y =5,
ou x et y sont des entiers relatifs.

1.a) En utilisant I’algorithme d’Euclide,
déterminer deux entiers relatifs u et v tels
que 25u+ 9v =1. En déduire une solution
particuliere (x,,y,) de (E).

b) Déterminer 1'ensemble des solutions de
(E).

2) On désigne par dle PGCD de x ety ou
(x,y) est une solution particuliere de (E).

a) Quelles sont les valeurs possibles de d ?
b) Quelles sont les solutions (x,y)de (E)

telles que x et y soient premiers entre eux?
c¢) Peut-on trouver un couple (x,y)

d’entiers relatifs tel que (x°,y”)soit

solution de (E) ? Justifier votre réponse.

s (E): 25x-9y=5 Adalaall yias
Jasa Glae y 9 x

O ualB) da ) 6 aladialy (a1
O9Se v g U (pdaaua (e
bald Ma milind, 25u+9v =1

. (B) dalaall (x,,y,)

(E) Jsis ds sa2a &® (b

d ilall delaall d Jadh A (2

da (x,y) sy 9x Cpaall JeY)
(E) dalaall

¢d ;uwaﬁm@ L (a

(B) dalaall (x,y) Jsiadl L (b
Oalsl y 9 x Gl ¢S Ledal e (A
flagly Lah

DY) G (x,y) G933 0Ser da (c
Ma (x%,y7) QS oy daaall
Llsa e 8(E) Aalaall
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A0 B~
COLLECTION

Accompagnement au Bac

Dans les ouvrages de la collection ESSEBIL AU BAC vous trouverez chaque
trimestre:

ESSEBIL AU BAC - Mathématiques

Des résumés de cours pour réviser rapidement et mémoriser les formules,

Des QCM pour ’entrainement et la maitrise des notions du programme,

Des exercices corrigés variés et progressifs pour teser et approfondir vos

connaissances,

v Des exercices de synthése et des problémes non corrigés pour préparer
éfficacement 1I’épreuve du Bac.

v Quelques traductions pour améliorer le niveau d’acquisition.

ANANIN
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IV. CORRIGES DES EXERCICES

Corrigé 1

1DOna:

(5" =1[7]
5' =5[7]
5* =4[7]
5' =6[7]
5¢=2[7]
5° =3[7]
5°=1[7]

A

On en déduit que pour tout entier k :

(5% =1[7]
5%+ =5[7]
5%+ =4[7]
|56 = 6[7]
5%+ =2[7]
54 =3]7]

2) On a 2021=7x288+5,donc 2021=5 [7] et 202" =5 [7].
D’autre part, 2020 =6 %336 +4, donc 2020 est du type 6k +4.
Alors 5 =5%*=2 [7].

On en déduit que le reste de la division euclidienne de 202122

3) Ona X=20117""" + 2014 .
a) On a 2011=7x287+2,donc 2011=2 [7] et 2011=-5 [7]

par 7 est2.

On a aussi 2014 =7x287 +5,donc 2014 =5 [7] .

Donc 2011*"*' = (—5)2“+1 = -5+ [7] (car 2n +1 est impair) ;

Essebil Au Bac 7C Arithmétique Horma Hamoud 101



et 2014 =5 [7]. Par addition 2011 + 2014 =0[7] . Alors,

pour tout entier naturel n, X est divisible par 7.

b) On sait que 2011=11 [25] et 2014=14=-11 [25].

En élevant a la puissance impaire 2n +1 et par addition on trouve que
2011°"*" + 2014™™"' =0[25] . Alors, pour tout entier naturel 7, X est

divisible par 25.

Remarque :

Le nombre X=2011"""'+ 2014™"" est divisible par la somme 2011+ 2014
car la puissance 2n +1 est impaire. Donc X est divisible par 2025 qui est un
multiple de 25. Alors X est divisible par 25.

¢) Le nombre X est divisible par deux entiers 7 et 25 qui sont premiers entre
eux. Alors X est divisible par leur produit qui est 175 .

Corrigé 2

1) a) Vérifions que 2017 est un nombre premier :

Comme /2017 =44.9 , et les nombres premiers inferieurs a 45 sont :

2;3;5;7;11;13;17;19;23;29;31;37;41 et43 ; et comme 2017 n’est divisible
par aucun de ces nombres, il est alors premier.

b- Vérifions que (-5,246) est solution de I’équation (E) : 2017x +41y =1 ,
Ona: 2017(-5) +41x246 = —10085 +10086 = 1

Donc le couple (-5,246) est solution de ’équation (E) .

Résolution de I’équation (E) :

Comme 2017 041 =1 alors I’équation (E) admet des solutions entiéres. Soit
(x;y) un couple solution de I’équation (E) :

2017x +41y =2017(-5) +41(246) - 2017 (x+5)=41(246-y)

Donc 41 divise 2017 (x +5) or 4102017 =1

Donc d’apres le théoréme de Gauss : 41 divise x+5 ,
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D’ou il existe K[OZ , tel que x +5 =41k soit x =—-5+41k ,
En remplacant x+5 par 41k dans Pégalité 2017(x+5)=41(246-y) on
obtient y =246 -2017k .

Donc S ={(-5+41k,246 - 2017k );k 0Z}

¢) Montrons qu’il existe un unique entier naturel y inférieur ou égal a 2016 tel
que : 41y =1[2017]

Soit y un entier naturel inférieur ou égal a 2016 vérifiant : 41y = 1[2017 ]

Il existe donc un entier x tel que 41y =1+ 2017X(—x) soit 2017x+41y =1

par conséquent (X ; y) est solution de I’équation (E) et y =246 —2017k, k[Z
0<246-2017k <2016 d’ou - 0,87<k <0,12 donc k=0 et y =246

2) Soient a et b deux entiers relatifs

a)  Montrons que si a.b =0[2017] alors a=0[2017] ou b =0[2017]

2017|ab

,car 2017 est premier
2017 Oa=1

Si ab =0[2017] et a£0[2017] alors {

Donc d’aprés Gauss 2017|b et b =0[2017]
Par conséquent soit a =0[2017] ou b =0[2017]
b) Montrons que si a* =1[2017] alors a =1[2017] ou a = -1[2017]
Si a’ =1[2017] alors a’ -1=0[2017] = (a—1)(a+1)=0[2017]
D’apres 2) a) soit a—1=0[2017] ou a+1=0[2017]
a=1[2017] ou a=-1[2017)

c) Déterminons les entiers de l’intervalle [1,4033] qui sont égaux a leur
inverse modulo 2017 :
Supposons qu’un entier a est égal a son inverse, c-a-d que a’= 1[2017] alors

a==1[2017]
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Soit a=1 [2017]
a=2017k+1, kOZ
1<a<4033

1<2017k +1<4033

4033
<
2017

0<k<199
= k=0,0u k=1
a=1ou a=2018

0<k

Donc les entiers de D’intervalle [1,4033] qui sont égaux a leurs inverses

oubien a=-1 [2017]
a=2017k-1, kOZ

1<a<4033
1<2017k —1<4033
2<2017k <4034
0,0009<k<2
= k=1ou k=2
a=2016 ou a=4033

modulo 2017 sont {1,2018,2016,4033} .

Corrigé 3

1) Soit n le nombre de pieces du puzzle.

S’il les range par groupe de 5, il lui reste 3 pieces. Alors n =3 [5]
S’il les range par groupe de 7, il lui reste 2 pieces. Alors n =2 [7]
S’il les range par groupe de 9, il lui reste 1 piece. Alors n =1 [9]

S’il les range par groupe de 11, il ne lui reste plus de piéces. Alors n=0 [11]

On en déduit que :

2n-11=6-11=-5=0[5]
2n-11=4-11=-7=0[7]

2n-11=2-11=-9=0[9]

2n-11=-11=0[11]

Alors 2n —11 est divisible par 5,7, 9 et 11. Sa meére a raison.
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2) Le nombre 2n — 11 est divisible par quatre nombres premiers. Alors il est divisible
par leur produit 5x7x9x11 = 3465.

11 existe un entier k tel que 2n —11 = 3465k .
D’autre part n <2020 = 2n-11<4029

Alors la seule valeur possible de k est k =1.
k=1=2n-11=3465= 2n=3476 = n =1738

Conclusion : Le puzzle contient 1738 pieces.

Corrigé 4

1.a) Pour appliquer I’algorithme d’Euclide on effectue les divisions euclidiennes
successives :

49 =25x1+24
25=24x1+1
24=1%24+0

Le dernier reste non nul de la division euclidienne de 49 par 25 est égal 1. Alors
pged(49,25)=1.
L’équation (E) : 25x —49y =5 admet des solutions entieres car le p ged(25,49) divise
5.
b) Pour vérifier que le couple (10 ; 5) est une solution particuliere de (E), on
remplace dans (E) :
On a 25x10-49x5=250-245=5 . Alors le couple (10 ; 5) est une solution particuliere
de (E).
Pour résoudre (E) :
On sait tout couple (x,y) solution de (E) 25x =49y =3
n sait que pour tout couple (x,y) solution de ona:
qauep pretxy 25%10-49%5=5
Ce qui implique, par soustraction, que : 25(x —10) —49 (y - 5) =0
Ce qui équivaut i : 25(x —10) =49(y - 5)
49(25(x - 10)

Cette derniere égalité montre que
25/49(y - 5)
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49|(x -10)
Or pged(49,25)=1 , d’apreés le théoréme de Gauss :

25|(y -5)
.. . o . x —10 =49k . [ x=49k +10
Ce qui équivaut a : « il existe un entier k tel que » 3 SOi
y —5=25k y=25k +5

Réciproquement ; quel que soit ’entier k on montre en remplacant dans (E) que le
couple (49k +10,25k +5) est solution de (E).

Conclusion : les solutions de (E) sont les couples de la forme (49k +10,25k +5)

avec kZ.
¢) Pour tout entier pon a :
25p=5[49] - MOZ: 25p=49q+5
< 25p-49q =5
= (p,q) est solution de (E)
_ {p =49k +10

kOZ
q=25k+5

Cherchons les valeurs de p comprises entre 1960 et 2018 :
1960 < p <2018 = 1960 <49k +10< 2018
= 1950 < 49k < 2008
= 49x39+39<49k <49%x41+9
= k=40
car il existe un seul multiple de 49 (nombre du type 49k) compris entre 49 %39 + 39
et 49x41+9 . C’est 49 x40 Enfin, la seule valeur possible de p est
p=49%x40+10=1970. Donc p =1970

Conclusion : Il existe un unique entier p compris entre 1960 et 2018 tel que :
25p =5[49]

2.a) Si le couple (X,y) est une solution de (E) alors 25x-49y =5 ce qui implique que

25x-5=49y.Donc 5(5x-1)=7x7y d’ou 7 divise le nombre 5(5x-1). Or 5 et 7 sont
deux nombres premiers - donc premiers aussi entre eux, d’ou d’apres le théoréme de
Gauss, 7 divise 5x—1 . Alors il existe un entier k tel que 5x-1=7k . Donc5x =7k +1
ce qui prouve que 5x =1[7]

D’autre part si le couple (x,y) est une solution de (E) alors 25x-49y =5 ce qui
montre que 49y = 5(5x —1). Donc 5 divise le nombre 49y . Or 5 et 49 sont premiers

entre eux ( 5 est premier et ne divise pas 49) , alors 5 divise y. C’est-a-dire que
y =0[5]
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b) Si x=3[7], alors 5x =5x3[7].Donc 5x =1[7] .
Réciproquement : les restes de divisions possibles d’un entier x par 7 sont les

éléments de I’ensemble : {0,1,2,3,4,5, 6}

Dressons le tableau de congruence modulo 7 pour x et 5x :

x [7] |0|1|2(3]4]5]|6

sx [7] |05]3 6|42

On en déduit que 5x =1[7] implique que x =3[7].

Conclusion :Pour tout entier relatif x : 5x =1[7] si et seulement si x =3[7].

3.a) Dressons le tableau de congruence modulo 7 pour x et x* .

x [71 [o[1]2]3[4[5]6

< [7o]1]a]2]2]4]1

On en déduit que pour tout entier x, le reste de la division euclidienne de x> par 7 est
un élément de I’ensemble {0;1;2;4}

b) D’apres la question 2) pour que le couple (Xz;y2 ) soit solution de (E)il faut que

5x* =1[7] . Ce qui implique que x* =3[7] et ceci est impossible car le reste 3

n’appartient pas a ’ensemble précédent{0;1;2;4} des restes de la division euclidienne

de x* par7.

Conclusion : il n’existe aucun couple (x,y)d’entiers relatifs tels que (xz,yz) soit
solution de (E).

Autre méthode : Pour que le couple (X2 ;yz) soit solution de (E)il faut que
25x% —49y* =5
Donc (5x-7y)(5x+7y) =5 Les décompositions possibles de 5 dans Z sont

5x1,1x5,(=5)%(-1),(-1)x(=5)

Alors I’équation 25x* —49y* =5 se raméne a I’un des quatre systemes suivants, avec

(x,y) entiers relatifs:
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5x-T7y =5 5x-7y =1 S5x-7y=-5 S5x-7y=-1
S5x+7y =1 s |Sx+7y =5 S5x+7y=-1 » [5x+7y=-5-

L’addition (ou la soustraction) des équations de chaque systeme implique une
contradiction (x ou y non relatif).

Par exemple I’addition des équations du premier systeme implique 10x = 6, ce qui est
impossible dans I’ensemble des entiers relatifs.

On conclut qu’il n’existe aucun couple (x,y) d’entiers relatifs tels que (xz,yz) soit
solution de (E).

Corrigé 5

Si n est un multiple de 3, alors n’ est un multiple de 9 . Donc n°® est divisible
par 9. C'est-a-dire que n® — 1 n’est pas divisible par 9. C’est le cas ou n
congru 0 ; 3 ou 6 modulo 9.

Sinon :

n=1[9]=>n°=1[9]=n’-1=0[9]
n=2[9=n’=8=-1[9]=n’=1[9] =>n*-1=0[9]
n=4[9]=>n’=64=1[9]=n’ =1[9] = n° -1=0[9]
n=5[9]=>n=-4[9=n’=-1[9] =>n’ =1[9] = n° -1=0[9]
n=7[9]=>n=-2[9]=n’=1[9]=n’ =1[9] = n’ -1=0[9]
n=8[9] 5> n=-1[9]=>n’ =1[9] > n’-1=0[9]

Conclusion : Les solutions sont donc tous les entiers non divisibles par 3.

Corrigé 6

11x -7y =25 (E)
1. a) Existence des solutions entiéres de (E) et solution particuliére :

On sait que 7 et 11 sont des nombres premiers distincts, donc ils sont
premiers entre eux, c’est-a-dire que PGCD(7,11) = 1. Et comme 1 divise 25
alors (E) admet des solutions dans Z.
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D’autre part: 11 X8 —7 X9 =88 — 63 = 25, ce qui signifie que le couple

(8,9) est une solution particuliére de (E).

b) Résolution de (E) :

Si (x,y) est une solution générale de (E), alors : 11x — 7y = 25.

Et comme : 11 X 8 — 7 X 9 = 25. Alors par soustraction :

11x-8)—-7(y—9) =0

=>11(x—-8)=7(y—-9) (*)

Donc 7 divise 11(x — 8).

Or PGCD(7,11) = 1, alors d’apres Gauss 7 divise (x — 8).

Donc il existe un entier relatif Kk tel que : x — 8 = 7K, c’est-a-dire :

x=7k+8
En injectant cette valeur de x dans la relation (), on obtient :
11x7k=7(y—9)
Ce qui implique que :
y=11k+9
Réciproquement :

Six=7Kk+ 8ety =11k + 9 avec Kk un entier relatif, alors :

11x—7y=11Xx7k+11Xx8—-7Xx11k—-7Xx9=11Xx8—-7%x9 =25

Et ainsi I’ensemble des solutions de (E) est :

IS ={(7k + 8,11k + 9); k € Z}|

2. (x,y) est une solution de (E).

a) Montrons que si X est un diviseur de y, alors x est un diviseur de 25 :

si x est un diviseur de y, alors il existe k € Z tel que : y = kx.
Mais comme (X, y) est une solution de (E), alors :

11x— 7y = 25
= 11x — 7kx = 25
= x(11 - 7k) = 25

Ce qui implique que x est un diviseur de 25.

Ainsi, si X est un diviseur de y, alors X est un diviseur de 25.
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b) m est un entier relatif. Voyons s’il existe des valeurs de m pour lesquelles le

. 20+11m . )
quotient ————— est un entier relatif :
15+ 7m

On sait que :
20+11m=11(m+1) +9
Et:
15+7 m=7(m+1)+8
Donc le couple (15 + 7m, 20 + 11m) est une solution de (E) car (m + 1) € Z.

20+11
Si le quotient 15+—7m est un entier relatif, alors (15 + 7m) divise (20 +
m

11m, ce qui implique, d’apres la question 2. a), que : 154+7m divise 25.

Or les diviseurs de 25 sont: —25, —5, —1, 1, 5 et 25, alors I’un des cas ci-
dessous se pose :

15+ 7m = —25 = 7m = —40 : impossible car m est un entier relatif.
15+ 7m = —5 = 7m = —20 : impossible car m est un entier relatif.
15+ 7m = —1 = 7m = —16 : impossible car m est un entier relatif.
15+ 7m =5 = 7m = —10 : impossible car m est un entier relatif.

15+ 7m = 25 = 7m = 10 : impossible car m est un entier relatif.

15+7m=1=7m = —-14 = m = —2: pour cette valeur de m, le quotient

20+11m , . 20-22
———— estégal a
15+7m 15-14

= -2 est bien un entier relatif.

- . 20+11m )
Ainsi, la seule valeur de m pour laquelle le quotient 15+7m est un entier

+7m
relatif est : H .

Corrigé 7

Pour convertir un nombre donné en systeme décimal (base 10) en une autre
base :

1) On divise le nombre décimal par la base du nouveau systéme : on obtient un
quotient entier et un reste qui sera utilisé pour former un chiffre de la
nouvelle représentation dans le nouveau systeme ;
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2) On continue en divisant le quotient entier de 1'opération précédente par la

base et on en tire un deuxieme reste comme précédemment ;

3) On recommence cette opération jusqu'a ce que 1'on obtienne un quotient
égal a zéro.

4) Le résultat obtenu est constitué de tous les restes des divisions, écrits de

gauche a droite, en partant du dernier vers le premier.

A) On commence par le nombre A =1268 :

En base 2 :

Dividende [Diviseur(base)|Quotient [Reste
1268 2 634 0
634 2 317 0
317 2 158 1
158 2 79 0
79 2 39 1
39 2 19 1
19 2 9 1
9 2 4 1
4 2 2 0
2 2 1 0
1 2 0 1

Il faut lire les restes de bas en haut, ce qui donne : 1268 =(10011110100),

En base 3 :

Dividende [Diviseur(base)|Quotient [Reste
1268 3 422 2

422 3 140 2

140 3 46 2
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46 3 15 1
15 3 S 0
S 3 1 2
1 3 0 1

Il faut toujours lire les restes de bas en haut, ce qui donne : 1268 =(1201222),

En base S :

Dividende |[Diviseur(base)|Quotient |Reste
1268 S 253 3

253 S 50 3

50 S 10 0

10 S 2 0

2 S 0 2
Alors 1268 =(20033),

En base 8 :

Dividende |[Diviseur(base)|Quotient |Reste
1268 8 158 4

158 8 19 6

19 8 2 3

2 8 0 2

Alors 1268 =(2364),
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B) Pour le nombre B =2098 :

En base 2 :

Dividende |Diviseur(base)|Quotient |Reste
2098 2 1049 0
1049 2 524 1
524 2 262 0
262 2 131 0
131 2 65 1
65 2 32 1
32 2 16 0
16 2 8 0
8 2 4 0
4 2 2 0
2 2 1 0
1 2 0 1
Alors 2098 =(100000110010),

En base 3 :

Dividende |[Diviseur(base)|Quotient |Reste
2098 3 699 1
699 3 233 0
233 3 77 2
77 3 25 2
25 3 8 1
8 3 2 2
2 3 0 2

Alors 2098 =(2212201),
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En base 5 :

Dividende |Diviseur(base)|Quotient [Reste
2098 5 419 3
419 5 83 4
83 5 16 3
16 5 3 1
3 5 0 3
Alors 2098 =(31343),
En base 8 :
Dividende [Diviseur(base)|Quotient [Reste
2098 8 262 2
262 8 32 6
32 8 4 0
4 8 0 4
Alors 2098 =(4062),
Corrigé 8
1) Pour le nombre X =1216 :
Dividende |Diviseur(base)/Quotient Reste
1216 16 76 0
76 16 4 12=C
4 16 0 4
Alors 1216 =(4C0),,
2) Pour le nombre Y = 8091 :
Dividende |Diviseur(base)/Quotient Reste
8091 16 505 11=B
505 16 31 9
31 16 1 15=F
1 16 0 1

Alors 8091=(1F9B),.
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Corrigé 9

1) En base 2 : 110010110 +10001110 =1000100100
2) En base 8 : 5612+ 7572 =15404

3) En base 16 : 1D21 + F1BC = 10EDD

Corrigé 10

On décompose suivant les puissances de 16, et on remplace les symboles
A,B,C,D,E, F par leurs équivalents en base 10 :

1) Pour le premier nombre :

3DE18 =3x16* +Dx16* + Ex16> +1x16' + 8x16’
=3x16* +13x16> +14x16> +1x16"' +8x16°
=253464

(3DE18),, = (253464),,

2) Pour le second nombre :

S8AFCE =8x16" + A x16° +Fx16*> +Cx16"' +E x16"
=8x16" +10x16° +15x16> +12x16" +14x16°
= 569294

(BAFCE),, =(569294),,.
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