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Avant-propos

Il est bien plus beau de savoir quelque chose de tout que
de savoir tout d’une chose ; cette universalité est la plus belle.

Blaise Pascal (1623-1662)

Pourquoi ce livre ?

Ce livre se veut radicalement différent des autres livres. Déja par son format : 168 pages.
Cela change des manuels de prépa encyclopédiques innombrables (qui avoisinent facilement
les 1000 pages), certes trés bien faits mais qui peuvent se montrer plus que décourageants si
on se sent en retard ou dépassé par les événements. Ici, on ne risque pas l'indigestion ou la
volonté de fuir car ce sont prés de 160 exercices classiques, incontournables, fondamentaux
et complétement indépendants qui sont exposés.

Ensuite par sa présentation : un exo par page, pour éviter la saturation et pour s’y retrouver
rapidement. C’est comme une vidéo sur YouTube : parfois trente secondes bien référencées
sont plus efficaces que quarante-cing minutes imprécises ou on se demande ou on veut
en venir. Notre but est de vous faire gagner du temps, pas de vous en faire perdre car c’est
quand on se sent découragé, qu’il faut des explications urgentes et si possibles courtes !

Enfin par le rappel de formules (d’ailleurs souvent les mémes) qu’il faut absolument
connaitre : il n'est pas rare aujourd’hui de voir des étudiants ne pas avoir connaissance
des deux ou trois formules clefs leur permettant de débloquer I'exercice posé en colles ou
la 1™ question d’'une épreuve écrite (I'explication est simple : devant une grande masse de
définitions, propositions et théorémes, le cerveau s’'embrouille trés vite et n'arrive plus a
retenir 'essentiel).

Comment est construit ce livre ?

Un exo par page avec pour chacun d’entre eux un titre.

De cette maniére, vous allez pouvoir vous forger une véritable culture mathématique.
« Tiens cet exo me rappelle les polynédmes de Tchebychev ». « Tiens, celui-la me rappelle
le déterminant de Vandermonde ». Quand un exercice est baptisé, il est plus facilement
identifié dans votre esprit, tant au point de vue des méthodes utilisées pour le résoudre
que par sa conclusion.



Avant-propos

Comment utiliser ce livre ?

Vu l'urgence, ne cherchez pas trop longtemps a résoudre I'énoncé proposé. La aussi,
on risque de vous surprendre sur le parti pris de ce livre qui consiste a ne pas se fier au
baratin habituel de ceux qui vous disent : « en cherchant, on finit par trouver ». Avec ce genre
de phrase (destiné bien souvent a I'élite [qui en général n‘achéte pas de livres puisqu’ils
n'en ont pas besoin] et formulé parfois par des gens qui n'ont jamais appliqué ce genre de
précepte a eux-mémes), beaucoup d’étudiants risquent de perdre inutilement 20 ou 30 min
pour un résultat nul.

En effet, les exercices classiques sont parfois le résultat de coups de génies de
mathématiciens illustres du passé. A moins d'étre génial (ce qui est peut-étre votre cas),
voulez-vous risquer d’attendre un coup de génie identique ou plutdét essayer de comprendre
et d’'assimiler efficacement comment ils ont fait ?

Bref, ne cherchez pas inutilement et soyez pragmatique : passez vite a la correction et
essayez de la retenir. Laissez reposer une a deux heures (en changeant d’exo par exemple)
et essayez de le refaire. Vous serez vite fixés | Si vous n'y arrivez pas, recommencez ! C'est
comme en musique, n‘espérez pas jouer un concerto de Chopin sans étre passé par des
heures et des heures d’entrainement sur des gammes. En maths, c’est pareil n'espérez pas
réussir un écrit d’algébre ou d’'analyse de 4 h si vous ne vous étes pas entrainés a développer
tous les déterminants ou retrouver tous les DL classiques, etc., de ce livre.
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Algébre et géométrie 1" année

Il y a une infinité de nombres premiers

Chapitre concerné : 1. Logique, raisonnement
O Ce que montre cet exo
Que les nombres premiers (qui sont des entiers qui n'admettent pas d’autres diviseurs que 1 et
eux-mémes, comme 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23...) sont infinis. Il s’agit d’'un résultat d’Euclide.

e L’énoncé

On souhaite montrer par I'absurde qu'il y a un nombre infini de nombres premiers.
On suppose qu’il y a un nombre fini de nombres premiers p,, p,, ..., p, triés par ordre
croissant. On considére I'entier N=pxpox---xpy .

1) Montrer que N+1>p, .

2) Montrer que I'entier N+1 n’admet pas d’autres diviseurs que 1 et lui-méme et qu’il est par
conséquent premier.

3) Montrer que les questions 1) et 2) aboutissent a une contradiction.

e Corrigé

1) N+1=pxp,x---xp,+1. Comme p,>2 (et par conséquent tous les autres p;), on en déduit
que N+1>p,.

2) Tout d’abord, les entiers 1 et N+1 divisent N+1. Montrons que ce sont les seuls en
considérant k un entier différent de 1 et N+1 et qui divise N+1. Comme k =2, on en déduit
que k admet un diviseur premier (car tout entier supérieur ou égal a 2 admet au moins un
diviseur premier) qui figurent nécessairement parmi la liste des nombres premiers p,4, p,, ...,

P, - Appelons-le donc p;. Comme p, divise k, et que k divise N+1, on en déduit que p, divise
N+1. Par ailleurs p; divise N=pxp,x---xp,.
3) Comme p; divise N+1 et p; divise N, on en déduit que p; divise leur différence égale a

N+1-N=1. CONTRADICTION ! (car un nombre premier est supérieur ou égal a 2 et donc ne
peut pas diviser 1).
Conclusion : il y a bien un nombre infini de nombres premiers.

O Ce gu’il faut retenir du cours

1) Le raisonnement par I'absurde : pour montrer que la proposition P est vraie, on suppose
qgu’elle est fausse et qu’on aboutit @ une contradiction.

2) Tout entier supérieur ou égal a 2 admet au moins un diviseur premier.

3) Un nombre premier est un nombre supérieur ou égal a 2 et qui n'admet pas d’autres
diviseurs que 1 et lui-méme.

4) Lorsque a divise b et c, alors a divise leur différence b-c .

10



Algebre et géométrie 1" année

\/5 est irrationnel

Chapitre concerné : 1. Logique, raisonnement
O Ce que montre cet exo

Que le nombre 2 est irrationnel (grace a un raisonnement par I'absurde).

e L’énoncé

1) Montrer lI'implication directe : n pair = n? pair.

2) En utilisant un raisonnement par contraposée, montrer que n pair = n pair.

3) En déduire I'équivalence n pair < n’ pair.

4) Application : montrer que J2 estirrationnel en utilisant un raisonnement par I'absurde.

e Corrigé

1) Supposons n pair, alors il existe un entier k tel que n=2k .

Onadonc: n? = (2k)’ = 4k? = 2x 2k? , ce qui prouve que N est pair (car de la forme 2j).
Ainsi, on vient de montrer I'implication : n pair = n pair.

2) La contraposée de P = Q est non Q = non P . La contraposée de la proposition n’ pair =
n pair est donc : n impair = n impair. Prouvons cette contraposée :

Supposons n impair, alors n =2k +1 donc n? = (2k +1)° = 4k? + 4k + 1= 2(2k* +2k)+1, ce qui

prouve que n est impair (car de la forme 2j+1). Ainsi on vient de montrer n impair = n
impair, strictement équivalente a la proposition n pair = n pair.

3) Comme n pair = n? pair (question 1)) et n pair = n pair (question 2)), on en déduit
I'équivalence n pair & n’ pair.

4) Supposons que JE:% avec pgcd(p,q)=1. En passant au carré, on a: 2:2—2 soit

p2 = 2q2 . Cela prouve que p2 est pair et donc que p est pair : il existe k entier tel que p=2k.

L'égalité p? =2q? devient alors : (2k)° =2q? donc 4k? =2q? donc 2k? =q?. Cela prouve que
q2 est et donc que q est pair . Bilan : Si /2 =P avec pgcd(p,q) =1 alors p et q sont pairs (donc
q

divisibles par 2). CONTRADICTION ! (car alors pgcd(p,q)=1). Conclusion : J2 est bien un
nombre irrationnel.

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) Un entier pair est un entier de la forme 2j. Un entier impair est un entier de la forme 2j+1.

2) La contraposée de P=Q est non Q=non P.

3) Montrer I'équivalence A < B revienta montrer A=B et B=>A.

4) Un nombre rationnel est un nombre qui peut s’écrire sous la forme d’une fraction irréductible.
5) Le principe du raisonnement par I'absurde.

1



Algébre et géométrie 1" année

Une récurrence pour une somme

Chapitre concerné : 1. Logique, raisonnement

O Ce que montre cet exo

Il montre comment démontrer la formule 1+2+3+---+n= par récurrence.

n(n+1)
2

e L’énoncé

"
En utilisant un raisonnement par récurrence, montrer que 1+2+3+»-»+n:n(nz+ ) pour n=1.
e Corrigé

Soit B, la propriété « 1+2+3+---+n:n(n+1) ».

e o ) 1% 2
Initialisation : P, est vraie car 1:7.

o1 7 s : ; i n(n+1)
Hérédité : Supposons P, vraie (c’est-a-dire que 1+2+3+---+n= ), et montrons que P, 4
est encore vraie (C'est-a-dire que 1+2+3+---+n+(n+1)= (n+1);n+2) ).

n(n+1 nn+1) 2(n+1

14243 ++n+(N+1)=1+2+3+--+n+(nN+1) = (2+ )+(n+1): (2+ )+ (2+ )

n(n+1)

2
_ n(n+1)+2(n+1 (n+2)(n+1) _ (n+1)(n+2)

2 Z 2
Conclusion : comme P, est vraie, et que P, est héréditaire, P, est vraie pour n=1.

O Ce gu’il faut retenir du cours
Le principe du raisonnement par récurrence (initialisation, hérédité, conclusion).

12
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Résolution d’équation par analyse-synthése

Chapitre concerné : 1. Logique, raisonnement

O Ce que montre cet exo
Il montre comment résoudre 'équation X* =x? par analyse-synthése.

e L’énoncé

Résoudre par analyse-synthése I'équation x* =x* sur ]0 ;+v.{ .

e Corrigé
Analyse : Soit x>0 tel que X*=x* alors In(x*)=In(x*) donc XIn(x)=2In(x) donc
(x-2)=0 [XZQ
(X=2)In(x)=0 donc {ou donc {ou
In(x)=0 lX=1

Ainsi : si x est solution alors nécessairement x=1o0u x=2.
Synthése : 1 est bien solution de I'équation X* =x% car 1"'="F.
2 est bien solution de I'équation X* =x? car 22=22.

Ainsi il est suffisant que x soit égal & 1 ou & 2 pour que X* =x2.
Conclusion :

Analyse : Si X >0 est solution de x* =x% alors x=10u x=2.
Synthése : Si x =1 ou x =2 alors x est solution de X* =x2.
1=

o X 2
On a donc I'équivalence : X* =X~ <40U
X=2

Ainsi I'équation X* =x? admet pour ensemble des solutions S ={1,2} .

O Ce qgu’il faut retenir du cours

1) Un raisonnement par analyse-synthése est un raisonnement démontrant une implication puis
sa réciproque.

Dans la partie analyse, on suppose que x est solution de I'équation, on en déduit une condition
nécessaire que doit vérifier x.

Dans la partie synthése, on regarde si les conditions nécessaires sont aussi suffisantes.

2) In(x") =nin(x).

3) In(x)=0=e™ =’ o x=1.

13



Algébre et géométrie 1" année

La formule de Vandermonde

Chapitre concerné : 2. Ensembles et applications

O Ce que montre cet exo

n
La démonstration de la formule i = E = B .
n k/in=k

k=0

e L’énoncé

On considere deux ensembles A et B disjoints tels que card(A)=a et card(B)=b.

On considére maintenant I'ensemble E=AUB.
1) Que vaut card(E) ? Déterminer le nombre de sous-ensembles & n éléments de E.

2) On considere C, une partie de E=A UB a n éléments. C étant constituée de k éléments de
A et de n-K éléments de B (avec 0 <k <n). Combien y a-t-il de possibilités de constituer C ?

b) b
3) En déduire la formule de Vandermonde (a: ): Z[i](n k]'
=0

e Corrigée

1) On a card(E) =card(A wB)=card(A)+card(B)-card(AnB)=a+b-0=a+b

a+b
Il'y adonc [ " ] sous-ensembles a n éléments de E.
a
2) Fixons une valeur de k (avec 0<k<n).lly a [kj possibilités pour les k éléments de A et

b a b
(n k] possibilités n—-k éléments de B ce qui fait (k][n k] possibilités en tout (principe

multiplicatif). Ainsi, k pouvant varier entre 0 et n, le nombre total de maniéres de constituer C

n
a b
vaut ;
k)\in=-k
k=0

3) Selon que 'on dénombre a la maniére de la question 1) ou de la question 2), on obtient le

n k)in=k

n
méme nombre de sous-ensembles de n éléments de E=A UB, d'ou (a+bj = Z(a][ g ]
k=0

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) card(AwB)=card(A)+card(B)-card(AnB).

n
2)llya [k] sous-parties de k éléments d’'un ensemble a n éléments (pour 0 <k <n).

3) Le principe multiplicatif card(ExF)=card(E)xcard(F).

14



Algebre et géométrie 1" année

La fonction affine x-mx-+p
est bijective

Chapitre concerné : 2. Ensembles et applications

O Ce que montre cet exo
Toute fonction affine f:x —f(X)=mx+p (Mm=0) estinjective, surjective et donc bijective.

e L’énoncé

On considére I'application f: X —f(X) =mx+p (m=0) définie sur 'ensemble de départ E =R

et a valeurs dans I'espace d’arrivée F=R .
1) Démontrer que f est une application injective.
2) Démontrer que f est une application surjective.

3) Démontrer que f est une application bijective puis déterminer I'application réciproque i

e Corrigé

1) Soient a et b deux éléments de E = & . Démontrons I'implication f(a)=f(b)=a=b.
Supposons f(a)=f(b) alors ma+p=mb+p donc: ma=mb donc a=b (car m=0).
Conclusion : f est injective.
2) Soit y € F. Démontrons qu'il existe x € E tel que y =f(X).
y=f(X) équivauta y = mx + p c'est-a-dire mx = y — p c'est-a-dire : x :%.
Ainsi pour tout y e F, il existe x € E (a savoir x = y-p ) tel que y =f(X).

m

Conclusion : f est surjective.
3) Comme f est injective et surjective, on en déduit que f est bijective. L’application £ définie

sur F et & valeurs dans E par (y)= yT_3 est la bijection réciproque recherchée.

O Ce gu’il faut retenir du cours

f injective équivauta : f(a)=f(b)=a=b.

f surjective équivaut a : pour tout y e F, il existe x = E tel que y =f(X).
f bijective équivaut a : f injective et surjective.

15



Algébre et géométrie 1" année

Composée injective, composée surjective

Chapitre concerné : 2. Ensembles et applications
O Ce que montre cet exo
Une condition suffisante pour qu’une fonction soit injective et une condition suffisante pour
gu’elle soit surjective.

e L’énoncé

Soient f:E > F et g:F — G deux applications. Montrer que :
1) gof injective = f injective.
2) gof surjective = g surjective.

e Corrigé

1) Supposons que f(a)=f(b). Alors g-f(a)=g-f(b). Si gof est injective alors cela entraine
a=b.Ainsi f(a)=f(b) entraine a=b, ce qui entraine f injective.

Ainsi gof injective = finjective.

2) Soit ye G, si gof surjective alors il existe x € E tel que y=g=f(x) soit y=g(f(x)). Ainsi il

existe ze F (a savoir Z=f(X)) tel que y=g(Zz), ce qui entraine g surjective.

Ainsi gof surjective = g surjective.

O Ce gu’il faut retenir du cours
f injective équivaut a : f(a)=f(b)=>a=b.

f:E —F surjective équivaut a : pour tout y e F, il existe x € E tel que y =f(X).

16



Algebre et géométrie 1" année

Calcul de (f’1 )

Chapitre concerné : 2. Ensembles et applications

O Ce que montre cet exo

Que (f")' =— 1_1, arctan'(x):%, arccos’(X) = e arcsin’(x) = :
fof 1+ X 1-x2 1-x2

e L’énoncé

On rappelle que fof"'=Id et que (Vou)' =V'(u)xu’.

% (on suppose que f' ne s’annule pas).

’

1) Démontrer que (f'1)' =

2) En déduire que arctan’(x) = 1% (pour xeR).
+X

3) En déduire que arccos'(x) = (pour x & |-11).

1-x?
1

1-x

4) En déduire que arcsin’(x) = (pour x & |-11[).

2

e Corrigé

’

1) fof"=Id donc pour tout x fof'(x)=x, ce qui donne f/(f™(x))x(f"(x)) =1 soit:

(f"(x))' 1 Conclusion - (f ) L

r((x) TFor
P . 1 1
2 {arctan ) <[ ) _f’(f‘1(x)') - f'(arctan(x)) 1+tan®(arctan(x)) 1+x*
3 C ety 1 1 _ 1 B 1 _ 1
) (arccoS(X)) ’(f 1(X)) = f'(f'1(X)) - f’(arccos(x)) N —sin(arccos(x)) B —J1—cosﬂarccos(x)) - \/1—X2

’ 4 1 : - 1 N 1 - 1 — 1 .
f’(f“(x))_f’(arcsin(x)) cos(arcsin(x)) \/1—sin2(arcsin(x)) V1-x2

O Ce qu’il faut retenir du cours

1) fof " =1d etque (vou) =V'(u)xu’ 2) (f‘1)' == 1f‘1 3) tan’(x) =1+ tan?(x)
4) cos'(x) =-sin(Xx) 5)sin’(x) = cos(X) 6) cos?(x)+sin?(x)=1.

17



Algébre et géométrie 1" année

Identité de Brahmagupta

Chapitre concerné : 3. Calculs algébriques

O Ce que montre cet exo

L'égalité (x* +dy?)(u? +dv?) = (xu—yvd)’ +d(xv +yu)”.

e L’énoncé

1) Développer (x* +dy?)(u” + dv2) .
2) Développer (xu—yvd)” +d(xv +yu)’.
3) En déduire 'égalité (x* +dy?)(u? +dv?) = (xu—yvd)” +d(xv +yu)’ .

e Corrigé

1) (% +dy?)(u? +dv?) = x2u? + x2dv? + dy?u® + dy’dv? = X207 + X2dv? +dy’u? + dPy?v2.
2) (xu-yvd)’ +d(xv +yu)’ = x2u% - 2xuyvd + y*v?e® +d(x°v? + 2xvyu + yAr

= x2u% - 2xuyvd + y?v2d? + dx?v? + 2dxvyu + dy?u® = x2u? + y2v2d? + dxPv? + dy?u? .
3) Comme les deux développements sont égaux, on a :
(X2 +dy?)(u? +dv?) = (xu—yvd) +d(xv+yu)’ .

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) (a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd.

2) (a—b)2:a2—2ab+b2.

18



Algebre et géométrie 1" année

Diverses sommes de coefficients binomiaux

Chapitre concerné : 3. Calculs algébriques

O Ce que montre cet exo
La simplification de certaines sommes au moyen du bindme de Newton.

e L’énoncé

1) Enoncer la formule du binbme de Newton permettant de développer (a +b)n.

n n

n n
2) En déduire que E l k)ZZn et Z(—Uk(kao (pour n=1).
k=0 k=0
: n C n
3) En déduire que Z [k):ZH et Z k):Z’H_
k=0 (k pair) k=1 (k impair)
e Corrigé
(n
1) (a+b)":z Y a"*p* .
k=0
(1 (N C n C n
2) =D ] Pt = =2 et Y (|| = D || (-1 0.
[ [ k K
k=0 k=0 k=0 k=0
X n X n S
: g - z l I, LI
3)Ona: Z (k Z(kj k) et:
k=0 (k pair) k=1 (k impair) k=0
: n C n C n C n C n
k k k
b = ~1 - Z —1 :Z 1 =0.
> 2 2 el 2
k=0 (k pair) k=1 (k impair) k=0 (k pair) k=1 (k impair) k=0
. n n . n n-1
En ajoutant les 2 égalités précédentes, on a 2% Z K =2" soit Z K =2"",
k=0 (k pair) k=0 (k pair)
n n
: n n : n -1
En soustrayant les 2 égalités précédentes, on a 2x Z K =2 soit Z k ="
k=1 (k impair) k=1 (k impair)

O Ce gu’il faut retenir du cours

(a+b)”:Zn:(ma“*bk,ZI:J:T,Z:H)"[EJ:O, Zn: (:jzzﬂ Zn: [:Jzz’”.

k=0 k k=0 (k pair) k=1 (k impair)
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Algébre et géométrie 1" année

n -2
Calcul de la somme $'I par Newton
i=0

Chapitre concerné : 3. Calculs algébriques
O Ce que montre cet exo

- Z _n(n+1)@n+1)

6
i=0
e L’énoncé

Démontrer que :

1) Zn:(mf :Zn:P +3Zn:i2 +3Zn:i+i1 ) i(mf - Zn:P +(n+1)°,
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0 i=0 i=0

o —, n(n+1)(2n+1)
3) En déduire que Z| =

_ 6
i=0
e Corrige
n
1) D’aprés le binéme de Newton Z(|+1) —Z(I 5 +3i+1)= ZI +3 [ +BZ|+Z1
i=0
n+1
5 3 3
2) Z(I+1) = Z ZI + n+1 ZI +(n+1)".
i=0 i
decalage d'indice CTM)3—O
3) Ainsi Z|3+3Z| +3Z|+Z1 ZI +( n+1 donc 3Z| +BZ|+Z1 n+1) donc
=0 i=0 i=0 i=0 i=0
n n+1
Z ( +(n+1)= n+1 soit : 32 (n+ 1 (2+ )—(n+1)

donc

32 (n+1)? (2 1)—(n+1):(n+1)[(n+1)2—%n—q:(nﬂ)[nZ+%nJ:—(n+1)n2(2n+1)

d’ou Zizzw.

i=0

O Ce gu’il faut retenir du cours

n n n
n(n+1 n
1) E 1=n+1, E i= (2+ ). 2) Formule du binéme de Newton (a+b)" = E k)a'*kb"_
i=0

i=0 k=0

20



Algebre et géométrie 1" année

Calculs de sommes doubles

Chapitre concerné : 3. Calculs algébriques
O Ce que montre cet exo

QueZZHJ 2(n+1) ZZ.XJ_ (n+1)’ ZZ“U o _

=1 j=1

e L’énoncé

Démontrer : 1) ZZHJ ?(n+1) 2)ZZ|><J_” (n+1 3) izj:[ﬂ:zm_t

=1 = =l Kl =0 i=0

e Corrigé

n(n+1)
1)Zl+j ZI+ZJ—I‘1I+ donc :

=1 =1

ZZ(I+J):Z‘J:nI+n( } Z‘[n(nﬂ } n+1)+nn(n2+1):n2(n+1)

i1 =1 i=1

n(n+1)
2) E 'XJ—'E j=ix donc :
ZZ Z n(n+1) nn+1) nz n(n+1) n(n+1) n‘7'(n+1)2
Ixj= 2 lx x ¥ = X - _
2 2 B

==

) n+1 _ o+l
) Z[j Z[ )f F=(1+1 =2 done ZZI] J_ 122 -- —21 =27,

O Ce gu’il faut retenir du cours

1) ZZf ij) Z[if(i,j)} 2) i(aj+bj):iaj+ibj

=1 =1

3) i1:n+1 4) ii:n(n;” 5) Zf )xg(] Zg i)
i=0 i

n

n n
n n n
6) (a+b)" = E kjaka et en particulier 2" =(1+1)" = E [kjﬁﬂ = E k]'
k=0

k=0 k=0
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Algébre et géométrie 1" année

Racines carrées d’un nombre complexe

Chapitre concerné : 4. Nombres complexes, trigonométrie
O Ce que montre cet exo

Qu'on peut trouver les nombres complexes z veérifiant 2 =3-4i (c’est-a-dire les « racines
carrées » complexes de 3 -4i).

e L’énoncé

On souhaite résoudre I'équation z° =3 -4i.
1) On pose z=a+ib (abeR) . Montrer que z’=c+id (c,deR) équivaut a

[az—b2 =c
2ab=d
laz +b? =|c+id|

2) En déduire les solutions de I'équation z2 =3 - 4i.

e Corrigé

1) Si z=a+ib alors :
72 = (a+ib)’ =a? + 2aib +(ib)’ = a? + 2aib + 2b? = a2 + 2aib —b? =a? —b? +i2ab.
2
Re(z?)=c 2 b2 o
Ainsi Z° =C+id = {Im(z*)=d <{2ab=d
2 2 :
‘22|:|C+id| a“+b :|C+Id|

2) 2 =3-4i={2ab=—4 ©1ab=-2  (car [3- 4] =32 +(-4)’ =25 =5).
a’+b’ =[3-4] |a®+b*=5
Cela nous donne 2a’ =8, 2b? =2, ab=-2 c'est-a-dire : a’ =4, b? =1, ab=-2.

L’égalité ab=-2 nous indique que a et b sont de signe contraire. a’ =4, b? =1 nous donnent
alors les deux possibilités suivantes (a=2,b=-1) et (a=-2,b=1) ce qui donne z=2-i et

z=-2+i. Réciproquement z=2-i et z=-2+i vérifient bien 'égalité z? =3 —4i.
Conclusion : les racines carrées de 3-4i sont 2—i et -2+i.

O Ce gu’il faut retenir du cours
2
Re(z%)=c Jaz—bzzc
2*=c+id=Im(z*)=d ={2ab=d (o z=a+ib,avec abeR et c,deR).
5 iji2 ;
’22|=|c+id| la +b* =[c+id
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Algebre et géométrie 1" année

Simplification d’une fraction complexe

Chapitre concerné : 4. Nombres complexes, trigonométrie

O Ce que montre cet exo

5
1+i

Qu’on peut simplifier la fraction 21 _;4 par au moins trois méthodes différentes.
—i

e L’énoncé

A5
+i

Simplifier la fraction R .:4 par trois méthodes différentes :
—i

1) En utilisant le triangle de Pascal (ou le binbme de Newton).
2) En utilisant la quantité conjuguée.
3) En utilisant les formes exponentielles des numérateurs et dénominateurs.

e Corrigé
(1+0)° _ P+5-1°-i"+10-P -2 +10-P-R+5-4 -1+ 145-10-101+5+i —4—4i
1) RV 3 a1 2 N2 1 3 A = TR = = =1+
(1-i) 1T +4-7-(d) +6-1 (<) +4-1-(H)” +(H) 1-4i-6+4i+1 4
02 04 \4 : A4 .
2) 2234 :ET—F:;““H):(E] UH){%] (1+i)=(1+§'_1] (1+i) =i*(1+i) =1+i.
_\5
\/Eeiz] 5n
i?° 3 n no.m - =
3) :1“:4[ V2 ej —J2¢e'* ﬁe%e'zzﬁei?“e?:\/ﬁe'?:\/ﬁ[g i%]ﬂ i
—i

O Ce gu’il faut retenir du cours

n
1)(a+b)" = Z[:Ja“‘bk (binéme de Newton).
k=0
2) le nombre conjugué de a+ib est a—ib.
3)P=—1, =, i"=1,P=i,etc.
4) z=pe® avec p=|z|=+a® +b? et O=arg(z)[2n] ou z=a+ib.
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Algébre et géométrie 1" année

Calcul de cos(n/5)

Chapitre concerné : 4. Nombres complexes, trigonométrie

1+\/§

. . 3 L
Que par des astuces de « fou », on peut réussir a prouver que cos(g) = 7

O Ce que montre cet exo

e L’énoncé

2% 4z 6n Sz
1) Démontrerque 1+e > +e 5 +e % +e % =0.
2) En déduire que 1+2003(%)+2005[%):0 puis que 4cosz[g)—2005(g)—1=0.
3) En déduire que cos(z] = 1+V5 s
5 4
e Corrige
21 5
5
- N A - ) 1_(9 ] 1-e%
— — -e 1-1
1)1+e5+e5+e5+e5:1+e5+[e5]+[e ]+[e5]: 5 = = 5—=0.
il = il
1-e? 1-e® 1-e5
S - = = =
2)1+e5 +e5 +e5 +e% =0=1+e% +e5 +e 5 +e 5 =0
oz & 2n 4n
=1+e®% +e 5 +e® +e 5 :0®1+2COS(€j+ZCOS(?):O
o1+ 2cosz(ﬁ]~1 £ —cos(zj :0@40032(3)—2003(3)—1:0.
5 5 5 5
3) L’équation 4x? —2x-1=0 admet pour solutions (aprés calculs) : 1+£;/§(> 0) et 1_1;/5(< 0).
Comme Cos(g) est solution de 4x? —-2x-1=0 et que cos(%)>0, ona cos(%j: 1+4\/§ .

O Ce gu’il faut retenir du cours

L 1_qn+1
1)1+q+q2+---+q":2qk: (q=1).
k=0 L

i(21-6)

2) €2 =1,e° xe =1 donc e

3) €°+e™ =2cos(0)

4)cos(20) =2cos? (6) -1 et cos(n—6)=—cos(6).

5) Si Osx<g alors cos(x)>0.
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Algebre et géométrie 1" année

Linéarisations classiques

Chapitre concerné : 4. Nombres complexes, trigonométrie

O Ce que montre cet exo
Les formules donnant cos” (@), sin*(8), cos® (@), sin®(8).

e L’énoncé

e +e™ . e®-e® . .
et sin(0) = > , linéariser :

En utilisant le fait que cos(6)=

1) cos®(8) 2) sin’(0) 3) cos®(8) 4) sin® (o)
e Corrigé
1) cosz(e) g e 4 oi® 2 ) ei28 | Daifgi | 426 B ei28 | 2a0 | o-i28 B ei28 | o-i2e g
L 2 4 - 4 4 4
2cos(26) 1 5 1 1
=—————=+— donc Cos“(6)=—-C0s(26)+—.
R (6) =5 00s(26) + 7
2) sinz(e) ~ i _ i 2 ) ei28 _ Dpifg-ie | o-i26 B ei26 _ 0g0 | o-i26 B ei28 | o-i28 E
o2 ) 2 > = ——

_ 2eee(20) . ¥ dhne sinz(e)z—%cos(26)+%.

+_
= 2
o, -0\ i3 26 -6 i6,-i26 | o-i38 @3° 4 @730 L 3(lf 4 o7
3) 0033(9): e’ +e _e +3e“e" +3e%e 7 +e _ ( )
2 8 8
i + wEea donc cos3(6):lcos(36)+§cos(26).
8 8 4 4
6 -6\ |38  .i26-i6 i8,-i26 _ o-i36 @%® _ @730 _3(gl® _ i
a) sin3(9)= e .e _e 3e“%e +§ee e _ ( )
2i -8i -8i
2isin(36)-3x2isin(6) - o]
= Isin(36) 8ix Isin )=T1$in(36)+%sin(9) donc sin3(9)=71sin(3e)+%sin(e).

O Ce gu’il faut retenir du cours
(] —i6 i —ig ) . . o
€ *° etsin(e)=2 ;ie etdonc: €°+e™ =2cos(0), €°-e™ =2isin(6).

1) cos(6) =

n

n
2) (a+b)' = E l k)a’“‘bk (binéme de Newton).

k=0




Algébre et géométrie 1" année

Formules de duplication et d’addition
par les complexes

Chapitre concerné : 4. Nombres complexes, trigonométrie

O Ce que montre cet exo
Les formules donnant cos(26), sin(26), cos(a+b) et sin(a+b).

e L’énoncé

En utilisant le fait que e” =cos(6)+isin(6), démontrer que :
1) cos(26) = cos? (6) —sin?(6) 2) sin(26) = 2cos(6)sin(8)
3) cos(a+b)=cos(a)cos(b)-sin(a)sin(b)  4) sin(a+b)=sin(a)cos(b)+sin(b)cos(a).

e Corrigé

Ona €% :(e“’)2 donc : oos(26)+isin(26):(cos(e)+isin(6))2

donc : cos(26)+isin(26) = cos?(6) +2icos(6)sin(6) —sin?(8).

1) Comme deux complexes égaux ont des parties réelles égales : cos(26) =cos’ (0) —isin® (6).

2) Comme deux complexes égaux ont des parties imaginaires égales : sin(26)=2cos(6)sin(9).

Ona: e'®® = g®* — g , o® donc:
cos(a+b)+isin(a+b)=(cos(a)+isin(a))(cos(b)+isin(b))

donc : cos(a+b)+isin(a+b)=cos(a)cos(b)+icos(a)sin(b)+isin(a)cos(b)-sin(a)sin(b)
donc : cos(a+b)+isin(a+b) :cos(a)cos(b)—sin(a)sin(b)+i[cos(a)sin(b)+sin(a)cos(b)].

3) Par identification des parties réelles : cos(a+b)=cos(a)cos(b)-sin(a)sin(b).

4) Par identification des parties imaginaires : sin(a+b)=sin(a)cos(b)+sin(b)cos(a).

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) €° =cos(8) +isin(6).

2) 6% - (eie )2.

3) ei(a—bl — eia % eib )
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Algebre et géométrie 1" année

Formules de trigo par I’arc moitié

Chapitre concerné : 4. Nombres complexes, trigonométrie
O Ce que montre cet exo

Les formules de duplication et les formules donnant cos(p)+cos(q) et sin(p)+sin(q).

e L’énoncé

") 6
1) Démontrer que 1+¢€” = ZCos(g)e}E et 1-e" = —2isin(g]e'5 . En déduire que :

cos(6) = 2cos? (g] -1 et sin(8) = 2cos(%)sin[§) ;

Lt

_ _ o P-q
2) Démontrer que e’+e9=e 2 .le 2 +e 2 | Endéduire que :

cos(p)+cos(q) = Zcos[p;q)cos(pzq) et sin(p)+sin(q):23in[p;q)cos(p;q).

e Corrigé

.8 .0 .0 6 8 .0 8 0
1) 1+¢® :eE[eHE +e’§]:e32cos(gj et 1-¢° :eE[e45 —eii]:e’§ (—Zsin(gn.

8

1+€° :2005(%)9'5 donne : 1+cos(6)+isin(e):2cos(gj(cos(g]+isin(g)] soit :
1+cos(6) +isin(0) :Zcosz(g)JriZCos(ngin(gj.

2 2 2
Par égalité des partie réelles : 1+cos(6) = ZCosz(gJ donc cos(8) = 2cos? (g)-t

Par égalité des parties imaginaires et sin(6)= ZCos(g)sin[gJ.

sl oo I I , R B
2) e?2.|e?2 +e 2 |=ze2+e2=eP+€9 (ce quon voulait). eP+e9“=e 2 .[e 2 +e

donne : cosp+isinp+cosq+isinq:(cospzcI +|smp2q] 2003% c’est-a-dire :

cosp+cosq+i(sinp+sinq):ZCosp;qc p2q+|2cosp2q p_2q Par identification
cos(p)+cos(q) = st(pijcos(pij et sin(p)+sin(q):23in(p;q]cos(p;q].

O Ce gu’il faut retenir du cours

1)e* +e™ =2cos(x). 2) L’arc moitié de o est g . 3) L’arc moitié de p+q est p—;q .
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Algébre et géométrie 1" année

Somme et arc moitié n° 1

Chapitre concerné : 4. Nombres complexes, trigonométrie

O Ce que montre cet exo
n

Que kZ;:[E)COS(kX)ZZ"COS"(g)cos(n—;) et ;{:)sin(kx):Z“cos [;jsm(nzxj
e L’énonceé

n n

On pose C(x):Z(E)oos(kx) et S(x):Z{E)sin(kx)_

k=0 k=0

1) En utilisant le bindme de Newton, montrer que C(X)+iS(x) =(1+€" )n.
iX

2) Aprés avoir factorisé 1+e* par €2 , en déduire que C(X):ZnCOSn(%)COS(%] et

2
S(x)=2"cos [;)sm(nzxj

e Corrigé

cos(kx [E)sin(kx) :an(ﬂ)(cos(kx)ﬂsin(kx)) :Zn:(::)e"‘x

1) C(x)+iS(x [n
k=0

K

2l

ix \N inx
(euez]—ez o
1

n

=z(EJ

k=0

b

¢ =1+e).

cos( +|sm 2n cos" =2"cos (XJCOS(EJHZ" cos"(i)sin(%].
2 2 2 2

Comme C(x)+iS(x):( +€' ) ,ona:

C(X)ZRG[(HGiX)n}=2"oos”(§]cos(n—2x) et S(x):lm[(1+e”‘)n}:2”cos (;)sm[nzx)

O Ce gu’il faut retenir du cours
1)e* +e™ =2cos(X).

n

n
2)(a+b)" = E l k)a’”‘bk (Binéme de Newton).

k=0
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Somme et arc moitié n°2

Chapitre concerné : 4. Nombres complexes, trigonométrie
O Ce que montre cet exo

Qu’on peut calculer Zcos (kx) et Zsm (x=0).

k=0
e L’énoncé

n ix(n+1)
1) Soit x=0, C(x Zcos Zsin(kx). Montrer que C(x)+iS(x):=1_1 E
k=0 -°
ix(n+1) iX

2) Apres avoir factorisé le numérateur par € 2 et le dénominateur par e2, en déduire
I'expression de C(X) et S(X) (pour x=0).

. Corrigé
1) C(x)+iS(x Zcos Zsm(kx):Z:(cos(kx)Jrisin(kx)):Ze"‘":Z:(e"‘)k
k=0 k=0 k=0
n+1
1_ eIX n_»” +1
= 1( 2( = o (car Zd‘ qn (g=1), résultat sur les sommes géométriques).
-e
i(n+1)x i(n+1)x in+1)x
J Py 2 _((n+1)x _((n+1)x
—_— e € € N1 ix —-2isin i SIN
1-e N 2 = 2
S _ _ _ e 2 2. -e? . ——~ 2
2) 1_e1x ix ix ix X X
2.2 _g2 —2isin(—) sin(—)
= (e ] 2 2
n+1 1 1
sin (+—)X sin (n+—)x sin M
=| CoS i +isin L -—2——003 Lol —2+|S|n L —2 d

k2 E] . (x) 2 . [x) 2) (x) one

sin| — sin| — sin| —

2 2 2

1-e*™ nx Sin[(m;)x} 1—e"™ nx Sin((m;)x)
C(x):Re{W:I-cos(7]xT;] et S(x):lmliw}zsin(7ij;].

O Ce gu’il faut retenir du cours
n

N 1rar g = ) ¢ =
k=0

2)e* —e™ =2isin(x).

(a=1)
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Une somme étrangement nulle

Chapitre concerné : 5. Polynémes

O Ce que montre cet exo
Qu’'on peut simplifier une somme (et montrer qu’elle est nulle) en utilisant les théorémes de

factorisation d’'un polynéme.

e L’énoncé

Soit P un polynéme du 3° degré admettant trois racines distinctes a, b et c.

: a b G
Démontrer que - - =0
P'(a) P'(b) P'(c)

e Corrigé

Comme P est degré 3, il existe donc A réel tel que P(x)=x1(x-a)(x-b)(x-c).

’

D’aprés la formule (uv) =u'v+uv’, on obtient :

P'(x) =2[(x=b)(x—c)+(x—-a)(x—c)+(x—a)(x—b)]

etdonc P'(a)=i(a-b)(a-c), P(b)=~(b-a)(b-c), P’(c)=xr(c-a)(c-b).

Comme P'(a)=0, P'(b)=0 et P(c)=0 (En effet les 3 racines sont simples car P est de degré 3
et car les racines a, b et ¢ sont supposées distinctes), on a :

a b c a b c
- - = - -
P'(a) P'(b) P'(c) x(a-b)(a-c) i(b-a)(b-c) xr(c-a)(c-b)
3 a b c
“7(a-b)(a-c) r(a-b)(b—c) na—c)b-c)
a(b-c) b(a-c) c(a-b)

B *(a-b)(a-c)(b-c) _7‘(‘a—b)(b—c)(‘a—c) +k(a—c)(b—c)(a—b)

_ab-ac-bc+bc+ca-cb 0
~ a(a-b)(a-c)(b-c)  r(a-b)(a-c)(b-c)

=i0L.

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) Que si P admet pour racine a, alors on peut factoriser P(X) par (x-a).

’

2) (uv) =u'v+uv'.

3) Qu'il faut parfois ne pas foncer téte baissée dans un calcul mais essayer d’utiliser d’autres
formules pour parvenir a ses fins : il peut étre tentant de développer P(X)=A(Xx-a)(X—-b)(x-c)
puis de le dériver. En réalité, la résolution en devient beaucoup plus fastidieuse.
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Une somme simplifiée grace aux polynomes

Chapitre concerné : 5. Polynémes

O Ce que montre cet exo
Qu’on peut calculer 1+ 2o + 302 +...+ne™" (ol ® est une racine n-iéme de l'unité, © =1).

e L’énoncé

Soit le polynéme P(X) =1+x+x% +...+X" et o est une racine n-ieme de l'unité (o = 1).

1) Montrer que 1+ 20+ 302 +...+he™ = Plo).

_ ¢+
2) Soit X =1, montrer que P(x)= X

. En déduire une nouvelle expression de P'(X).

3) En déduire que 1+20+30% +...+no™" =

-0
4) Autre méthode : montrer que P'(®)x(1-®)=-n. En déduire 1+ 20 +30% +...+No™

e Corrigé

1) Ona: P’(x):0+1+2x+...+nx”‘1 et donc P’(m):1+2m+3m2+...+nm"‘1

n

an 1-
2) P(X):1+X+x2+...+X = (dapres la formule qu_ q;ﬁ']))
_ne , o (n+1)x (1-x)=(1-x™1)(-1)
Comme P(x) L. sy | ,ona: P(X)=———= 2( ) soit :
1T-x v Y (1—x)
P/(x) = —(n+)x" +(n+ )X +1-x""  nx™ —(n+1)x" +1
(1-x) (1-x)
3) Comme 1+20+30° +...+ne™" =P'(®) etque o" =1 (etdonc ™' =0"xo=1xo=0)ona
no™ —-(n+1)o"+1 no—(n+1)+1 n(o-1 n(o—1
1420+30% +...+Ne™ = = ( 2)0 — ( 2) = o 2): uamll O
(1-o) (1-0) (1-0)” (1-0)(1-0) (1-o)
4) P'((s))x(1—(r)):(1+20)+3(v)2 +...+nm"_1)x(‘|—m)
=1+20+30% +...+n0o" ' —0-20? -30° -...—Na"
=1+o)+(s)2+__,+o>"‘1—n(,)”:1_(’) —n(s)":—n.DonC1+20)+3(:)2+...+nc)n_1:P'((z)): =i
-® (1-o)

O Ce gu’il faut retenir du cours

1 ’
1) Zd( = qm (a=1) 2) ( ] uvv =i 3) ® racine n-ieme de I'unité équivaut a o" =1.
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p divise n << xP—1 divise xn—1

Chapitre concerné : 5. Polynémes

O Ce que montre cet exo
L’équivalence : p divise n < x° —1divise x" —1.

e L’énoncé

1) Supposons que p divise n, donc qu’il existe un entier k tel que n=pk. En utilisant la

factorisation de cf( —1 par q-1, prouver que x° —1 divise X" —1.
.21
2%
2) Supposons que X’ —1 divise X" —1. Montrer alors que @=e€ P est racine n-iéme de l'unité.

En déduire alors que p divise n.
3) Que peut-on en déduire ?

e Corrigé

1) Ona X"—1=x —1:(x")k -1.0r o —1:(q—1)(qk_1+---+q+1) . Prenons q=X°, alors :
x"—1=x"k—1=(x")k —1=(xp—1)((xp)k_1+---+xp+1).Donc x? —1 divise X" -1.

2) Comme x° —1 divise X" —1, il existe un polynéme Q(X) tel que X" —1 :(xp —1)Q(X).
27
—
o=eP vérifie: o® -1=0 et donc (:)"—1:(0)"—1)Q(o)):0, ce qui prouve que ® est racine
n-ieme de l'unité.
271
=

i2'7 i .2nn
27 20t
Comme ®=e P est racine n-ieme de l'unité, ona |€” | =1 soit: € P =1, il existe donc un

entier L tel que % =27l ce qui donne : g: L soit n=pL, ce qui prouve que p divise L.

3) On en déduit I'équivalence : p divise n < xP —1divise X" —1.

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) p divise n équivaut a « il existe un entier k tel que n=pk ».

2) A(x) divise B(X) équivaut a : il existe un polynéme Q(X) tel que B(x)=A(X)Q(x).

n-1

1_ n

3) ZQKZ 1_q (a=1) etdonc X —1=(x=1)(X"+---+x+1).
k=0 g

4) o racine n-iéme de l'unité équivaut a " =1.
5) e® =1 équivaut & © est un multiple de 27.

32



Algebre et géométrie 1" année

Polyndmes de Tchebychev

Chapitre concerné : 5. Polynémes

O Ce que montre cet exo
Que des polyndmes permettent d’exprimer cos(n6) en fonction de cos(6), pour tout entier n.

e L’énoncé

Soit T,(X) la suite de polynémes définie par T,(X)=1, T,(X)=X et T ,(X)=2XT_4(X)-T,(X).

1) Montrer par récurrence d'ordre 2 sur n=0, la propriété P, : " T (cos(6))=cos(n6) ».

2) En déduire I'expression de cos(36) et cos(46).

e Corrigé

1) Une récurrence d’'ordre 2 consiste pour linitialisation @ montrer que P, et P, sont vraies et
pour I'hérédité a supposer que P, et P,., sont vraies et prouver que P,., est encore vraie.

Initialisation : P, est vraie car Ty(cos(8))=1 tandis que cos(0-6)=1.
P, est vraie car T;(cos(6))=cos(8).
Hérédité : Supposons P, et P,, sont vraies (c'est-a-dire que T,(cos(6))=cos(n6) et

T

n_1(008(6)) s((n+1)8) ), et montrons que P,, est encore vraie (cest-a-dire que

To.2(cos(8)) =cos((n+2)6)). Comme T,_,(x)=2xT,.,(x)-T,(x),ona:
Th.2(cOS(6)) =2c0s(6)T,.4(cos(6)) - T, (cos(6)) = 2cos(6)cos((n+1)6) —cos(n6)
=2cos(6)cos(n6+6)—cos(ne) = 2cos(6)(cos(nd)cos(6) —sin(nd)sin(6)) —cos(né)
= 2cos® (6)cos(ne) —2cos(6)sin(6)sin(nd) —cos(ne) = cos(ne)(Zcos( ) - 1)—sin(26)sin(n6)t
tandis que ©0s((n+2)6)=cos(n6+26)=cos(nB)cos(26)—sin(n6)sin(26).

Comme c0s(26) =2cos (6) -1, on en déduit que T,.,(cos(6)) =cos((n+2)8).

Conclusion : Comme P, et P, sont vraies, et qu'il y a hérédité, on en déduit que P, est vraie

pour tout N=0 .
2)T,(x)=1, T,(x)=x. Aprés calculs, T,(x)=2x* -1, T;(x) =4x> -3x, T,(x)=8x" -8x* +1.
Donc cos(36) =4cos’(6) —3cos(6) et cos(46) =8cos* (6) —8cos?(6) +1.

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) Le principe de la récurrence d’ordre 2.

2) cos(a+b)=cos(a)cos(b)-sin(a)sin(b).
3) cos(26) =2cos?(6) 1.
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Calcul d’un produit de sinus

Chapitre concerné : 5. Polynémes
O Ce que montre cet exo
Qu’un polynéme bien utilisé permet de simplifier un produit trigonométrique compliqué.

e L’énoncé

2n-2

1) Soit P(X):1+x2+x4+---+x . Montrer que P(X)x(1—x2):1—xzn. En déduire que les

B
racines de P(X) sont e " et e " pour k entier compris entre 1 et n—1.

n-1 n-1
2) Montrer que P(X)= | I[xz—Zcos(k—:]xHJ, puis a l'aide de P(1) que I Isin(%]zﬁ.

k=1 k=1

e Corrigé

1) P(X)x(1-%%) = (14X +x* +--+ X2 x (103 ) =14 X2 + X+ X2 o x4 = 1%,

2Kn
==
Les racines de 1-x*" (donc de P(x) x(1—X2) ) sont € 2" avec k entier (0 <k <2n-1), c’est-a-

Kkr

Bl

=Tx
>T

dire: 1, e (1<k<n-1), -1, e" (n+1<k<2n-1). Si on retire 1 et —1 (les racines de
iﬁ kn

(1—X2)), les racines de P(X) sont e (1<k<n-1) et en (n+1<k £2n—-1) clest-a-dire

Kkn
:n+1sks2n—1}:{e n :1sksn—1})_

=Ta

.
en ete " (1<sk<n-1) (car {e

n-1 ’k_:r |__k‘.[ n-1 'E '—_k:r n-1 k-t
2) P(x)= I I x-en J[x—e Z ]: xz—(en +en Jx+1]:1—‘[[x2—2003[?')x+1] donc :
k=1

k=1 k=1
kn
n-1 K n-1 1—005(—] n-1 K n-1 ”
P(1):H 2—2cos(—"] :H4 — ] :l |4sin2(—"j:4“Hsin2(—”]_
n 2 n 2n
k=t k=1 k=1 k=1
n-1
k) Jn
; 2, 44 2n-2 _
Par ailleurs P(1)=1+1 +1 +---+1"“ =n, donc I |Sm(%)_F'
k=1
O Ce gu’il faut retenir du cours
2 P g™ 1—cos(2x
1) Les n racines de 1-X" sont € N (0Sk£n—1).2)+T=COSB 3) sinz(x):—z(—)
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Petit théoreéme de Fermat

Chapitre concerné : 6. Arithmétique
O Ce que montre cet exo

Que n° =n[p] pour tout entier naturel n, lorsque p est premier.

e L’énoncé

1) Soit p un nombre premier. Démontrer que pour tout entier 1<k <p -1, p divise [Fk)] .

2) Soit p un nombre premier. Démontrer par récurrence sur n que h° = n[p] .

e Corrigé
p)  p! Pl_ =t P o ok
1) On a (k]—m donc k![kJ_p(p—k)! ol (p—k)!_(p N(p-2)--(p-k+1) est un

entier. Donc p divise k!(i]. Or p est premier et 1<k <p -1 donc p est premier avec tous les
entiers 1, 2, 3, ---k etdonc avec k!l =1x2x3x---xK.

Comme p divise k![E] et que p est premier avec k!, d’apres le lemme de Gauss p divise [Fk)] §

2) Soit P, la propriété « n° =n[p] ».
Initialisation : P, est vraie (car 0° =0[p]).

Hérédité : Supposons P, vraie (c'est-a-dire que n® zn[p] ), et montrons que P,., est encore

p P
vraie (c'est-a-dire que (n+1)° =n +1[p]). On a (n+1)"= Z(E)nk1H :Z(E)nk '
k=0 k=0

Or [E] = O[p] pour 1<k <p-1 (d'apres la question 1)).

p-1
Donc (n+1)° E[g)no wLZ:O-nk +[E]np =1+n° =1+n[p| (car n° = n[p]), ce qu'on voulait.
k=1

Conclusion : comme P, est héréditaire et que P, est vraie, P, est vraie pour n=0.

O Ce qgu’il faut retenir du cours
n

| n

1) [Ej=% :pl=p(p-1)!  2)(a+b)’= E kja”*bk (Formule du bindme de Newton).
'( = )' k=0

3) Le lemme de Gauss : Si a divise bc et pgcd(a,b) =1 alors a divise c.
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Un polyndme qui n’admet
pas de racines rationnelles

Chapitre concerné : 6. Arithmétique

O Ce que montre cet exo
Que x> +x+1 n'admet pas de racines rationnelles.

e L’énoncé

Par un raisonnement par I'absurde, montrer que x> +x+1 n'admet pas de racines rationnelles.

e Corrige

a
Supposons que x> + X +1 admette une racine rationnelle de la forme = avec pgcd(a,b)=1.

a’ . a a® +ab® +b° g

3
On a donc [%) +%+1:0 donc ?+B+1:0 donc 3 0.

ad= —(ab2 +b3) b(—ab—bz) donc b divise a°

On adonc a®>+ab? +b®*=0. Ainsi : )
b :—(ab2 +a3) :a(—b2 —a2) donc a divise b®

pged(b,a®) =1 b idiisa g
Comme pgcd(a,b) =1, on a aussi [ ( ) . Ainsi e
1pgcd(a,b3):1

entraine {

adivise b a=

a 1
Donc : b :? =1. CONTRADICTION ! Car X° + X +1 n’admet pas 1 comme racine.

Conclusion : X° +X+1 est un polynéme qui n'admet aucune racine rationnelle.

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) Le raisonnement par I'absurde : pour montrer que la proposition P est vraie, on suppose
gu’elle est fausse et qu’on aboutit @ une contradiction.
a
2) Lorsqu’on étudie un nombre rationnel, pensez a prendre un nombre fractionnaire = tel que

pgcd(a,b)=1. Cela permet d'avancer !
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Une fraction toujours irréductible

Chapitre concerné : 6. Arithmétique

O Ce que montre cet exo

2n+1
Que la fraction m est toujours irréductible (quel que soit n entier strictement positif).
+

e L’énoncé

On considére la fraction ﬂ (pour n entier strictement positif).
2n(n+1)
Démontrer que cette fraction est irréductible en utilisant les 3 méthodes suivantes :
1) Une relation de Bézout.
2) L’algorithme d’Euclide.
3) Un raisonnement par I'absurde : en utilisant les diviseurs premiers, lemme de Gauss, et le
lemme d’Euclide.

e Corrigé

Montrons que pgcd(2n+1,2n(2n+1)) =1, cela prouvera que la fraction est irréductible.
1) La relation de Bézout (2n+1)(2n+1)-2n(n+1)-2=1 prouve que pgcd(2n+12n(2n+1))=1.

2) Les divisions successives de 2n(n+1) = 2n° +2n par 2n+1 donnent :

2n2+2n:(2n+1)-n+n : 2n+1=n-2+1 ; h=n-1+0 . Le dernier reste non nul est 1, donc
pged(2n+12n(n+1))=1.

3) Supposons que pgcd(2n+1,2n(n +1)) =1 et considérons p un diviseur premier divisant a la
fois 2n+1 et 2n(n+1). Comme 2n+1 est impair, p= 2 et donc p est premier avec 2. Comme p

divise 2n(n+1) et que p est premier avec 2, d'aprés le lemme de Gauss il divise n(n +1).

Comme p est premier, d’aprés le lemme d’Euclide, p divise n ou p divise n+1.

Si p divise n, alors p divise 2n. Comme p divise 2n+1, p divise leur différence égale a 1.
Contradiction !

Si p divise n+1 alors p divise 2n+2. Comme p divise 2n+1, p divise leur différence égale a 1.
Contradiction !

Ainsi dans tous les cas, on aboutit 8 une CONTRADICTION. Donc pged(2n+12n(n+1))=1.

O Ce gu’il faut retenir du cours

1) S'il existe deux entiers u et v tels que au+bv =1 alors pged(a,b)=1.

2) Dans les divisions successives (algorithme d’Euclide) le dernier reste non nul est le pgcd.
3) Le lemme de Gauss : Si a divise bc et pged(a,b) =1 alors a divise c.

4) Lemme d’Euclide : Soit p un nombre premier qui divise ab, alors p divise a ou p divise b.
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Une drodle de loi pour un drole de groupe

Chapitre concerné : 7. Structures algébriques
O Ce que montre cet exo

tan(x)+tan(y)

Une curieuse loi qui évoque la propriété trigonométrique : tan(x+y) :W)tan(y)'
+

e L’énoncé

a+b
1+ab’

Montrer que (G*) est un groupe ou G:]—1 ;1[ avec axb=

e Corrigé

G=]-1;1[ est non vide et * est une loi de composition interne, car si abe]-1;1]
a+b

alors axbe]-11[ . En effet: e
+

<1 car abe|-1;1[ donne: 1+ab>0 et
(a+b)—(1+ab)=(1-a)(b-1) <0

On a aussi _1<1a+att)) car abe]-1;1[ donne : 1+ab>0 et (a+b)+(1+ab)=(1+a)(b+1)>0.
+

Associativiteé :

[b+cj (a+abc) (b+c)
a+(bx*c)
a*(bc) = +( 1+bc 1+bc 1+bc a+b+c+abc.
1+a(b*c) (b+c) (1 ] (ab+ac) 1+ab+ac+bc
1+bc 1+bc 1+bc
(a+bj L [a+bj [c+abc)
(a*b)*c= (axb)+c 1+ab 1+ab 1+ab a+b+c+abc
1+(a*b)c (a+b)0 (1+ab)+(ac+bc] a+ab+ac+bc’
1+ab 1+ab 1+ab
Donc : ax(b=c)=(axb)x*c.
Existence d’un neutre e :
e =0 convient car a*0= i :E:a et Oxa= 2 :E:a
1+4ax0 1 1+40xa 1
Existence pour chaque a de G d’un symétrique a’ :
a+(-a , —a)+a
a' =-a convient car a*(-a)= +(, ): OZ:O:eet (—a)*az( i = 02:0:6
1+a(-a) 1-a 1+(-a)a 1-a

O Ce gu’il faut retenir du cours
(G#) est un groupe si G est non vide et si la loi * vérifie les 3 propriétés suivantes :

Associativité : ¥ ab,ceG, ax(bxc)=(a*b)*c.

Existence d'un neutre : 3e€G telque VaeG, a*e=e*a=a.
Existence pour chaque a de G d’'un symétrique a’: Yac G, 3a'€G tel que a*a'=a’*a=e.
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Sous-groupes de (Z,+)

Chapitre concerné : 7. Structures algébriques

O Ce que montre cet exo
Que tout sous-groupe de (Z,+) est de la forme (nZ+) avec n entier.

e L’énoncé

Soit H un sous-groupe de G=(Z,+).
On suppose que H¢{0} , on appelle h le plus petit élément strictement positif de H.

1) Montrer que hZ cH.
2) Soit e un élément de H. En effectuant la division de e par h, montrer que le reste est nul et
que e est nécessairement multiple de h. En déduire que HchZ.

3) En déduire que tout sous-groupe de (Z,+) est de la forme (nZ,+).

e Corrigé

1) Comme heH, par stabilit¢ d’'un sous-groupe, tout multiple de h appartient a H, d'ou :
hZ cH.
2) Il existe geZ et 0<r<h tel que e=qgh+r. On ar=e-gh donc r est un élément de H

(par stabilité d’un sous-groupe et car e et h appartiennent a H). Comme 0<r <h et que h est
par définition le plus petit élément strictement positif de H, on en déduit que r=0. Par
conséquent e =gh et donc e est un multiple de H. Conclusion : ona HchZ.

3) Si H¢{0} , les questions précédentes montrent que hZ cH et HchZ, ce qui donne H=hZ.
Si H={0} alors H=0Z.

Dans tous les cas, les sous-groupes sont de la forme (nZ+).

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) Stabilité d’'un sous-groupe H de G=(Z,+) : tout multiple de h appartient & H.

2) Division euclidienne dans Z de aparb :il existe getrtelsque qeZ, 0<r<b et a=bqg+r.
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L’anneau des entiers de Gauss

Chapitre concerné : 7. Structures algébriques

O Ce que montre cet exo
Comment on montre qu’un ensemble muni de deux lois est bien un anneau.

e L’énoncé

Soit Z[i]:{a+ib:abez}. On munit cet ensemble de I'addition + et de la multiplication X .

Montrer que (Z[i],+x) est un anneau.

e Corrige

1) (Z[i].+) est un groupe.

Associativité : on a (& +iby)+((a, +ib,) +(a; +ib;)) =a, +a, +a; +i(b; +b, +bs)
=((ay+iby) +(@, +ib, )) +(a; +ib;) .

Existence d’un neutre : e=0 convient car (a+ib)+0=0+(a+ib).

Existence pour chaque élément de Z[l] d’'un symétrique : —a—ib est le symétrique de a+ib.
2) la multiplication est associative :

(@ +iby) x((a, +ib, ) (@5 +ibs)) =a@,a; ~bb,a; —apb; —abb; +i(aab; ~bbb; +ab,a; +aba;)
:((a1 +iby)x(a, +ib2))><(a3 +ibsy).

3) la multiplication est distributive par rapport a I'addition :

(a;+iby) x((@, +ib, ) +(a5 +ibs)) =(a, +ib;) x(@, +ib, ) +(a, +ib) x(a; +ib;) et

(2 +ib, ) +(a, +iby))x(ay +ib;) =(a, +ib, ) x(a, +ib,) +(a; +ib; ) x(a, +ib;) .

4) |l existe un élément neutre pour la multiplication :

1 convient car (a+ib)x1=1x(a+ib)=a+ib.

Conclusion : (Z[i].+x) est un anneau.

O Ce gu’il faut retenir du cours
(A+x) est un anneau si: (A+) est un groupe, la multiplication est associative (7Vab,ceA,

ax(bxc)=(axb)xc ), et distributive par rapport a [laddition: ( ax(b+c)=axb+axc et

(b+c)xa=bxa+cxa), et s'il existe un élément neutre pour la multiplication.
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Les quaternions

Chapitre concerné : 7. Structures algébriques
O Ce que montre cet exo
La découverte d'un ensemble (muni de deux lois) qui n'est pas aussi bien qu'un corps mais
gquand méme mieux qu’un simple anneau.

e L’énoncé

Un quaternion est un nombre q pouvant s’écrire sous la forme q=a+bi+c¢j+dk ou les nombres i,
j et k vérifient i# =j? =k? =ijk =1 (C’est une généralisation des complexes en dimension 4). Pour
plus de commodité, on les considere comme des quadruplets de la forme q=(ab,c,d) avec
i=(0,10,0), j=(0,0,10), k=(0,0,0,1). Soit H I'ensemble des quaternions muni des lois + et x
définies par :
(ar,by,C1,dy) +(8,,b,,¢,,d; ) =(ay +a,,b; +b,,¢q +¢,,dy +d, ) et
(anby,cpdy) x(a,,b,,6,,d, ) =(a@, —bb, —cc, ~dd,,ab, +ba, +cd, —dc,,

a,c; +c.a, -bd, +dp,,da, +a,d, +b,c, -c.b,)
1) Montrer que (H+x) est un anneau non commutatif pour la loi x.
2) Montrer que tout élément q=(ab,c,d)=(0,0,0,0) est inversible pour la loi x , dinverse

q’ :(%???] ou c=va?+b?+c?+d . Que peut-on en déduire ?

e Corrigé

1) (H+) est un groupe (Associativit¢ immédiate. Elément neutre (0,0,0,0), le symétrique de
(ab,cd) est (-a-b,—c,—d)).

La multiplication est associative (immédiat mais volumineux) mais non commutative comme le
montre I'égalité suivante : (0,10,0)x(0,0,40)=-(0,0,10)x(0,10,0) qui correspond & ij=—ji.

La multiplication est distributive par rapport a I'addition, a droite comme a gauche (immédiat
mais volumineux).
Il existe un élément neutre pour la multiplication : (1,0,0,0) .

Conclusion : (H+x) est un anneau non commutatif.
3£ﬁﬁyﬁigﬂﬂ
¢ ' '
lequel tout élément de A* posséde un inverse pour la loi x. En revanche, ce n'est pas un corps
car il n’y a pas commutativité.

2) (a,b,c,d)x( ]:(1,0,0,0). Ainsi  (H+x) est un anneau dans

O Ce gu’il faut retenir du cours
Un corps est un anneau commutatif pour lequel tout élément de A* posséde un inverse pour la
loi x.
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Matrice inverse (matrice carrée d’ordre 2)

Chapitre concerné : 8. Calcul matriciel

O Ce que montre cet exo
Qu’on peut retrouver I'expression de la matrice inverse avec la méthode de Gauss.

e L’énoncé

a b
Soit M= [c d] (ad—bc = 0) Déterminer par la méthode de Gauss, I'expression de M

e Corrigée
a by " ab: 10
s'écri )
¢ d cd:0 1
ab: 10 ac bc : ¢ O
. < .
c d: 0 1/t<txlac ad : 0 a
L,«L,xa
ac bc : ¢ O ac bc : ¢ 0
ac ad : 0 a)u<L-L\| 0 ad-bc : -c a
ac bc ¢ 0 - ac bc © ¢ 0
0 da-bc : —Cc all.adbc)] O 1 —C a
ad-bc ad-bc
. . bce abc
aci 'be :: o 0 ac 0 : c+ -
e 4 g ad-bc ad-bc
0O 1 : Ll —Lpbe B i - a
ad-bc ad-bc = 5—he
o - bce abc
& 0 i e fhe 1 s —&
ad-bc ad-bc| _ ac ac(ad-bc) ac(ad-bc)
0 1 : -C a L,<—4_1—:ac0 1 —c a
ad-bc ad-bc ad-bc ad-bc
c. bce ___abc c(ad-bc)+bcc b d b
v = | 8 ac(ad—-bc) ac(ad-bc) _| ac(ad-bc) —(ad—bc) _|ad-bc  (ad-bc)
-C a =6 a - a
ad-bc ad-bc ad-bc ad-bc ad-bc ad-bc
. 1 d -b
Donc M = .
one ad—bc(—c a]

'O Ce qu’il faut retenir du cours
1) La méthode de Gauss en notant a chaque étape I'opération effectuée.

ab d -b
2)SiM:(c d) (avec ad—bc =0) alors M_1:ad1bc(—c a]'
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Puissance n-ieme d’1 matrice triangulaire

Chapitre concerné : 8. Calcul matriciel

O Ce que montre cet exo
Qu’on peut parfois calculer la puissance n-ieme d’une matrice par le binbme de Newton.

e L’énoncé

100 1 00 00O
Soit M={1 1 0. Montrer que M" = n 1 0| enutilisant J=[{1 0 O].
111 nn+1)/2 n 1 110

e Corrigé

On a M=I,+J donc daprés la formule du binbme (qu'on peut appliquer car |, et J

n
commutent) : M" = (I, +J)" = Z(EJBHJK .

k=0
000 000 000
Or (aprés calculs) J*=|0 0 0|t J°=[0 0 0|etJ"=|0 0 O} (pour n=4).
100 000 000
n, . I My .. n n n n(n-1)
Doncl\/l":(ojl3 *’J°+(1J|3 1J1+[2JI3 2J2=(0JI3+[1JJ+ ZJI3J2=1-I3+nJ+ 5 F
10 0) (000 0 00 1 00
Cequidonne M'={0 1 O|+/n O O+ 0 0 0= n 1 0.
00 1) {nnO)(nn-1)/2 0 0} (n(n+1)/2 n 1

O Ce gu’il faut retenir du cours
n

n
1) Formule du binéme de Newton pour les matrices qui commutent : (A+B)" = E k]A’H‘Bk .

k=0

Cette formule est surtout utile lorsque les matrices A et B sont simples (et leurs puissances
n

n
également). C'est le cas ici avec (I, +J)" = Z(k]l3n_ka car |, et J sont des matrices (elles et
k=0
leurs puissances) trés simples !

2) |3 :|32 :I33 :"':l3n_1 :|3n.
3) On pourrait aussi démontrer ce résultat par récurrence (c’est long mais c’est trés facile : pour
n(n+1 n+1)(n+2

(0+1), 1,1 (0+0(0+2),

I'hérédité, on utilise le fait que >
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Puissance n-ieme d’une matrice

Chapitre concerné : 8. Calcul matriciel
O Ce que montre cet exo
Qu’on peut parfois calculer la puissance n-ieme d’une matrice par le binbme de Newton.

e L’énoncé

2 41 1
Soit A=|-3 1 2 |. Montrer que (A+I3)3:0M3(3-).En déduire A" pour n=3.
2 1 2
e Corrigé
-1 1 1 -1 1 111 1) (0 0 O
Ona: A+k=|-3 2 2|, (A+LV’=[-3 2 2|3 2 2|=[1 -1 <],
I B Ale 94 14 3 A

0 0 0Y=1 1 1) (0 0 O
(A+l) =(A+l) (A+l)=| 1 -1 -1||-3 2 2|={0 0 0| donc (A+l)’ =0y .
11 102 -1 1) {ooo

n

Pour n=3, A" =(A+l,-1,)" ZZ[E](A“‘ls)k(—'s)H (car A +l, et I, commutent).
k=0

Donc : A’ =[SJ(A+'3)O(—|3)"_° +[:J(A+|3)1(—I3 ! +[2](A+I3 AR

done : A" =1, +n(A-+1,) (=) + 20D A 41 2 a2
100 41 By . f® 6D
donc: A"=/0 1 O|+n(-0)""|-3 2 2 +% 1 -1 |-
00 1 QR 4 4 1
1+n(-1)" n(-1)"" n(-1)""
2 2 2
dast@dke: A (_1)n_z n“+9n 14D +3n (_1)n—1 n“+3n (_1)n_1
2 2 2
2 2 2
n°+3n (_1)n—1 n°+n (_1)n—2 14| M£N (_1)n—2
2 2 2

O Ce gu’il faut retenir du cours
n

n
Z[ n Z{ n
Formule du binbme pour les matrices qui commutent : (A+B)n = ij’”‘Bk = k]AkBH :
=0

k k=0
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Simplification de

1,1 1

1x2 2x3 3x4 nx(n+1)

Chapitre concerné : 9. Fractions rationnelles

O Ce que montre cet exo
Que L - y - L +-+ L :1—1.
1x2 2x3 3x4 nx(n+1) n

e L’énoncé

1) Soit k=0 et k =1. Déterminer a et b réels tels que :E+

1 1 1 1

+ + +--+ .
1x2 2x3 3x4 nx(n+1) n+1

3) Application : en déduire la valeur de la somme B +1 +i +i +i +i

2 6 12 20 30 42

2) En déduire que

e Corrigé

1 a b 1 a(k+1) bk 1 (a+b)k+a
=—+ IS = + = = =1=(a+b)k+a
k(k+1) k k+1 k(k+1) k(k+1) k(k+1) k(k+1) k(k+1)

Deux polynédmes (de variable k) étant égaux ssi ils ont méme coefficient, on obtient :

1)

@[a+b:0© Bl T 1 1

la=1 a=1 ' Tk(k+1) k k+1

1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1
2) - - +o+ =l-—=|+| == |+| == |+ +| ————

%2 2%3 Ix4d nx(n+1) (1 2 2 3 3 4 n n+1
AR S N P N O NI S PTSHP PY ( L 7 e
12 2 3 3 4 n n+1 n+1 n+1

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Z 1 @
) —+—+—+—+—+—-= - - - - - =l-—=c—-===.
2 6 12 20 30 42 1x2 2x3 3x4 4x5 5x6 6x7 T I T 7

O Ce gu’il faut retenir du cours

1) Le principe de décomposition d’'une fraction rationnelle, aprés mise au méme dénominateur.
2) Deux polynémes sont égaux ssi ils ont méme coefficient.

3) Le principe du télescopage : on garde tout ce qui ne s’en va pas.
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1

Décompositionde
1-x*

Chapitre concerné : 9. Fractions rationnelles
O Ce que montre cet exo

Gl 1 _0,25+0,25+ 0,5
1—x* 1-X 1+X 1+x?

(x=1).

e L’énoncé

1
-9
1) Factoriser le polynéme 1-x* en produit de polynémes irréductibles de R[x].

2) En déduire le nombre de coefficients a déterminer dans la décomposition.
3) Achever cette décomposition, en utilisant une évaluation en 0 et trois calculs des limites.

On souhaite décomposer la fraction rationnelle F(x) =

e Corrige

1) 1-x* = (1—x2)(1+x2) = (1—x)(1+x)(1+x2) (On ne peut pas aller plus loin dans &[X]).

a b cx+d
= - + a
1-X 1+X 1+x2
1 a b cx+d

t F(X)= )
1_x* © (X) 1-X 14X 143
a b c-0+d

2) On en déduit qu'il existe quatre coefficients a, b, c, d tels que F(X)

3) Utilisons les deux expressions F(X) =

F(0) donne: 0% =Y B Tyt 1202 donc: 1=a+b+d.
2
lim xF(X) donne : 0=-a+b+c (car 7= e i g +SX
X0 1-x* 1-x 1+X  1+X
-1 a(x-1) b(x-1) (cx+d)(x-1
lim(x-1)F(x) donne : — =—a+0+0 (car a 14: ( )+ ( )+( - )(2 )donc:
X1 4 1-% 1-x 1+ X 1+ X
- b(x-1) (cx+d)(x-1
ot b (eedxt)
(1+X)(1+X) 1+X 1+X
. a(x+1) b(x+1) (cx+d)(x+1
lim (x+1)F(X) donne : 1 0+b+0 (car X+1: X+ )+ i )+( - )(2+) donc:
X1 4 1-X 1-X 1+X 1+X
1 d 1
| 1 :a(x+ )+b+(cx+ )(;(+ )
(1-x)(1+x%)  1-x 1+X

1 0,25 0,25 0,5
= + + .
1-x* 1-x 1+x 1+x2

La résolution donne : a:l, bzl, c=0 et d:l donc :
4 4 2

O Ce gu’il faut retenir du cours
Le principe de décomposition d’une fraction rationnelle en éléments simples.
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Dérivée n-ieme d’une fraction rationnelle

Chapitre concerné : 9. Fractions rationnelles
O Ce que montre cet exo
Comment a I'aide d’'une décomposition en éléments simples, on peut calculer la dérivée n-iéme
d’une fraction rationnelle.

e L’énoncé

2
Soit f(x) :2)(——5)(+42 (xeR\{t2}). On souhaite calculer la dérivée n-iéme de f(X).

(x=1)(x-2)

1) Décomposer la fraction rationnelle f(X) en éléments simples.

; (n) 1 n 1 n 2
2) En déduire que " (x) =(-1)" nl———+(-1)" nl——=+ (N +1)!(-1) ——.
( ) (X_1)n1 ( ) (X_2)n1 ( ) ) (X_2)n‘2

e Corrige
2
1) On cherche a, b et c tels que : vx e R\{12}, e _5X+42: 2z b ot =«
(x-1)(x-2f x-1 x-2"(x-2)
2x*-5x+4 _ a b c - 2x2 —5x+4 _(a+b)x2+(—4a—3b+c)x+4a+2b—c

2~ . * 2 2 2
(x-1)(x-2)° Xx-1 x-2 (x-2)° (x-1)(x-2) (x—M)(x—2)
Deux polyndmes étant égaux ssi ils ont méme coefficient, on a :
a+b=2, 4a-3b+c=-5, 4a+2b-c=4. Ce qui donne b=2-a, c-a=1, 2a-c=0 c'est-a-
dire: a=1, b=1et c=2.

.. 2x2-5x+4 1 1 2
Ainsi : 5= — - =
(x=1)(x-2) =1 x-2 (x-2)

2) Par trois raisonnements par récurrence, on peut montrer (en s’inspirant de I'énoncé) que :

ey LY MH Y |- 2o

x=1 (x=1)"" T (x-2 X -2 (x-2

1

Dou: f(x)=(-1) n!m+ - n.m ! W

O Ce gu’il faut retenir du cours

1) Le principe de décomposition d’'une fraction rationnelle en éléments irréductibles.
2) Deux polynémes sont égaux si et seulement si ils ont méme coefficient.

3) Le principe du raisonnement par récurrence.
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Primitive d’une fraction rationnelle

Chapitre concerné : 9. Fractions rationnelles
O Ce que montre cet exo
Comment a l'aide d’'une décomposition en éléments simples, on peut déterminer une primitive
d’une fraction rationnelle.

e L’énoncé

e B
Soit f(X) =———————" On souhaite calculer une primitive de f(x).
(x*+1)(x-2)
1) Décomposer la fraction rationnelle f(x) en éléments simples.

2) En déduire la forme des primitives F (x) de f(x) sur ]2;+«[ .

e Corrigé

2x°-x-1 _ax+b ¢
(x*+1)(x-2) X241 x-2°

1) On cherche a, b et c tels que

2x>-x-1 _ax+b_ ¢ 2 -x-1 _(ax+b)(x-2)  ©(x*+1)

(x2+1)(x_2) X1 x—2 (x2 +1)(x-2) i +1)(x-2) +(x2 +1)(x—2)

2x2-x-1 (a+c)x*+(b-2a)x+c-2b

=
(x*+1)(x-2) (x*+1)(x-2)
Deux polyndmes étant égaux ssi ils ont méme coefficient, on a :
a+c=2,b-2a=-1, c-2b=-1. Ce qui donne c=2-a, b-2a=-1, 2-a-2b=-1 c'est-a-dire :
a=1,b=1et c=1.
o -x-1 w31 1
5 == + _2.
(x +1)(x-2) x*+1 X
X+1 1 X 1 1 1 2x 1 1
- STE R el T TR T :
X+1 X-2 x*+1 x*+1 X-2 2x°+1 x*+1 X-2

Ainsi :

2) f(x)

Donc F(x)= %In‘x2 +1’+arctan(x)+|n|x—2| +C donc:

F(x)= %In(x2 +1)+arctan(x)+|n(x -2)+C (sur ]2;+.,_[ ).

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) Le principe de décomposition d’'une fraction rationnelle en éléments simples.

’

u
2) | @pour primitive In ul

3) ] > @ pour primitive arctan(x) .
1+ X
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Résolution d’un systéme linéaire par Gauss

Chapitre concerné : 10. Systemes linéaires
O Ce que montre cet exo
La méthode de Gauss pour résoudre un systéme (opérations sur les lignes).

e L’énoncé

Jx-y+z=2 13 1 3 2
Résoudre {X—-2y+2Z=3 en utilisant la méthode de Gauss: |1 -2 2 : 3
l2x+Y—4z:—8 3 1 -4 ¢ -8
e Corrigé

M1 -1 1 : 2 1 -1 1 2

Etape1:|1 -2 2 : 3 < |10 -1 01 1
Lsel 5404 )

2 1 -4 -gjiaizljo 3 -6 : -12

1 -1 1 2 17 -1 1 2
Etape2: |0 -1 1 1 c>3L 0o -1 1 1

0 3 6: 12" "Flo 0 -3: -9

1 -1 1 2 17 -1 1 2
Etape3: |0 -1 1 1 — 0o 1 1 -1

LyeLp(~1)

0 0 -3 : -9|Cais|0 1: 3

1 -1 1 2 1 414 : 2
Etape4: |0 1 -1 -1 © |0 1 0 : 2

Loel+l, s

0 0 1 3 0 0 1:3

4 -4 q & 2 1 0 0 : 1
Etape5: |0 1 0 : 010:2

L\‘—L1°L2_L3 .
0 0 1 : 00 1:3
X=1 X-y+Z=2
Le systéme admet pour solution 1Y =2 (on peut vérifier alors qu'on a bien {X-2y+2Z=3 ).
Z=3 2X+y-4z=-8

O Ce gu’il faut retenir du cours

Dans un systéme de trois équations a trois inconnues :

1) On peut agir sur les lignes. Le but est de se rapprocher d’'une matrice triangulaire (avec des
1 sur la diagonale) puis d’'une matrice diagonale (avec des 1 sur la diagonale) : c’est cela la
méthode de Gauss.

2) Lorsqu’on agit sur une ligne, il ne faut surtout oublier aucun terme (ce qui en fait 4 a
modifier). Il vaut mieux indiquer au-dessous de chaque équivalence I'opération sur les lignes
effectuées, pour pouvoir relire facilement ses calculs.

3) Il est conseillé de vérifier la solution trouvée dans le systéme de départ pour éviter les
grosses erreurs de calculs
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Instabilité d’un systéme linéaire

Chapitre concerné : 10. Systemes linéaires

O Ce que montre cet exo
Qu’une légere perturbation sur les coefficients peut avoir de grandes répercussions sur les
solutions.

e L’énoncé

X+2y=5 X+2y=95 )
par la méthode de Gauss.

Résoudre les systemes suivants {ZX £ 401y =0 e 2x+4,02y =0

Que constatez-vous ?

e Corrigé
" X+2y=5 —— 1 2 : 56
Max+a0ty=0 5|2 401 : 0

1 2 =5 - @ 2 :© &
2 401 : O)L«L-2,0 001 : -10

1 2 : 5 A 2: &
0,01  -10 L<Lx00{0 1 * -1000

0
12 5 ) _ (10 2005) . [x=2005
0 1 ° -1000J<i22,{0 1 © —1000) ~O0°"* 1y =_1000°

X+2y=95 . 't1 2y Z i

2x+4,02y=0 """ |2 402 : 0
1 2 :5 1 2 5

_ = _
2 402 © 0Ju 2,0 0,02 : -10
1 2 : B 12: 5
<

0 002 : —10)Lcu50l0 1 @ -500
12 65 _ (1051008 . (x=1005
0 1 : —500JuC2,(0 1 : -500) ~O0 " |y =-500"

Ainsi une perturbation d’'un centiéme sur I'un des coefficients provoque ici des perturbations du
simple au double. C’est trés instable !

O Ce qgu’il faut retenir du cours
Une infime perturbation sur I'un des coefficients peut avoir des conséquences énormes : gare
aux erreurs d’arrondis des ordinateurs !
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Un joli systeme linéaire

O Ce que montre cet exo

Chapitre concerné : 10. Systemes linéaires

La résolution d’'un systéme linéaire a parametres.

e L’énoncé

) . . ax+by=c
Résoudre le systéme suivant ol azbeta#-b.
bx+ay=d
e Corrigé
- 1_'a SR - a+b b+a : c+d
i "|ba:idius b a I d
Crne . 27D D+ c+d}:)1 1 °+S
ape 2 : : a+
L & 4§ b a: d
c+d 1 1 C*S
Etape 3 : a+b Lf—bL at: q
ba: d[|* 0 a=b : d-b——
B a+b
101 od 11 s
Etape 4 : a+b N
g . 0 a=b _bc_+d Lz‘—szi 01 d = G+
i ) il a-b  (a+b)(ab)
i c+d c+d d c+d
LR 10 -
11 a+b B a+b a—b+ (a+b)(a-b)
Etape 5: o d c+d L;f’:L d -
0 1: = R O —b- :
] a-b (a+b)(a-b) a-b (a+b)(a-b)
X_c+d_ d c+d ca—db
“a+b a-b (a+b)(a-b) P
Ainsi : o d il c'est-a-dire : _da-bc
“a-b (a+b)(a-b) ~a’-b?

O Ce gu’il faut retenir du cours
Dans un systéme :

1) On peut agir sur les lignes. Le but étant de se rapprocher d’'une matrice triangulaire (avec
des 1 sur la diagonale) puis d’'une matrice diagonale (avec des 1 sur la diagonale) : c’est cela la

méthode de Gauss.

2) Lorsqu’on agit sur une ligne, il ne faut surtout oublier aucun terme.
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Une jolie propriété des triangles

Chapitre concerné : 11. Géométrie du plan et de I'espace

O Ce que montre cet exo

a b G
L'inégalité - + < 2 pour tout triangle de cétés a, b et c.
g b+c c+a a+b P g

e L’énoncé

On sait que dans un triangle, n'importe quel cété est plus petit que la somme des deux autres.
On considére un triangle de cétés a, b et c.

b G
+ + <
b+c c+a a+b

On souhaite démontrer I'inégalité

2a

< ’
b+c a+b+c

a b G
2) En déduire que - + <&,
) q b+c c+a a+b

1) Démontrer que

e Corrigé

1) a_ _ 2a _ 2a

b+c 2(b+c) (b+c)+(b+c)’
Or a<b+c (car dans un triangle, la longueur d’un cété est plus petite que la somme des deux
autres).

1 1
Donc a+b+c<b+c+b+c soit en passant a [linverse > donc
a+b+c b+c+b+c
2a 2a
> . Ainsi 2a > . c’'est-a-dire : a < 2a .
a+b+c b+c+b+c a+b+c b+c b+c a+b+c
. . . b 2b ¢ 2c
2) De méme, par permutation circulaire, on a : < et < .
c+a b+c+a a+b c+a+b
. a b C 2a 2b 2c
D'ou : + + < + +
b+c c+a a+b a+b+c a+b+c a+b+c
b c 2a+2b+2c
donc : - - <
b+c c+a a+b a+b+c
b c 2(a+b+c)
donc : - - <
b+c c+a a+b a+b+c
a b c
donc: + + <2

b+t e3a a+b

O Ce gu’il faut retenir du cours
Dans un triangle, la longueur d’'un cété est plus petite que la somme des deux autres.
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Identité de Lagrange dans le plan

Chapitre concerné : 11. Géométrie du plan et de I'espace

O Ce que montre cet exo

L'égalité (U-V)2 +[U,\7]2 :||f1||2 ><||\7||2 (ou [G,v] = det(@,V)) pour tous vecteurs U et V du plan.

e L’énoncé

Soient H[;J et \7(;] Calculer (U-\—/)2+[U,\7]2 (ol [G,\?]:’; ;:‘:xy’—x'y) puis ||U||2x||\7||2.

Que peut-on en conclure ?

e Corrigé

(@-v) + G, \7]2 = (%< + Yy +(xy' = Xy) = %22 + 2xX'yy’ + y2y'2 + x2y'2 — 2xy'X'y + X'2y?
- X2Xl2 + y2yr2 s X2yr2 I Xl2y2 )

Par ailleurs ||l]||2 X ||\7||2 = (x2 +y? )(x'2 + y’2) = x2x"2 + x%y"? + y2x? + y?y?.

Conclusion : (G-\?)2 +[U,\7]2 - ||f1||2 ><||\7||2.

O Ce gu’il faut retenir du cours
= ’ s e 138 X
Dans le plan, G-V = xx' +yy', ||u||:\/x2+y2 , [0V]= ,
y'y
Remarque: on peut faire cet exercice dans lespace, en utilisant les formules

U-V=xx'+yy +2z, [AWW]=x(yZ'-2Y")-y(X2' - ZX") +Z(Xy" - yX"), [U] = yX* +y? + 22
mais c’est long, trés long !

=xy' —-XYy.
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Coordonnées d’un projeté orthogonal

Chapitre concerné : 11. Géométrie du plan et de I'espace

O Ce que montre cet exo
Comment trouver les coordonnées du projeté orthogonal d’un point sur une droite.

e L’énoncé

g -2 5 3 . ’ . ;
Soient A[1 j 8[5] et C[zj trois points (dans un repére orthonormeé).

1) Déterminer les coordonnées de H, projeté orthogonal de C sur la droite (AB).
2) A quelle distance de la droite (AB) se trouve le point C ?

e Corrige

s —( Xy -3
1) AB(:J et CH[XH ] sont orthogonaux donc 7 (xy -3)+4(yy; -2)=0.

Yn—2
— 7 —( Xy +2 b
AB . et AH 4 sont colinéaires donc 7(y, -1)-4(xy+2)=0.
YH —
On résout le systéme
7(Xy=3)+4(Yu-2)=0 _ [7x,-21+4y,-8=0 [7xy+4y,-29=0
= =
T(Yu-1)-4(xy+2)=0  |Tyy-7-4%,-8=0  |-4x,+7yy-15=0
[28xH+16yH—116=0
L=—a "
| -28x,, +49y,, -105=0

En ajoutant les 2 équations, on a 65y, -221=0 donc y,, = % =3,4.

Comme 7x, +4y,-29=0,0na 7x,+4x3,4-29=0 donc 7x, +13,6-29=0 donc:

2,2
7x, =195,4 donc x, = g =2,2. Ainsi le point H a pour coordonnées H(3’4] A

2) La distance cherchée vaut CH = \/(2,2 -3)*+(3,4-2)* = \/(—0,8)2 +(14)* =26

O Ce gu’il faut retenir du cours
NULVES xx'+yy' =0
2) U,V colinéaires © xy’'—xy =0 .
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Distance d’un point a une droite

Chapitre concerné : 11. Géométrie du plan et de I'espace
O Ce que montre cet exo

~ |lax, + by, +c|

Ja® +b?

Comment on peut trouver la formule d(M,;,D)

e L’énoncé

Xo

Soient D:ax+by+c =0 et MO( ] La distance d(M,,D) est égale a la longueur M;H ou H

Yo
est le projeté orthogonal de M, sur D.

1) Sachant que HeD, quelle équation (faisant intervenir les coordonnées de H) peut-on
obtenir ?

. _(a
2) Comme MyH et n[b) vecteur normal de D sont liés, quelle autre équation obtient-on ?

3) En déduire les coordonnées de H puis la distance M H .

e Corrigé

1) Comme HeD:ax+by+c=0,0na: axy+byy+c=0.

2) WI(;H_XOJ et ﬁ(;) sont liés donc : (X, —Xq ) xb —(Yy —Yo)xa=0 (colinéarité).

H— Yo

[ b?x, —aby, —ac
XH =

ax, +by,+c=0 2 2
3) On résout le systéme H+ D . On trouve 5 e :
(X4 =Xo)xb—(Yiy—Yo)xa=0 l _ a’y, —abx, —bc

. a% +b?

a +b° a’ +b?

2 2
b?x, —aby, —ac a2y —abx. —bc
MOH:\/(XH_XO)2+(VH_y0)2=\/[ o — 2% _Xo] +[ Yo 0 _yo]

a(axy +by, +¢) 7 -b(ax, +by, +¢) 3
2 2 * 2 2
a‘+b a‘+b

MOH:\/(XH_XO)2+(yH_YO)2 :\/[_

(ax, +by, +¢)° _|axg +by, +¢

a’+b? a2 ip?

MoH:\/(XH_Xo)2+(YH—YO)2 :\/

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) U et Vcolinéaires équivauta xy'—x’y =0. 2) On peut généraliser cette formule

_|ax, + by, +cz, +d

dans I'espace : la distance d’'un point & un plan vaut d(M,,P) \/ —
a‘+b“+c
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Distance de deux droites (dans I’espace)

Chapitre concerné : 11. Géométrie du plan et de I'espace

O Ce que montre cet exo
[c]

Comment on peut trouver la formule d(D,D’) = G (ou [ﬁ’,a,a'] = det(m’,ﬁ,ﬂ')).

A l]'”

e L’énoncé

Soient D et D’ deux droites non paralléles (de I'espace). D et D’ admettent une perpendiculaire
commune qu'on appelle P. Soient AcD et A'eD’. La distance d(D,D’) est égale a la

longueur HH’ ou H est le point d’intersection de D et de P, et H’ le point d’intersection de D’ et
de P'.

1) On considére uet U des vecteurs directeurs de D et de D'. Développer [m,ﬂ,ﬂ'} en
décomposant AA’ par la relation de Chasles.
2) En déduire que ‘[E’,U,U'}I = "m”x"ﬁ /\U'” puis le résultat.

e Corrigé

1) [AAGT | =[ AH+HH +HALGT | =[ AHGT |+ [HH G T |+[H/ALGT | (Chasles)

Or [m,ﬁ,ﬂ'] :[H'—A',u u] 0 car AH et U sont liés, et car H'A" et U’ sont liés.
Ainsi [m u U] [HH u,u’

]:HH' UAU) (car [G,9,W]=0-(VAW)).

2) | AA U U] |HH (GAT )| ”HHH |G AT car HH'et GAT sont liés (ils sont paralléles a la
perpendiculaire commune).
|[m,a,a]

[unu]

On adonc: ”m” = c'est-a-dire : d(D,D') =

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) [0,9,W] =0-(VAW) etdonc [HH,GU | =HH - (U

cl
cl
~

2) [a-V|=|d]-[V| si GV sont colinéaires.
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Une jolie famille libre et une jolie famille liée

Chapitre concerné : 12. Espaces vectoriels

O Ce que montre cet exo
Qu'il est parfois trés simple de montrer qu’une famille est libre ou bien liée.

e L’énoncé

Soient (X4, X,,X3,X,) une famille libre d'un espace vectoriel E.

1) Montrer que la famille (a;) définie par a;=X;, @ =X;+Xy; , A3 =X;+X; +X3 ,

1=i<4
a, =X, +X, + X5 +X, est une famille libre de E.

2) Montrer que la famille (b;) définie par by=X;—X, , b, =X, =X3, by=X;-X, ,

1=i<4

by = X4 —X; est une famille liée de E.

e Corrigé

1) Montrons l'implication i@, +i8, +248; +Ah8, =0 => A =k, =k =2, =0.

MAy+Rp8y + X385 + 248, =0 S A Xy + A5 (Xg +Xg ) + A5 (Xg + X5 +X3) + A4 (Xg +X; +X3+X4)=0

(Mg + Ry + 2 +hg )X+ (g + 23 + Ry )Xy +(Ag + Ay ) Xy + 24X, =0

Comme (X4,X5,X3,X4) est une famille libre, on en déduit que
(AMq+A+A3+h,)=(Ay +A3+A,)=(A3 +24)=A,; =0 et donc que A,=0, A3=—2,=0, .
Ay=-A3—A, =0, Ay =—A,—A3 -2, =0 etdoncque A=A, =A;=2,=0.

Ainsi la famille (a;),__, estlibre.

2) On a by+b, +by +b, =X — X, + X5 = X3 + X3 — X, + X4 — X, =0, donc il existe des i, A, A5, A4
non tous nuls tels que AP, +7b, +7,by +74b, =0c.

Ainsi la famille (b;),_., estliée.

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) (& )1Si£4 est une famille libre de E si on a I'implication :

2) (b i )15is4
Py + 20y + 2505 +2,0, =0c.

est une famille liée de E s'il existe des Ay, %,, 25, 4, non tous nuls tels que
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Un espace vectoriel tout simple

Chapitre concerné : 12. Espaces vectoriels
O Ce que montre cet exo
Comment montrer qu’un plan est un espace vectoriel et en déterminer une base.

e L’énoncé

Soit F={(x,y,z)eR*: x-y+2=0}.

1) Montrer que F est un R — espace vectoriel.
2) Déterminer une base de F. Quelle est la dimension de F ?

e Corrigé

1) Nous allons montrer que F est un sous-espace vectoriel de R®, ce qui prouvera au passage
que F est également un espace vectoriel.

0..=(0,0,0)eF car 0-0+0=0.

Soient u=(Xxy,z)eF , v=(X,y,Z')eF et . e R, montrons que u+aveF.

Comme U=(X,y,Z)eF,ona x-y+z=0.Comme V=(X,y,Z)eF,ona x'-y'+2'=0.

Ona U+AV=(X+AX,y+LYy,Z+2Z'). Montrons que X+AX'—(y+Ly)+Z+AZ'=0.

Ona X+AX —=(Y+AY)+Z+AZ =X+AX' =Y -AY' +Z+2AZ =X-Y+Z+A(X' -y +Z')=0+1-0=0
Donc u+2av e F. Ainsi F est un sous-espace vectoriel de R® et donc un espace vectoriel.
2)Ona: F:{(x,y,z)6313 :x—y+z:0}:{(x,y,z)eP§3 :y:x+z} ={(xx+22):x,z R}
={x(110)+2(0,11): x,z€ R} . Ainsi la famille {(110),(0,11)} est une famille génératrice de F.

Montrons qu’elle est libre.
Soient 24,1, € R tels que 1,(110)+2,(0,11)=(0,0,0). Montrons que 7,=%, =0.

2(110)+2,(011)=(0,0,0) = (A4,A1,0) +(0,2,,2,) =(0,0,0) = (A, A, + 15,1, ) =(0,0,0)
= %y =X, =0. Ainsi la famille {(11,0),(0,11)} est libre et génératrice.
Une base de F est {(1,10),(0,11)} .

Comme cette base posséde deux éléments, la dimension de F vaut 2 : dim(F)=2.

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) Tout sous-espace vectoriel est un espace vectoriel.
2) F est un sous-espace vectoriel d'un R - espace vectoriel E si :
a) Oz eF
b) pourtout uveF et LeR, u+aveF.
3) Une famille est une base si elle est une famille libre et génératrice.
4) La famille {f,,f,} est génératrice de F si vfeF, 3i,,%, tels que f =74, +2,f,.
5) La famille {f,,f,} est une famille libre si if, + A,f, =0= 7, =2, =0.
6) La dimension d’'un espace vectoriel est égal au nombre de vecteurs d’'une de ses bases.
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Suites constantes et suites de limite nulle
sont en somme directe

Chapitre concerné : 12. Espaces vectoriels

O Ce que montre cet exo
Que C=N@&K ot C={(u,):(u,) CV}, N={(u,):limu, =0}, K={(u,): 3K ¥n:u, =Kj}.

e L’énoncé

Soit C:{(un):(un) CV} I'espace vectoriel des suites réelles convergentes. On considére les
sous-espaces vectoriels N:{(un):limun :0} ('ensemble des suites de limite nulle), et

K={(u,): 3K, ¥n:u, =K} ('ensemble des suites constantes).

1) Montrer que C=N®K.
2n +1
n+2

2) Décomposer la suite (u,) définie par u, =

e Corrigé

1) Montrons que NnK={0}.

On a NnK> {0} (car N et K sont des s.e.v). Montrons que NnK {0} . Soit (u,)eNnK
limu, =0

alors

(u,) est constante

Montrons que NnK=C.
Ona N+KcC car N et C sont des s.e.v des C (les suites constantes sont convergentes).
Montrons que N+K>C . Soit (u,)C de limite L. Comme u, =u,-L+L, (u,)C peut se

donc (u,) estla suite nulle. D'ou NnK < {0} etdonc NnK ={0}.

décomposer comme somme de la suite (U,—L)eN ( convergente de limite nulle) et la suite
constante égaleal. D'ou N+K>C etdonc N+K=C.

2)Onalimy, =2.0nau, :2n+1_[2n+1_2]+2:[2n+1_2(n+2)]+2:( 1 ]+2.

n+2 (n+2 n+2 n+2 n+2

Ainsi (U,) se décompose comme somme de la suite ( . je N et de la suite constante égale

n+2

a2 (ekK).

O Ce gu’il faut retenir du cours

E=F®GoE=F+G et FAnG={0;).
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Fonctions paires et fonctions impaires
sont en somme directe

Chapitre concerné : 12. Espaces vectoriels
O Ce que montre cet exo
Que toute fonction peut se décomposer de maniére unique comme somme d’une fonction paire
et d’'une fonction impaire.

e L’énoncé

Soient E=F(R,R), F={feE:vxeRf(-x)=f(x)] G={geE: vxe R g(-X)=9(X)}.

1) Montrer que E=F®G.
2) Décomposer €(X) = X +6x? + 5x —4 sous la forme e(X)=f(x)+g(X) avec feF, geG.

e Corrigée
1) Montrons que FNG={0z}. On a FNnG>{0:} (car F et G sont des s.e.v). Montrons que
a(—x)=a(x)
FNGc{0:} . Soit aeFNG alors YxeR dou a(x)=-a(x) dou
a(-X)=-a(x)

vxeR,a(x)=0.Ainsi FnGc {0} etdonc FNnG={0:].

Montrons que F+G=E. On a F+GcE (car F et G sont des s.e.v de E). Montrons que
EcF+G. Soit e€E.
Analyse : Supposons trouvés feF,geG tels que e=f+g.

e(x)=f(x)+9(x)
e(-x)=f(-x)+9(-x)

a(x)=

e=f+g donne vxeR c'est-a-dire S =100 (car feF,geG)
e(—X) =f(x)-g(x)
e(x)+e(-x)

2 ’

e(x)-e(-X)

cestadire: f(x)= >

Synthese : Les fonctions f et g définies par f(Xx)=

e(x)+2e(—x) - g(x):e X

paires et impaires (immédiat) et vérifient e=f+g. Onadonc EcF+G etdonc F+G=E.
Comme FNG={0:} et F+G=E,onabien: E=F®G.

2) Ontrouve : €(X)=X> +6x% +5x -4 =Xx> +5x +6X° -4 .
f(x) alx)

O Ce qgu’il faut retenir du cours

1)E=F®@G E=F+G et FmG:{OE}.
2) {OE} cF pour tout F, sous-espace vectoriel (s.e.v) de E.

3) Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, alors F+G également.
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Matrices symétriques et antisymétriques
sont en somme directe

Chapitre concerné : 12. Espaces vectoriels
O Ce que montre cet exo
Que toute matrice peut se décomposer de maniére unique comme somme d'une matrice
symétrique et antisymétrique.

e L’énoncé

Soient S, (R) ={MeM,(R): 'M=M| et A (R)={MeM,(R): M=-M}.

1) Montrer que M, (R)=S,(R)®A,(R).

13
2) Décomposer M:(2 4] sous la forme M=S+A avec S€S,(R) et Ac A, (R).

e Corrigé

1) Montrons que S, (R)nA,(R)= {0Mr } On a S (R)NA, (R)D{Ow__‘_}} (s.e.v). Montrons

que Sn(R)mAn(R)c{OM(_—,_,} Soit Me S, (R)nA,(R) alors dou M=-M dou

M=0, . Ainsi S;(R) c{ M, (= ,} etdonc S, (R)nA;(R)={0y = }
Montrons que S,(R)+A ( =M,(R). On a S ,(R)+A,(R)cM,(R)
Montrons que M, (R)= S, (R)+A,(R).Soit Me M, (R).

Analyse : Supposons trouvés SeS_ (R),Ac A, (R) tellesque M=S+A.

M=S+A M=S+A
M=S+A nousdonne |, ., Clest-a-dire: |, (car SeS,(R),AceA,(R))
|'M=ts+1A M=S-
t t
C'est & dire : S:M+ M, A:M_ M.
2 2
t ) it
Synthése : Les matrices S et M définies par S= i 50 et A= o sont symétriques et

antisymétriques (immédiat) et vérifient M=S+A. On a donc M, (R)c=S,(R)+A,(R) etdonc

R) <
S,(R)+A,(R)=M,(R). Comme Sn(R)mAn(R):{OMn(R-}} et S, (R)+A,(R)=M,(R), on a

2 4 25 4 -05 0

€S,(R) eA.(R)

1 3 1 25 0 05
2) On trouve M:[ ]:( ' ]+[ ' ]

O Ce gu’il faut retenir du cours
Le raisonnement est identique a celui de I'exercice sur les fonctions paires et impaires.
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Une belle équivalence sur les noyaux

Chapitre concerné : 13. Applications linéaires

O Ce que montre cet exo
L'équivalence : Ker (f?) =Ker(f) = Ker(f) ~Im(f) = {0} .

e L’énoncé

Soit f un endomorphisme d’'un espace vectoriel E.
1) Démontrer I'implication : Ker(fz) =Ker(f) = Ker(f) nIm(f) ={0} (par double inclusion).

2) Démontrer 'implication : Ker(f) ~Im(f) = {0} DKer(fz) =Ker(f) (par double inclusion).

3) Que peut-on en déduire ?

e Corrige

1) Supposons Ker(fz):Ker(f) et montrons que Ker(f)~nIm(f) = {0} .

On a toujours Ker(f) nIm(f) > {0} (car Ker(f) et Im(f) sont des sous-espaces vectoriels).
Soit x eKer(f) ~Im(f), alors f(X)=0 etil existe y<E tel que x=F(y).

Dot 0=f(x)=f(f(y))=f*(y). Donc yeKer(f?) . or Ker(f?)=Ker(f) . Donc yeKer(f)
donc x=f(y)=0. Ainsi Ker(f) nIm(f) = {0} d'ou: Ker(f)~Im(f)={0} .

2) Supposons Ker(f)nIm(f)={0} et montrons que Ker(fz) =Ker(f).

On a Ker(f?) oKer(f) (si xeKer(f), f*(x) =f(f(x))=f(0)=0, donc x eKer(f*)).

Soit x eKer(f?) alors f(f(x))="f*(x)=0 donc f(x) eKer(f). Or f(x) eIm(f).

Comme Ker(f) ~Im(f) ={0} , on en déduit que f(Xx)=0 et donc que x eKer(f).

D'ou Ker(f?) =Ker(f).

3) Les deux implications précédentes prouvent I'équivalence :
Ker (f?) = Ker(f) = Ker (f) ~Im(f) = {0} .

O Ce gu’il faut retenir du cours
Lorsque f est un endomorphisme de E, on a:

1) Ker(f)={x<E:f(x)=0}.
2) Im(f)={yeE:3xeEy=f(x)} ou Im(f)={f(x):xE]}.
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Une belle équivalence sur les images

Chapitre concerné : 13. Applications linéaires

O Ce que montre cet exo
L'équivalence : Im(f?) =Im(f) = Ker(f) +Im(f) =E.

e L’énoncé

Soit f un endomorphisme d’'un espace vectoriel E.
1) Démontrer I'implication : |m(f2) =Im(f) = Ker(f)+Im(f) =E (par double inclusion).
2) Démontrer I'implication : Ker(f)+Im(f)=E :>Im(f2) =Im(f) (par double inclusion).

3) Que peut-on en déduire ?

e Corrigé

1) Supposons Im(fz) =Im(f) et montrons que Ker(f)+Im(f)=E.
Ker(f)+Im(f) cE car Ker(f) et Im(f) sont des sous-espaces vectoriels de E.
Soit xeE, alors f(x)elm(f) donc f(x)elm(fz). Donc 3y <E tel que f(x)=f*(y)=f(f(y))

donc f(x—f(y))=0 donc x—f(y)eKer(f). Donc x=x-f(y)+f(y) eKer(f)+Im(f).
< Ker(f) 571’1(_fJ|

Donc E cKer(f)+Im(f). Conclusion : Ker(f)+Im(f)=E.

2) Supposons Ker(f)+Im(f)=E et montrons que |m(f2) =Im(f).

Im(fz)clm(f) car tout élément f2(x) de Im(fz) s'écrit f(f(x)) et donc appartient & Im(f) .
Soit xelm(f) , alors 3yeE tel que x=f(y). Or yeE=Ker(f)+Im(f) donc il existe
zeKer(f) et telm(f) tels que y =z +t. Or telm(f), donc il existe s<E tel que t=f(s) d'ou
y=z+f(s) dou x=f(y)=f(z+f(s))=f(z) +f(f(s)) =0+f*(s) =F*(s) donc xeIm(f*). Donc
Im(f) clm(fz) . Conclusion : Im(fz) =Im(f).

3) Les deux implications précédentes prouvent I'équivalence :
Im() =Im(f) < Ker () +Im(f) =E.

O Ce qgu’il faut retenir du cours
Lorsque f est un endomorphisme de E, on a:

1) Ker(f) cE et Im(f) cE (comme sous-espaces vectoriels de E).
2) Ker(f)={x<E:f(x)=0} .
3) Im(f)={yeE:3xeEy=f(x)} ou Im(f)={f(x):xE]}.
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Noyau et image d’un projecteur

Chapitre concerné : 13. Applications linéaires

O Ce que montre cet exo
Que lorsque p est un projecteur de E, on a Ker(p)@Im(p)=E.

e L’énoncé

On rappelle que p est un projecteur de E s'il vérifie les deux conditions suivantes :
Condition n® 1 : p est un endomorphisme de E ; Condition n® 2 : p2 =p.
Soit p un projecteur de E, démontrer que Ker(p)®Im(p)=E.

e Corrigé

Montrons que Ker(p) ~Im(p)={0}.

On a Ker(p)~Im(p) {0} car Ker(p) et Im(p) sont des sous-espaces vectoriels. Montrons
linclusion réciproque. Soit X eKer(p)nIm(p) , alors p(X)=0 et il existe y<E tel que
x=p(y) . Dou O:p(x):p(p(y)):pz(y). Ainsi p2(y):0. Comme p?>=p, on a donc
p(y)=0, cest-a-dire x=0. Donc Ker(p) ~Im(p) = {0} d'ou: Ker(p)~Im(p)={0}.

Montrons que Ker(p)+Im(p)=E.

Ker(p)+|m(p)cE car Ker(p) et |m(p) sont des sous-espaces vectoriels de E. Montrons
I'inclusion réciproque. Soit X<E, alors x =x—-p(X)+p(x).

Or x-p(x)eKer(p) car p(x—p(X))=p(X)-p*(x)=0 (car p>=p).

Donc X=w+ p(x) eKer(p)+Im(p).

&
= Ker(p) s Im(p)

Donc E cKer(p)+Im(p)dou : Ker(p)+Im(p)=E.
Conclusion : Ker(p)@Im(p)=E.

O Ce gu’il faut retenir du cours

1) p projecteur de E équivaut a p est un endomorphisme de E et p2 =D,
2) FEG=E=F+G=E etFnG:{OE}.

3) Lorsque f est un endomorphisme de E, on a:

a) Ker(f)={xE:f(x)=0}.

b) Im(f) ={yeE:3xeEy="f(x)} ou Im(f)={f(x):xE}.
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Base naturelle et dimension d’un s.e.v

Chapitre concerné : 14. Dimension finie
O Ce que montre cet exo
Comment trouver ce qui peut étre considéré comme une base naturelle de sous-espaces
vectoriels classiques.

e L’énoncé

Dans chaque cas, déterminer une base et la dimension de I'espace vectoriel proposé
1) A={(xy)eR?:y=0| 2) B:{(x,y)e?&my:o} 3) C:{(xyz) X = o}
4) D= {xyz eR3:x+y= 0I 5)E:{(x,y,z)eR3:x+y+z:0}
6) F= {xyz JeR :x+y=0z+Xx= 0} 7) G={PeR,[x]:P(0)=P(0)=0}
8) H={P<R,[x]:P(0)=P(0)=0} 9) J={P<R,[x]:P(0)=P(0)=0}
e Corrigé

1) A= {(Xy)ex y:O}:{(x,O):XGR1 Vect{(10)}. dim(A)=1.

2) B={(xy)eR?:x+y =0} ={(xy) eR*:y = x| = {(x-X): x e B} = Vect{(1-1)} . dim(B)=1.
3)C={(xy.2) eR*:x=0} ={(0y.2): ¥,z R} ={y(0,10)+2(0,0,1): y,ze R} = Vect{(0,10),(0,0,1)} .
dim(C)=2.

4) D:{(x,y,z)eR3:x+y:0}:{(x,y,z)eR3:y:—x} ={(x—x2):xzeR]
={x(1-10)+2(0,0,1): x,ze R} = Vect{(1-10),(0,0,1)} . dim(D) =2.
5)E:{(xyz)eR3:x+y+z=0}:{(xyz)e Z= —x—y}:{(x,y,—x—y):x,yeR}
={X(10,-1)+y(0,1-1): x,y e R} = Vect{(10,-1),(0,1-1)} . dm(E)=2.

6)F:{(xyz)e_?1 X+y=0,Z+x= 0] {(xyz )eR3 y——xz——x}_l(x —X,—X): XER}
={X(1-1-1):xe R} = Vect{(1-1-1)} . dim(F)=1.

7) G={P<R,[x]:P(0)=P'(0)=0} = {P(x) =ax+b:b=0,a=0} :{ogi[xl}. dim(G) =0.
8) H={P<R,[x]:P(0)=P'(0)=0} = {P(x) =ax* +bx+c:c=0,2a-0+b =0}
:{P(x):aXZ:aéR1 Vect({xz}) dim(H) =1.

9) J={PeR,[x]:P(0)=P'(0)=0} = {P(x) =ax’ +bx* +cx+d:d=0,3a"-0+2b-0+c =0]
={P(x) =ax® +bx’ abe‘il Vect({x3 x2) dim(J)=2.

O Ce qgu’il faut retenir du cours
est le nombre de vecteurs d’'une base de E.
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Une application linéaire toute simple (n°1)

Chapitre concerné : 14. Dimension finie
O Ce que montre cet exo
Comment étudier une application linéaire.

e L’énoncé

Soit f:R® — R® l'application définie par f(X,y,z) =(X+Y,X-V.X).
1) Démontrer que f est linéaire.
2) Déterminer Ker(f) et Im(f)en précisant leurs dimensions. Que vaut rg(f) ?

3) Que peut-on en déduire ?

e Corrigé

1) Soient (X,Y,Z),(X,Y.Z)eR® et LeR.

Montrons que f((X,y,z)+A(X.Yy.Z))=f(Xy.2) +Mf(X.y.Z).
f((x,y,z)+7.(x’,y’,z’)):f(x+},x’,y+7&y’,z+7.z'):(x+7‘x'+y+7.y',x+7~x'—y—7‘y',x+7.x’)
=(X+Y,X-y,X)+ A (X' +y, X' -y, X)=f(x,y,z) + 2f(X',y’,Z") . Ainsi f est bien linéaire.

2) Ker(f):{(x,y,z)ei%i?’ :f(x,y,z):OEa} :{(x,y,z)63&3:x+y:0,x—y=0,x:0}.

{x+y:0 y=-x=0
Ori{x-y=0=J{y=x=0
1x:0 x=0

Donc Ker(f) = {(x,y,z) eR®*:x=0y= 0} ={(0,0,z):ze R} ={2(0,0,1):ze R} = Vect{(0,0,1)} .
On a dim(Ker(f))=1.

Im(f)= {f(x,y,z) ilwyiz) e 33} - {(x+ Y, X—Y,X):(X,y.2) R3} ={x(111)+y(1-10): x,y e R}
= Vect{(111),(1-10)} .

On a dim(Im(f)) =2 (car ((111),(1-10)) est une famille libre).

Comme rg(f)=dim(Im(f)), on en déduit que I'application f est de rang 2.

3) Comme Ker (f)={0..}, f n'est pas injective. Comme Im(f) = R®, f n'est pas surjective.

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) f est une application linéaire de E dans F si f(u+iv)=f(u)+f(v) pourtout uveE et LcR.

2) Lorsque f est une application linéaire de E dans F, on a:
a) Ker(f)={xeE:f(x)=0} .

b) Im(f)={yeF:3xeEy=f(x)} ou Im(f)={f(x):x<E}.
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Une application linéaire toute simple (n°2)

Chapitre concerné : 14. Dimension finie
O Ce que montre cet exo
Comment étudier une application linéaire.

e L’énoncé

Soit f:R* —»R® l'application définie par f(X,y,z)=(X+Y,X+2ZX-2).
1) Démontrer que f est linéaire.

2) Déterminer Ker(f) et Im(f).

3) Que peut-on en déduire ?

e Corrigée

1) Soient (x,y,z),(X.,y.Z)eR® et LcR.
Montrons que f((X,y,2) +A(X.Y.Z))=f(XY.2)+Mf(X.y.Z).
f(xy,z)+2(X,y,2')) = f(x + 2X,y + 1Y, 2+ 22" ) = (X + 2X'+ Y + LY, X + 2X'+ 2+ 22, X + AX' =2 = 2.2)
=(X+y,X+zx-z)+r(X'+y, X' +2'x' - 2')=f(x,y,z) + .f (X, y,Z") . Ainsi f est bien linéaire.
2) Ker(f) ={(xy.2) e R*:f(x,y,2) = 0} = {(x¥,2) e R®:x+y =0,x+2=0,x-2 =0} .

[x+y:0 Xx+y=0 {y:—x:o
Orlx+z=0=.!2x=0 <=Ix=0 . Donc Ker(f):{(O,O,O)}:{ORB}.

lx—z:o x-z=0 lz:x:o
Daprés le théoreme du rang, on a dim(E)=dim(Ker(f))+rg(f)  donc
dim(®*) =dim{0_, | +dim(Im(f)) ce qui donne : 3=0+dim(Im(f)). Donc dim(Im(f))=3.
Comme Im(f) c R® et que dim(Im(f)) =dim(R*), on en déduit Im(f) = R

3) Comme Ker(f)={0_.}, f est injective. Comme Im(f) =R*, f est surjective.

Conclusion : f est bijective.

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) Lorsque f est une application linéaire de E dans F, on a:

a) Ker(f)={xeE:f(x)=0}.

b) Im(f) ={yeF:3xeEy=f(x)} ou Im(f)={f(x):x<E}.

2) Théoréme du rang: dim(E) =dim(Ker(f))+rg(f) ou f est une application linéaire de E dans F.
3) Si FcE et dim(F) =dim(E) alors F=E.
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Existence et unicité
d’un polynéme interpolateur

Chapitre concerné : 14. Dimension finie
O Ce que montre cet exo

Qu'il existe un unique polynéme de degré n dont la courbe passe par les (n+1) points distincts

(X0.Yo) - (Xn.Yn) -

e L’énoncé

Soient x,,X,---X, (n+1) valeurs réelles distinctes. Soit f I'application définie sur I'espace

E=R,[X] a valeurs dans R™ par f(P)=(P(x,).P(X1),P(X,)).

1) Montrer que f est une application linéaire.
2) Démontrer que f est injective.

3) Soient y,,y,---y, (n+1) valeurs réelles. En déduire I'existence d’'un unique polynéme P de

degré n vérifiant P(Xy) =Yy, P(X;)=V4,... P(X,)=VY,.

e Corrigé

1) Immédiat : soient P et Q deux vecteurs de E = Rn[x] et A un nombre réel, alors :
f(P+2.Q)=((P+2Q)(Xp), - (P+2Q)(X,)) =(P(Xo), P(%,)) + A(Q(Xo), - Q(x,)) = f(P) +2f(Q) .

2) Soit PeKer(f) alors f(P)=(0,0---,0) donc P(x,)=0, P(x;)=0,--- P(x,)=0. Le polynéme
P, de degré n, admet (n+1) racines. Cela n’est possible que s’il s’agit du polynéme nul.

Ainsi Ker(f)c{ORﬂ[X]}. Comme {Or«‘ﬂ[x]}‘ cKer(f) (car Ker(f) est un sous-espace vectoriel), on
en déduit Ker(f)= {03,[X]} . Ainsi f est injective.

3) Appliguons le  théoreme du rang: dim(E)=dim(Ker(f))+rg(f)  soit:
dim(®, [x]) = dim({0}, 1) +r9(f) donc n+1=0-+rg(f) . Ainsi rg(f) =n-+1.

Donc dim(Im(f)) =n+1. Comme Im(f) cR™ et que dim(R™")=n+1, on en déduit Im(f)=R™".
Ainsi f est surjective. Comme f est aussi injective, f est donc bijective. Soit (Yo.Y;---Y,) € R™, il

existe donc un unique polynéme PeR,[x| tel que f(P)=(Yq.Y1---Y,) Clest-a-dire tel que

(P(Xo)’P(X1)""P(Xn)):(VOvY1'”Yn), Clest-a-dire tel que P(Xy) =Yy, P(X;)=V;,... P(X,)=VY,.

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) Théoréme du rang: dim(E) = dim(Ker(f)) +rg(f) ou f est une application linéaire de E dans F.

2) rg(f) =dim(Im(f)). 3) Si EcF et dim(E)=dim(F) alors E=F.
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Dimension par deux méthodes

Chapitre concerné : 14. Dimension finie

O Ce que montre cet exo
Deux méthodes pour trouver la dimension d’un sous-espace vectoriel défini par une équation.

e L’énoncé

Soit E=R" . On considére V le sous-espace vectoriel de E défini par
V={(X, Xy X,) €E:aX; +a,%, +--aX, =0} avec a;=0.
1) Déterminer la dimension de V en déterminant une base de V.

2) Déterminer la dimension de V en le considérant comme le noyau d’'une certaine application
linéaire.

e Corrigé
ol [ & @y
1) V:{(x,,xz, X, ) €E:ax, +a%, +---ax, = J:1x1x2, X yebry = - x2—---—?xn
1 1
[ a, a, 1 a, a,
=q| —=X =X, %o, Xy e =1%o | —=,4--0 |+ X, | —2,0,--1]p.
1[ a, © " C njj {2[ - ] n[ & j}
Donc V= Vect{( E 1---0],---,[—?, 1]} Ces n-1 vecteurs étant libres (immédiat), on a
q 1]
dim(V)=n-1.

2) Considérons f [l'application linéaire définie sur E=R" a valeurs dans F=R par
(X4 X0,--Xp ) = @1Xq +@5Xp +---8Xp, -

On constate que V={(X, X, X, ) E:axX, +aX, +--ax, =0] estégal a Ker(f).
D'aprés le théoréme du rang, on a dim(E) = dim(Ker(f))+rg(f).
Comme a,=0 , f est une application non nulle. Par conséquent dim(lm(f))¢0 donc

dim(Im(f)) =1 car Im(f)cF et que dim(F)=dim(R&)=1.

dim(E) = dim(Ker(f))+rg(f) devientdonc : n=dim(V)+1 soit dim(V)=n-1.

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) dim(F) est le nombre de vecteurs d’'une base de F.

2) Théoréme du rang: dim(E) =dim(Ker(f))+rg(f) ou f est une application linéaire de E dans F.
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Changement de base et dérivation

Chapitre concerné : 15. Matrices et applications linéaires
O Ce que montre cet exo
Comment un changement de base permet de découvrir la nature d’'une application linéaire.

e L’énoncé

Soit E=R, [X] I'espace vectoriel des polyndmes de degré au plus 2. On considére B = (1, X, X2)

la base canonique de E et B' = (1,1+ X, 1+ X+X2) une autre base de E.

01 41
Soit f lendomorphisme de E dont la matrice exprimée dans la base B' est M = 00 2
00 O

1) Quelle est la matrice M de f par rapport a la base B ?
2) Comment peut-on alors interpréter I'application f ? f est-elle bijective ?

e Corrige

1) Ona M'=P"MP ou :
M’ est la matrice de f exprimée dans la base B’
1711

P=]0 1 1| estlamatrice de passage (ol I'on exprime la base B’ en fonction de B)
001
M est la matrice de f exprimée dans la base B.
110
orP'=10 1 -1 (aprés calculs par 'algorithme de Gauss).
0 0 1
Comme M’'=P"'MP, on a aussi : M=PM P
1110 1 -1)(1 10 010
donc: M=PMP'={0 1 1|0 0 20 1 -1|=(0 0 2|.
0 0100 O)O O 1 000

2) Ainsi, par rapport a la base B:(1,X,x2), ona: f(1)=0, f(x)=1et f(xz):2x.

On reconnait les dérivées ! L’application f est donc I'application « Dérivation ».

f n'est pas bijective : le rang de la matrice M vaut 2 (et pas 3), car il y a un vecteur colonne nul
et deux vecteurs colonnes indépendants. On peut aussi dire que la dérivation n'est pas
injective : deux fonctions, qui différent d’'une constante, ont la méme dérivée !

O Ce gu’il faut retenir du cours

M’ =P MP avec M’ matrice de f exprimée dans la base B’, P la matrice de passage (ou I'on
exprime la base B’ en fonction de B) et M matrice de f exprimée dans la base B.
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Trace et rang d’un projecteur sont égaux

Chapitre concerné : 15. Matrices et applications linéaires

O Ce que montre cet exo
Qu’un projecteur posséde une propriété matricielle intéressante : sa trace est égale a son rang.

e L’énoncé

On rappelle que p est un projecteur de E si p est un endomorphisme de E et si p2 =D.
1) Soit p un projecteur de E, démontrer que Ker(p)@®Im(p)=E.
2) Comme Ker(p)@lm(p) =E, on considére B (base de E) la concaténation d’une base B, de

Ker(p) et B, de Im(p).

a) Ecrire la matrice M du projecteur p dans la base B.
b) En déduire que Tr(M)=rg(p).

e Corrigé

1) Déja fait (Voir exercice « Noyau et image d’un projecteur », chapitre « Applications linéaires).
2) Ona B=B, UB, avec B, base de Ker(p) et B, base de Im(p).

Donc : pour tout beB,, on a p(b) =0 (par définition de Ker(p));
pour tout beB, p(b)=b (car pour tout b, il existe ¢ tel que b=p(c)[par définition de Im(p)]

d'ou p(b) =p(p(c))=p*(c)=p(c)=b).

0
0
a)Onadonc: M= 1
1
b) On a.Tr(M)=0+---+0+1+---+1=card(B, ) =dim(Im(p)) =rg(p) .
card B, ) card B, )

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) p projecteur de E si p est un endomorphisme de E et p2 =p.On a alors Ker(p) @Im(p) = =

2) Si F©G=E, on peut constituer une base B de E a partir d'une base B, de F et B, de G.
3) rg(f) =dim(Im(f)).
4) La trace d’'une matrice est égale a la somme de ses éléments diagonaux.
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Matrice triangulaire
des coefficients binomiaux

Chapitre concerné : 15. Matrices et applications linéaires

O Ce que montre cet exo
Comment inverser une matrice particuliére en interprétant son application linéaire associée.

e L’énoncé

111

Soit M= . On se place sur l'espace vectoriel E:Rd[x] . On considéere

o O O O
o
-
= G O =
A OO H -

0001
I'application linéaire ¢:E —E définie par o(P(x))=P(x+1).

1) Montrer que ¢ a pour matrice M dans la base canonique (1,X,X2,X3,x4) de E= R4[x] :

2) ¢ est-elle bijective ? Quelle est I'application linéaire (p_1 ? En déduire M™".

e Corrigé

1) Immédiat car ¢(1)=1, ¢(x)=1+x, <p(x2):(1+x)2:1+2x+x2, (p(X3)=(1+X)3=1+3X+3X2+X3,

o(x*) =(1+x)" =1+ 4x+6x2 +4x° +x*.
2) ¢ est bijective car la matrice M a pour rang 5 (car M est triangulaire et posséde 5 éléments
diagonaux non nuls) qui est égal a la dimension de I'espace d’arrivée E:E<4[x]. Comme

¢(P(x)) =P(x+1), la bijection réciproque est alors définie par ¢'(P(X))=P(x~1).

Ona: ¢"'(1)=1, ¢7'(X)==1+X, ¢ (x?) = (~1+x)* =1-2x+x2,

o' (x°) =(-1+x)* =-1+3x-3x% +x® et o' (x*) =(=1+x)* =1-4x+6x% - 4x° +x*.
1T 11 -1 1
01 -2 3 4
Sa matrice dans la base canonique (1,X, X2,X3,X4) estalors:M7'={0 0 1 -3 6
00 0 1 4
00 0 0 1

O Ce qgu’il faut retenir du cours
Lorsqu’une matrice est triangulaire ou diagonale, le rang de la matrice est égal au nombre de
ses éléments diagonaux non nuls.
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Matrice triangulaire des 1

Chapitre concerné : 15. Matrices et applications linéaires

O Ce que montre cet exo
Comment inverser une matrice particuliére en interprétant son application linéaire associée.

e L’énoncé

T a9
0111
0011

0001
Soit ¢:E —E dont la matrice dans la base canonique (e,,e,,e;,e,)est M.

Soit M= . On se place sur I'espace vectoriel E=R*.

1) ¢ est-elle bijective ?

2) Aprés avoir exprimé ¢(e;) en fonction des e,,e,,e,e,, en déduire cp_1 puis la matrice M.

e Corrigé

1) @ est bijective car la matrice M a pour rang 4 (car M est triangulaire et posséde 4 éléments

diagonaux non nuls) qui est égal a la dimension de I'espace d'arrivée E= R*.

{@(91)291 Je1:q’(e1)
e, )=e +e e, =0(e,)-o(e)=0(e,-e
2)Ona o(e,)=6+e, Aonnis J 2 o(e;)—o(e) =0(e, 1),
l@(es):er*ez‘*ea e;=0(e;)-o(e;)=0(e;-e,)
o(e,)=€+e,+e;+e, e, =0(e,)-¢(e;)=0(e, &)
¢ (&) =¢
-1
e,)=e,-¢e
Ainsi : (P_1( 2) =€ 1(car cp_1ocp:Id).
o (e3)=6;3-8,
o' (eg) =€,
110 0
’ i 3 .4 101 10
La matrice de ¢~ dans la base canonique (e,e,,e;,e,) estalors: M~ = &8 1
0 0 0 1

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) Lorsqu’une matrice est triangulaire ou diagonale, le rang de la matrice est égal au nombre de
ses éléments diagonaux non nuls.

2) cp_1ocp:Id et poo ' =1d.
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Matrice a diagonale inversée

Chapitre concerné : 15. Matrices et applications linéaires

O Ce que montre cet exo
Comment inverser une matrice particuliére en interprétant son application linéaire associée.

e L’énoncé

0001
2
00

4 00
Soit ¢:E —E dont la matrice dans la base canonique (e,.e,.e; e,)est M.
1) ¢ est-elle bijective ?

(=)

0
Soit M= 0 . On se place sur I'espace vectoriel E= R*.

o w o

2) Aprés avoir exprimé cp(ei) en fonction des e, e,,e;,e,, en déduire cp_1 puis la matrice M™".

e Corrigée

1) ¢ est bijective car la matrice M a pour rang 4 (car elle posséde 4 vecteurs colonnes libres)

qui est égal a la dimension de I'espace d'arrivée E=R*.

i N 1 -1 .
9422@(91) cp1(e4):ze1 o (&) =¢
(p(e1)=494 4 1
o(e,)=3e 1 (e,) o '(e5)==e ® (92)—593
2) On a ; ® donc | ° 372 donc 737 Ainsi P 1 (car
o(e;)=2e, o 1 (8a) o'(e,) 1, 97 (e5) =3
__(P = —
(p(94)=e1 . 2 3 2 3 )
e;=9(ey) o '(e))=¢, ¢ () =8
(p_1o(p:|d)_
0 0O i1
4
00 L. 0
La matrice de (p_1 dans la base canonique (e1,ez,e3,e4) estalors: M' = 3 _
0 1 0 0
2
10 0 O

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) Le rang d’une matrice est le rang de la famille de ses vecteurs colonnes.

2) ¢ op=Id et goo ' =1d.
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Matrice a diagonale dominante

Chapitre concerné : 15. Matrices et applications linéaires
O Ce que montre cet exo
Qu’une matrice a diagonale dominante est toujours inversible.

e L’énoncé

my My My
Soit M= |Myy My My | une matrice a diagonale dominante, c'est-a-dire telle que
My My Mgy
3
‘mjj’ > z|mjk| pour tout j compris entre 1 et 3.

k=1
k=]

1) Démontrer que MX =0 = X =0 (on pourra utiliser ’Xj| = max (|X[.[Xa.[Xs]) -
2) Que peut-on en déduire ?

e Corrige
X4 My M Mg (x) (0 My 1Xq +My5X5 +MyaXg =0
1) Soit X=X, |. MX=0 |My My My (1 Xy (=] 0] o dMyXy +MyyXy +MysXy =0
X3 My My Mgg JiX;) (0 MaX; +MpX, +MyaX3 =0

3
Soit |Xj| =max(|x,|.|x,|.|[x,|) , alors —M;X; = ijkxk donc :

=
k=]
3 3 3 3
[-myx;| = E MyX| < E Imy||x| done [my[[x;[ < E My x| < E Iy [
k=1 k=1 k=1 k=1
K] k=] k=) k=)

(car ‘XJ—|:max(|x1|,|x2|,|x3|), donc || s’le pour tout k, k = j).

3 3

Or |mjj”Xj|S E mjk”xj‘ n'est possible que si |xj|:0 (car |mjj| > E |mjk| pour tout j)
k=1 k=1
k=] k=]

Ainsi |Xj| =0 soit max(|x,|.[x,/.|x;|) =0 et donc x,=x, =x, =0, donc X=0.

2) Ainsi Ker(M) = {033} . Comme M est une matrice carrée, on en déduit que M est inversible.

O Ce gu’il faut retenir du cours
n

n
1) Inégalité triangulaire : Zak SZ|ak| 2) M (carrée) inversible < Ker(M)={0}.
k=1 k=t
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Equation de plan obtenu
par un déterminant

Chapitre concerné : 16. Déterminants

O Ce que montre cet exo
Combien les déterminants sont pratiques pour obtenir une équation de plan.

e L’énoncé

a 0 0 X
Soient A| 0| B{b| C|O0] trojs points de l'espace avec abc =0 . Soit M|y |€(ABC). En
0 0 C Z

utilisant le fait que les vecteurs m, AB et AC sont liés, déterminer une équation cartésienne
du plan (ABC).

e Corrige

X-a -a -a
AM, AB et AC sont liés = det(m,—B,E):O |y b 0]|=0

z 0 c
b 0 -a -a -a -a
X-a - Z =0 x—a)bc-y(-ac)+zab=0
e I O L e e s
X y z
< xbc-abc+acy+zab=0 & xbc+acy+abz=abc & E+B+E:1'
. : p . 10 X y z
Ainsi une équation cartésienne du plan (ABC) est : E+B +E =1.

O Ce gu’il faut retenir du cours

(G,v,w) est liée équivaut a det(U,v,w)=0.
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A2—tr(A)A+det(A)l2=0 et calcul de An

Chapitre concerné : 16. Déterminants
O Ce que montre cet exo

Que lorsque A est une matrice carrée d'ordre 2, on a: A* —tr(A)A +det(A)l, = Oy, (z) -

e L’énoncé

: a1 8y . 2
Soit A= eM,(R). Soit Py (X)=x"—tr(A)x+det(A).
9 ap

1) Démontrer 'égalité Pa(A) =0y, =, cest-a-dire : A*—tr(A)A+det(A)l, =0, - .

1
2) Soit A:[

1 4 ] Déterminer I'expression de P, (X) =X* —tr(A)x +det(A) .

En déduire une méthode utilisant la division euclidienne de X" par PA(X) pour déterminer A" .

e Corrigé
2
a« +4a;a a..ad,, +a;,a
1)Ona A? =[ R SRR 52] tr(A) =2y, +8y,, det(A)=a,ay, —anay,
@1y +aAxndy  dpqdpp +ayp

00
Aprés calculs, A% —tr(A)A +det(A)l, = (0 0] =0y (g)-

2)Ona P,(x)= x? —tr(A)x+det(A) = x? —=5x+6 (polynéme de degré 2 de racines 2 et 3).

La division euclidienne de X' par P,(X) nous donne: X"=P,(X)xQ(x)+R(x) avec

0 <deg(R(x)) <1. Comme deg(R(x))=1, il existe a et b tels que R(x)=ax+b.

Onadonc: X" =P, (X)xQ(x)+ax+b. Comme les racines sont2 et 3, on a:

{2" ~PA(2)xQ(2)+2a+b=0xQ(2) +2a+b=2a+b {a —3 9
3"=P,(3)xQ(3)+3a+b=0xQ(3)+3a+b=3a+b b=2"-2(3"-2")’

Dot : X" =Py (x)xQ(x)+(3"-2")x+2"-2(3"-2"). D'ou :

A" =Py (A)xQ(A)+(3" -2") A+ (2" -2(3" - 2"))l, = (3" - 2")A + (2" -2(3" - 2')),

(car P,(A)=0)donc: A" =

-3+ 2™ 2(3"-2")
2 232 )

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) Les polynémes de matrices : si P(X):aX2+bX+c, alors P(M):aM2+bM+In (ou M est

une matrice).
2) Division euclidienne de polynéme : A=BQ+R avec 0 < deg(R) < deg(B).
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Déterminant de Vandermonde

Chapitre concerné : 16. Déterminants

O Ce que montre cet exo
Comment calculer élégamment un déterminant célébre.

e L’énoncé

1% X
. - 2 ’
SoitD=[1 x, x2|.Démontrer que.D = | |(xj—xi):(x1—xo)(x2—x0)(x2—x1).
1 X2 Xg 0<i<js2
e Corrigé
1 % 3 1K R - 1 X—Xy 3 —Xak
o Xo 0o Xo—XoX2 0~ X2 Xg—=XoX| |1 Xg—Xy Xg(Xg—Xy)
D=[1 x, ¥} = [ x, xX2-xx = M X=X X2=XX|=[1 %=% X/(%—=%).
1 12034—03—x202 B P i B e 1=Xp  Xq(X=Xy)
1% 2 1% 0 10 0 1 0 0

Ensuite, on développe ce déterminant par rapport a la derniére ligne, ce qui donne :

Xo=Xp Xo(Xo=Xo)l [Xo=X3 Xo(Xo—X) 1 Xo
=1x = =(Xo —X%;) B _
X=Xy X (X =X)| X=Xy Xi(X—X;) X=Xy Xi(X=X)
1 X

= (Xo = X2 ) (X4 = X2) (X1 = Xg ) = (X1 = X ) (X2 = Xo ) (X2 = X1) = H(Xj =35
Osi«j<2

=(Xo =X ) (X1 =X%;)

1 X4

O Ce qgu’il faut retenir du cours

1) On peut ajouter a une colonne des multiples des autres colonnes, en conservant au moins
une colonne intacte (& chaque étape). Le résultat n’en sera pas affecté et on pourra ainsi
essayer de faire apparaitre un maximum de zéros !

2) On peut développer par rapport a une ligne (ou une colonne) si on estime qu’l y a
suffisamment de zéros.

3) On peut factoriser toute une ligne (ou toute une colonne) par un facteur qui « sortira » du
déterminant.
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Déterminants circulants

Chapitre concerné : 16. Déterminants

O Ce que montre cet exo

Comment calculer élégamment deux déterminants célébres et y constater une certaine forme
de symétrie.

e L’énoncé

12 3 1 2 3
Soient D=[3 1 2/ et G=[2 3 1|. Calculer D et G. Que peut-on en déduire ?
2 3 1 3 1 2
e Corrigé
1 23 6 2 3 12 3 1 2 3 1 1
D=|13 1 2 = 6 1 2=61 1 22 = 6|0 1 —1:6| ‘:6(1+2):18
C,eC+C,+C, Ly, 2 -1
2 3 1 6 3 i 1 3 1ML+ |0 2 -1
12 3 6 2 3 1 2 3 1 2 3 5
G=|2 3 1 = 6 3 1=6/1 3 1 = 6/0 1 —2:6‘ ‘:6(1—4):—18
C,eC+C,+C, Ly, — 1
3 1 2 6 1 2 1 1 2L« |0 2 1
Donc D=-G.

O Ce qgu’il faut retenir du cours

1) On peut ajouter a une colonne toutes les autres colonnes, en conservant au moins une
colonne intacte (a chaque étape). On peut soustraire également des lignes.

2) On peut factoriser toute une colonne par un facteur qui « sortira » du déterminant.

3) On peut développer par rapport a une ligne (ou une colonne) si on estime qu’l y a
suffisamment de zéros.

a

4)C

b’:ad—bc,
d
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Déterminants circulants généralisés

Chapitre concerné : 16. Déterminants

O Ce que montre cet exo
Comment calculer élégamment deux déterminants célébres et y voir une forme de symétrie.

e L’énoncé

a 3 a & @ g
Soient D=|a, a, a,| et G=[a, a; a,|. Calculer D et G. Que peut-on en déduire ?
a, a; a a; a; a,
e Corrige
a, a, a, a;+a,+a; a, a 1 a, a,
D=la, a; a, - a;+a,+a; a; ay=(a,+a,+az)|1 a; a,
a, a; a a;+a,+a; a; a, 1 a; a
1 a, a,

a;—a, a;—a;

= a,+a,+a,)0 a,—-a, a,—-a,/=(a;+a,+a
(aj+a, +ay) 1—a8y a,-a|=(a;+a, 3)a3—a1 a,-a,

0 a;-a, a;-a,

=(a;+a, +a,) (31_32)2_(32‘33)(33_31)}

2 2 2
= (a+a, +a3)(ay’ —a@, +a," —a@; —a38; +a;7 ).

a, a, a, a+a,+a; a, a, 1 a, a,
G=la, a; a = a+a,+a; a; al=(a,+a,+a,)|1 a; a
2 3 1 C-Cy1CyiC, 1 2 3 3 1 ( 1 2 3) 3 1
a; a, a, a+a,+a; a, a, 1 a a,

1 a, a,

a;—-a, a;-a;

= a,+a,+a,)0 a,-a, a,—a,/=(a,+a,+a
(a1 +a; +a;) 3—8 a-a=(a+a, 3)a1—a3 a,-a,

0 a,-a; a,-a,
2
:(a1+32+33)|:(33—az)(az_a1)‘(a1—33) }

Donc D=-G.

O Ce qgu’il faut retenir du cours

1) On peut ajouter a une colonne toutes les autres colonnes, en conservant au moins une
colonne intacte (a chaque étape). On peut soustraire également des lignes.

2) On peut factoriser toute une colonne par un facteur qui « sortira » du déterminant.

3) On peut développer par rapport a une ligne (ou une colonne) si on estime qu’il y a
suffisamment de zéros.

4)a
C

b’:ad—bc,
d
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Des déterminants nuls quasi sans calcul !

Chapitre concerné : 16. Déterminants
O Ce que montre cet exo
Qu’avec un peu d’observation sur les lignes ou les colonnes, on peut montrer qu’'un déterminant
est nul sans avoir besoin de le développer !

e L’énoncé

Dans chaque cas, montrer que le déterminant proposé est nul.
a 2 4a+4 P(-1) P(0) P(1)
1o 4 4b+8|  2)|Q(-1) Q(0) Q1) ou P,QReR[X]
c 6 4c+1 R(-1) R(0) R(1)
2
0 a b 11 1 10 [u-v
3@ 0 ¢ 4) [0 sin(x) sin(2x) 5 (1 1 ||D+\7||2
b < 0 0 sin(2x) sin(3x)+sin(x) 0 025 u-v
e Corrigée

1) On a G, =4C,+2C, donc les vecteurs colonnes sont liés : le déterminant est nul.

2) dim(RR4[x])=2. Les 3 vecteurs P,Q, R sont donc liés. Ainsi il existe A1t non tous nuls tels
que R(X)=AP(X)+pQ(xX). Ainsi L, =2L,+uL,.Les vecteurs lignes sont liés : déterminant nul.
3) Soit A la matrice associée. Elle est antisymétrique car elle vérifie tA=-A.

Ona det('A)=det(-A) < det(A) =(-1)°det(A) = det(A)=—det(A) < det(A)=0.

4) Comme sin(2x)=2sin(x)cos(X) et sin(3x)+sin(X)=2sin(2x)cos(X), on en déduit que

L, =2cos(x)L, . Les vecteurs lignes sont liés : déterminant nul.

1
5) On a: L3:Z(L2—L1) (d’aprés lidentité de polarisation). Les vecteurs lignes sont liés :

déterminant nul.

O Ce gu’il faut retenir du cours

1) det('A)=det(A).
2) det(-A)=(-1)"det(A) si AcM,(R).

3) sin(p) +sin(q) ZSIn[ j [p q).

4) ldentité de polarisation (||U +V|| —||u V|| )
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Déterminants, retenez-les tous ! (n°1)

Chapitre concerné : 16. Déterminants

O Ce que montre cet exo
Qu’en utilisant a bon escient des opérations sur les lignes (ou les colonnes), on peut calculer

facilement un déterminant.

e L’énoncé

0 x
1) Soit A=[x 0 Zz.Démontrer que A =2xyz.
y z 0
X  X+Z X+
2)Soit B=|y+z -y x+y|. Démontrer que B:(x+y+z)3.
Yy+Z X+Z -Z

e Corrigé
O 5% x 0 z 11xy 0 1xy 0 zy
1) (x O zlﬂ;—o X yhj ——;0 X yLi{——O X 'y
y z 0 v z onox Yy 2 o/ Yo x -
11xy 0 z 1xy 0 zy 1
= ——=|0 x yz| = -——[0 X yzZ|=—— Xy-XZ:(-22y)=2%yz
LZ('_LZ LB(_LS
A T NG o Wz
X  X+Z X+ —X X+Z X+Yy
2) ly+z -y X+ L2i24hix+y+z X-y-2 0
Y+Z X+Z -Z |L<bLx+y+2z 0 —X-y-
X+y+2Z X+Z X+Y
= 0 -X-y-2 -0
C,«C,+C,+C,
0 0 -X-y-2

:(x+y+z)(—x—y—z)(—x—y—z):(x+y+z)(—1)(x+y+z)(—1)(x+y+z):(x+y+z)3.

O Ce gu’il faut retenir du cours

1) Une permutation de lignes dans un déterminant provoque un changement de signe.
2) Si on multiplie une ligne (ou une colonne) par A le déterminant est multiplié par .
3) Un déterminant triangulaire est égal au produit des éléments diagonaux.
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Déterminants, retenez-les tous ! (n°2)

Chapitre concerné : 16. Déterminants
O Ce que montre cet exo
Qu’en utilisant a bon escient des opérations sur les lignes (ou les colonnes), on peut calculer
facilement un déterminant.

e L’énoncé

1 1 1

Soit C=[cos(x) cos(y) cos(z)|. Démontrer que C =4sin XY \sin{ Y=2 |sin| 2% |.
sin(x) sin(y) sin(z) ( 2 ) ( 2 j ( 2 j

e Corrigé
1 1 1 1 0 0
cos(x) cos(y) cos(z) = _|cos(x) cos(y)-cos(x) cos(z)-cos(x)

sin(x) sin(y) sin(z) Qﬁﬁ sin(x) sin(y)-sin(x) sin(z)-sin(x)

1 0 0
=|cos(x) —ZSIn(y X)sin(u) —23m(z+x)sm(z £
2 2 2 2

s 2ol ) 2o %55
et {3 {5 {5 a5 (5
o2 (25225
-son( 2 {5 a2 el - an{ 52 (5
i e e e

- s 25t Jon( £5% Jon( 25,

N

“Jorl 2 ol )

)
|
)

+ N

+

><l\)

O Ce gu’il faut retenir du cours

1) cos(p)-cos(q) = —2Sin(¥jsin[p;—q] 2) sin(p)-sin(q) :25in(p;q]cos(p;qj

3) sin(a—b) =sin(a)cos(b)-sin(b)cos(a) 4) sin(-x) = -sin(x).
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Déterminants, retenez-les tous ! (n°3)

Chapitre concerné : 16. Déterminants

O Ce que montre cet exo
Qu’en utilisant a bon escient des opérations sur les lignes (ou les colonnes), on peut calculer
facilement un déterminant.

e L’énoncé

X X X X
-x 0 x X
1) Soit D= . Démontrer que D =x*.
-x X 0 X
-X X -x 0
X a a a
. a x b b ,
2) Soit E = b b . Démontrer que E=(Xx+a+b+c)(x-a)(Xx-b)(x-c).
) o
c & & X
e Corrigé
X X X X X X X X
1) X 0 x X 0 x 2x 2X—x4.

X X 0 XLeL/0 0 x 2
Lyelgal,
X X —X QL0 0O 0O x

X a a a X+a+b+c a+x+b+c a+b+x+c a+b+c+Xx
2) a x b b B a X b b
b b X cllitla b b X c
e C & X c c c X
171 1 1 1 1 1 1
a X b b 0 x-a b-a b-a
=(x+a+b+c) = (x+a+b+c)
b b X c|L<l-aL, 0 O x-b ¢c-b
Ly«Ls-bl,
C C C X|Leelscl, 0 0 0 X—-C
=(X+a+b+c)(x-a)(x-b)(x-c).

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) On peut ajouter la méme ligne aux autres.
2) On peut soustraire d’une ligne un multiple d’'une méme ligne.

84



Algebre et géométrie 1" année

Déterminants, retenez-les tous ! (n°4)

O Ce que montre cet exo

Chapitre concerné : 16. Déterminants

Qu’en utilisant a bon escient des opérations sur les lignes (ou les colonnes), on peut calculer

facilement un déterminant.

e L’énoncé

11 1 1
wsa E= [l #* 1
1 1 sy
11 1 1+
11 1 1

X X
2)soit G=1 X %

Yi Yo X3 X5

. Démontrer que F = xyz..

X
'|. Démontrer que G=(X,-Y,)(X, — ¥, )(Xs —¥3)-

Yi Y2 Y3 X5
e Corrige
17 1 1 1 171 1 1
1T 1+x 1 1 0 x 00
1) — = XyZ.
11 A4y 1|0 0y 0
17 1 1 1+zk<L-L|0 0 0 z
171 1 1 A 4 9 0 1 0 0
2) Yo X X XV XX 0 _ v 0 0
Yi Yo Xp X|CeCiGlyy Yo X 0 [GCCaly; Y, XY, 0
Yi Y2 Y3 % Yi Y2 Y3 X3-Ys Y1 Ys—Y2 X3-Y;
1 il 0 0 1 0 0 0
Vi X 0 0 v XY 0 0
Yi Y2 XY, 0 |cecrc, Yi Yo=Y XY, 0
Yi Y2 Ya-Y2 X3V, Yi Y2V Ya-Y2 X3V,

Donc G =(x;-yy)(X; =¥2)(Xs —¥3)-

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) On peut soustraire a toutes les lignes la méme ligne (pareil pour les colonnes).
2) On peut soustraire d'une colonne la colonne précédente (pareil pour les lignes).
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Un produit scalaire
et une norme pour les polynémes

Chapitre concerné : 17. Produit scalaire

O Ce que montre cet exo
Comment montrer qu’on a bien un produit scalaire et comment en déduire sa norme associée.

e L’énoncé

Soit E:Rz[x].
1) Montrer que (P,Q) =P(0)Q(0)+P(1)Q(1)+P(2)Q(2) définit bien un produit scalaire sur E.
2) En déduire I'expression de la norme associée.

e Corrige
1) Ona: (P,Q):P(o P(1)Q(1)+P(2)Q(2)=Q(0)P(0)+ (1)P(1)+Q(2)P( )={Q,P)
Ona: (P +P,Q)=( P,(0))Q(0)+(P; (1) +P, (1))Q(1) + (P (2) + P,(2))Q(2)
=P;(0)Q(0)+P,(0)Q( +P1 1)Q(1)+P,(1)Q(1)+P;(2 )Q(2)+P2( Q(2)
=P (0)Q(0 ) P (1)Q(1)+P;(2)Q(2)+P,(0)Q(0) + P, (1)Q(1) + +P,(2)Q(2) = (P,.Q) +(P,.Q) .

Ona:
(»P,Q)=2P(0)Q(0)+2P(1)Q(1)+2P(2)Q(2)=~(P(0)Q(0)+P(1)Q(1) +P(2)Q(2)) = »({P,Q)
Ona: (P,P)=P2(O)+P2(1) P?(2) donc (P,P)=0.

Ona: (PP)=0oP?(0)+P*(1)+P*(2)=0 < P?(0)=P*(1)=P?(2) =0 (car tous les nombres
sont positifs) donc : P(O) P(1)=P(2)=0. Ainsi le polynéme P admet 3 racines (0, 1 et 2). Or
P estdegré 2 (car E=R [x] ). Ainsi P a plus de racines que son degré, ceci n'est possible que
si P est le polynbme nul ' D'ou: P=0.

2) La norme associée est N(P) = /(P,P) = \/P2 0)+P?(1)+P?(2).

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) (P,Q) est un produit scalaire s’il s’agit d’'une forme symétrique, bilinéaire et définie positive,

C'est-a-dire si :

(P.Q)=(QP) ;

(P, +P,,Q) = (P,,Q) + (P,,Q) et (xP,Q)=2(P,Q) ;
(P,P) >0 avec égalité si et seulementsi P=0.

2) La norme associée est alors : N(P) = (P,P) :
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Algebre et géométrie 1" année

Identités de polarisation

Chapitre concerné : 17. Produit scalaire
O Ce que montre cet exo
La démonstration des trois identités de polarisation permettant d’exprimer un produit scalaire en
fonction des normes.

e L’énoncé

Démontrer les identités de polarisation :

N8V = [0+ [T ¥F) 2 T=(ja +5F o) 3 a-9-

1 1 =y = o g
! ! (la+ -Ja-)

e Corrige

]+ 97 =[G 267+ 7

don: [+ ¥ ~[Gff -7 =Jaif + 259 + " - [’ - f =259
don - 9= |8+ 9" - - [¥).

2) |- =Joff - 209 + |7

done: [0 +[¥f° ~Ja - =[off +[¥F - (jaif - 207 +[f ) =209
done : G-9=— [ + ¥ -[a-9’).

3 [+ 9 =[G +2-9+ |7 et [~ =Jaff 209+ |F]°

done : [+ ~ a9 =" +25- -+ | - (| -20- v+ ¥ ) =4a-v

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) [a+ V| =l +2a-v +|v].

2) a9 = [ - 20V + 7]

3) Les trois identités de polarisation :

dentite n°1 : 80 = [+ ¥ -[af |

dentie -2 -9 =3[ + " ~Ja-).
» oo T ¥ g B

Identité n°3 : U V=z(||U+V|| ~a-v] )
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Algébre et géométrie 1" année

Des fonctions
trigonométriques orthogonales

Chapitre concerné : 17. Produit scalaire
O Ce que montre cet exo
Que des objets aussi abstraits que des fonctions trigopnométriques peuvent étre considérés
comme des vecteurs orthogonaux pour un certain produit scalaire.

e L’énoncé

Soit E = C([-m; 7], R) muni du produit scalaire (f,g) = J.f(t)g(t)dt.

1) Démontrer que C, (t) =cos(pt) et Cq(t)=cos(qt) sont orthogonales lorsque p = q.
2) Démontrer que s, (t) =sin(pt) et s, (t)=sin(qt) sont orthogonales lorsque p =q.

3) Démontrer que C, (t) = cos(pt) et Sq(t)=sin(qt) sont orthogonales lorsque p = q.

e Corrige

n

1) <cp,cq> = J.cos(pt)cos(qt)dt = I%[cos((p+q)t)+cos((p —q)t)]dt

-K

2| p+q pP-q

i 1{sin((mq)t)+sin((p—<1)t)}“ 5
2 .

2) <sp,sq> = Isin(pt)sin(qt)dt = J.%[cos((p— q)t)—cos((p+q)t)]dt

_1[=sin(p-a)t) sin((p+a)t) " _
- p-q p+q _1_ '

3) (cp,sq>:jcos(pt)sin(qt)dt:I%[sin((p+q)t)+sin((q—p)t)}dt

-7 -

1 cos((p+q)t)+cos((q_p)t) n ,
p+q a-p -1_ |

2

O Ce gu’il faut retenir du cours

1) cos(a)cos(b):%(cos(a+b)+cos(a—b)) 2) sin(a)sin(b):%(cos(a—b)—cos(a+b))

3) cos(a)sin(b):%(sin(a+b)+sin(b—a)) 4) (f,g) =0 équivaut a f et g sont orthogonaux.
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Algebre et géométrie 1" année

Des polyndmes orthogonaux

Chapitre concerné : 17. Produit scalaire
O Ce que montre cet exo
Que des objets aussi abstraits que des polyndbmes peuvent étre considérés comme des
vecteurs orthogonaux pour un certain produit scalaire.

e L’énoncé

1
Soit E=R [x] muni du produit scalaire (P,Q) :J.P(t)Q(t)dt.
e

2

Démontrer que P, (x)=1, P,(x)=x, P,(X) :%x —% forment une base orthogonale de E.

e Corrigé

Comme E=R_[X] est de dimension 3 et que P, (x)=1, P,(x)=x, P2(x):gx2—% forment une

famille libre de E (car de degré différents), on en déduit qu’ils forment une base de E.
Montrons maintenant qu’ils sont deux a deux orthogonaux :

1 21" 1
(POvP1>:Ipo(t)a(t)dtzj.tdt:{%L :E_E:O.
4

-1
1

(Po.P,) = J.Po(t)Pz(t)dt = j(%tz —%)dt = E—%tl = (%-%J-(%ﬂ%) _0

-1 -1

- frvomon 33 -3

-1 -1
Ainsi P,,P,,P, forment une base orthogonale de E.

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) Trois polyndmes de degré 0,1 et 2 (donc différents) forment une base de E = Rz[x], au

méme titre que la base canonique (1,x, x? ) .

2) (f,g) =0 équivaut a f et g sont orthogonaux.
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Algébre et géométrie 1" année

« Gram-Schmidtage » d’un plan

Chapitre concerné : 17. Produit scalaire
O Ce que montre cet exo
Comment trouver une base orthonormée d’un plan vectoriel par le procédé d'orthonormalisation
de Gram-Schmidt.

e L’énoncé

On considére R* muni du produit scalaire canonique ((x,y,z),(x’,y',z')>= xx'+yy'+zz'. Soit
E:{(x;y;z)eR3 :x+y+z=0}.
1) Démontrer que (&;,€,)=((10,-1),(0,1-1)) est une base de E. En déduire sa dimension.

2) A partir de la base (e,e,), déterminer une base orthonormale (o,,0,) par le procéde
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

e Corrigé

1) E= {(x,y,z) eR*:z=-x- y} ={(xy.~x-Yy):xyeR} ={x(10,-1)+y(0,1-1): x,y e R}

= Vect{(10,-1),(0,1-1)} . (e,.e;) =((10,-1),(0,1-1)) est une base (famille génératrice et libre).
2) Base d'origine : (&;,€,) =((10,-1),(0,1-1)).

Base transitoire (t,,t,) et base orthonormale (o,,0,).

1 1 1
On ose t. =e,=(10,-1 donc 1,0,-1 :(— 0,——J uis
p 1 1 ( ) ”t " ( ) \/5 x/E p
1 1 1

tz:ez_<ez'°1>°1:(0-1-_1)_<(01 -1), («/_ Tj (ﬁo_ﬁ)
Soit t, =(0,1-1)- ( ] (0,1-1) ( o—%]:(—%,m—%) donc :

1 1 1, 1) 1( 1, 1 1 42 1
02 :_t2 -—r— __,1,__ S _‘_,1,__ = B o Y o I

tof = 1., 1027 2) L2 2 6'V3' V6

47 T4 2

Base orthonormale (04,05) : 04 :(%,O,—%j et o, :[—-%[i——-%]

'O Ce qu’il faut retenir du cours
1) Le projeté de V sur U est: proj;(V)=(V,0)0 (ot U est un vecteur normé).

tl
k1 k-1

t. =€ —Zprojq (ec)o, (ou encore t, =e, —Z(ek,o,>0, ) pour k=2.
= L

2) Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt : o, = tk ou t;=e, et
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Algebre et géométrie 1" année

Matrice de Gram

Chapitre concerné : 17. Produit scalaire
O Ce que montre cet exo
L’équivalence entre l'inversibilité d’'une matrice de produits scalaires et la liberté d’'une famille
de vecteurs.

e L’énoncé

Soit (Uy,Uy) une famille de E, espace euclidien de dimension 2 et G:(gi‘j) - la matrice de

1=, j<

Gram définie par g;; = <Ui,0j> . On veut démontrer que (Uy,U,) est libre ssi G est inversible.

o B _ X4 . t Vi
1) Soit X = x,, + X,0, et V:(x ] Démontrer que VGV :HX” :
2

2) En déduire que GV =0 < X =0 et que G est inversible ssi (Uy,U,) est libre.

e Corrigé

1) 'VGV=(x, X )[<?”E_'1> <E'1’?2>)(X‘]=(x X )[@1‘?’))(”@’?2))(2]
TOT,G) (0,,0,) X, TP, 0) X, +(T,,0,) X,

G 1 fs ax x| e e . - s = —12
= (U, Ty ) X¢Z + Ty, Uy ) XXy + (T, Uy ) XX + (U, Uy ) Xp? = (Xgly + Xply, X4y + X,U, ) =”X” :
2) Si GV =0 alors 'VGV =0 et donc ||7<"2 —0 etdonc X=0.
Réciproquement si X =0 alors <G1,)—(> =0 et <62,7(> =0 etdonc:
Gv:[@vfh) <ﬁ1,ﬁz>)(x1]:((@@Xﬁ(ﬁvﬂ:z)xz]:(@1'01"1*“‘2"9]: (®%) :(0]20 . Ainsi:

<f12,ﬂ1> (Uz’uz> X3 (l—Jz,l—,l1>X1+<L—12,f12>X2 (DZ,G,X1+52X2> <E|2,)—(> 0

(U, U)Xy +(Uy,0,) X, =
1, 01) Xq + (U, Uy ) X, =0
(Uy,0y) X +(Uy, U, ) X, =0

G:[@’@ gthazi] inversible © {<u1,u1>x1 +<u1,u3>x2 B 00 est un systéme de Cramer.
(a
implique X, =X, =0.

u,,U
< Proposition : GV =0 implique x, =X, =0 (car GV:[<<U 01
29

< Proposition : X=0 implique x,=x, =0 (car GV =0 <= X=0).

< Proposition : X0, +X,U, =0 implique x, =X, =0 < (Ty,0,) est libre.

'O Ce qu’il faut retenir du cours
1) ”7(“:0@)—(:6 2) (Uy,Uy) libre si X4y +X,U, =0 implique x, =x, =0.
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Analyse
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1 année
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1. Inégalités

2. Dérivées, primitives
3. Fonctions usuelles
4

. Equations différentielles

=
o«

. Suites réelles

6. Limites et continuité

7. Dérivabilité

8. Développements limités
9. Equivalents et petits o
10. Intégration simple

11. Séries numériques
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Analyse et probabilités 1 année

Inégalités obtenues par
des identités remarquables

Chapitre concerné : 1. Inégalités

O Ce que montre cet exo
Que parfois de simples identités remarquables aboutissent a des inégalités superbes !

e L’énoncé

1) En utilisant I'identité remarquable (x — y)2 , démontrer 'inégalité : xy < %(x2 +y?).

2) En utilisant I'identité remarquable (X + y)2 , démontrer l'inégalité : xy < %(x - y)2 )

3) En utilisant I'identité remarquable (x — 1)2 , démontrer que pour tout x>0, x + 4 22
X

e Corrigé

1) On a (x—y)2=x2—2xy+y2. Or un carré est toujours positif. Donc (x—y)220 et donc
x% —2xy +y? =0 donc x® +y? =2xy etdonc: %(x2+y2)2xy.

2) (x+y)P=x?+2xy+y? . Or X*+y?=2xy (question 1)) donc: (x+y)’ =2xy+2xy donc:
(x+y‘)2 >4xy donc: Xyﬁ%(x+y)2_

3) (X—1)2 =x?-2x+1. Or un carré est toujours positif. Donc (X—1)220 donc x> -2x+1=0

donc x> +1=2x . Or x>0, donc en divisant le sens de linégalité est conservé et on a:

2
X—Hzé dbncs x5 129,
X X X

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) Un carré est positif.

2) (x-y)' =x* -2xy +y?
3) (x+y)2 =x2+2xy+Y>.
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Analyse et probabilités 1" année

Inégalité triangulaire

Chapitre concerné : 1. Inégalités

O Ce que montre cet exo
La double inégalité ||a{ —|b|| <[a+b<[d+|b pour tous réels a et b.

e L’énoncé

1) Sachant que X :|x|2 etque x <|x|, démontrer que [a+ b|2 < ([a| +|b|)2 .
En déduire que |a+b|<|a|+|b|.

[af —[bf <[a+b]
2) Sachant que [a|=|a+b-b| et que |b|=|a+b-a|, démontrer que

En déduire que ||d—|b|| <la+H.

bl -[a] <[a+b|

e Corrigé

la+b® = (a+b)* =a? +2ab+b? =[a* + 2ab +|b]’
(al+1b)" = o + 21ab] +}o?]

donc: [a+b|<|a|+|b| (car [a+b|>0 et [a|+[b|>0).

donc |a+bf’ < ([a]+|o|)’

1) Ona

2) |a|=|a+b-b|<|a+b|+|-b| donc: [a|<|a+b|+|b| donc: [a|-|b|<|a+b].
Ib| =|a+b-a|<|a+b|+|-a| donc: |b|<|a+b|+[a| donc: |b|-|a|<|a+b].
la| || si |a|-[p|= 0

Xsix=0
Comme |x| = [ ,ona ||a|—|b|| :{|b|_|a| si |a|]-[b] <0’

1—xsix<0

on en déduit que : ||q—|b|| <[a+H.

O Ce qgu’il faut retenir du cours
1 _ [xsix=0

' l—x six<0
2) x<|x|

3) X2 =[x’

4) Al -[of <[a-+tf <[d +[of.
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Analyse et probabilités 1 année

Inégalité de Bernoulli

Chapitre concerné : 1. Inégalités

O Ce que montre cet exo

L'inégalité (1+x)n =1+nx pour x>0 et n=0, appelée inégalité de Bernoulli (1654-17095).

e L’énoncé

SR . . . n
En utilisant un raisonnement par récurrence, démontrer que (1+Xx) =1+nx pour x>0, n=0.

e Corrigé

Soit X >0 et P, la propriété « (1+X)" =1+nx ».

Initialisation : P, est vraie car (1+X)0 =1et1+0-x=1.

Hérédité : Supposons P, vraie (c'est-a-dire que (1+x)n =1+nXx), et montrons que P,., est

encore vraie (c'est-a-dire que (1+x)™ =1+ (n+1)x).

(1+x)™ =(14x)"(1+x) donc (14X)™" = (1+nx)(1+x) clest a dire (1+x)™" =1+ x+nx +nx2
1

c'est a dire (1+x)n‘1z1+(n+1)x+nx2 donc : ( +X)n°1z1+(n+1)x car nx?=0 (ce quon

voulait).
Conclusion : Comme R, est vraie, et que P, est héréditaire, P, est vraie pour n=0.

O Ce qgu’il faut retenir du cours
Le principe du raisonnement par récurrence (initialisation, hérédité, conclusion).
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Analyse et probabilités 1" année

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Chapitre concerné : 1. Inégalités

O Ce que montre cet exo
L'inégalité de Cauchy-Schwarz : |G- V| <|ja] x [V .

e L’énoncé

1) 1 méthode : rappeler la formule donnant le produit scalaire de deux vecteurs du plan en
fonction du cosinus. En déduire que [u- V| < [[df x|V .

2) 2° méthode : on considére le polynéme du second degré de variable x : P(X) = ||u - xv||

Quel est le signe de P(x _||u+xv|| ? Montrer que P(x —||u+xv|| est un polyndme de degré
deux. Combien alors au maximum P(x) admet-il alors de racines réelles ? Que peut-on en

déduire sur le signe du discriminant de P(x) ? En déduire alors que [t V| < [[d] x||v] .

e Corrigé

1) G-V = [[u| x[[V]| x cos (@) donc [u-Y| :||G”x||\7||><|cos(ﬂ,\7)| .Or ‘oos(x)| <1 pour tout x, d'ou :
ju-v]< IIGII [Vl [a-v]< |G ¥] -
2) P(x ||u+XV|| étant un carré, son signe est positif ou nul.

P(x :"‘”XV" = (U+xV)-(0+xV) =0T+ 20XV +X°V - V—||U|| +(20-v x+||v|| est bien un

polynéme de degré 2.
Un polyndme de degré 2 de signe positif admet au maximum 1 racine réelle (car s’il en admet
deux, il change de signe, d’aprés le théoréme du signe du trinbme), donc son discriminant A

vérifie I'inégalité A<0.
Déterminons le discriminant du polynd :||U||2 21]-\7)x+||\7||2 g

A=b-4ac = (2u V) -4l o =4(@ 4HUII [¥I°

9y
A<0 = 4@-9) -4 [ <0 = @) <[i [V < [a-v=<[av)-

O Ce qgu’il faut retenir du cours

1) G-V = ||t [|V]|x cos (G, V) et |oos(x)|s1 pour tout X.

2) Un polynéme de degré 2 qui est toujours positif admet au maximum une racine réelle et
admet donc un discriminant A<0.

3) a* <b” = |a| <|p|.

4) |l faut bien retenir la 2° méthode qui marchera sans I'appui du cosinus. En effet, par la suite,
de nouveaux produits scalaires ne faisant pas intervenir de cosinus seront utilisés : on peut

avoir des produits scalaires de vecteurs non géométriques comme des fonctions, des
polynémes, etc. Dans ces cas-la, le cosinus ne nous est d’aucun secours.
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Analyse et probabilités 1 année

Inégalité e X > 1+ x

Chapitre concerné : 1. Inégalités

O Ce que montre cet exo
L'inégalité e* =1+ x pour tout x et son interprétation graphique.

e L’énoncé

1) Etudier les variations de f(x)=e* - (1+x) sur |-o;+] .

2) En déduire que e* =1+ x pour tout x.
3) Que peut-on en déduire graphiquement ?

e Corrigé

1) f'(x)=e*-1.

Lorsque X >0, f'(x) >0 donc f est croissante sur ]0;+] .

Lorsque x <0, f'(x) <0 donc f est décroissante sur |-=;0] .

2) Ainsi f admet f(0) comme minimum sur lintervalle |-=;+«[, c'est-a-dire que f(x)=f(0)
pour tout x. Or f(0)=e® - (1+0) =0, donc f(x)=0 pour tout x, donc e* =1+ x pour tout x.

3) On peut en déduire que la courbe y = e* est toujours au-dessus de la droite y=1+x. On
peut méme étre plus précis. Posons g(x)=e”* . La tangente a la courbe C, au point
d'abscisse 0 admet comme équation réduite: y=g'(0)(x-0)+g(0) c'est-a-dire:
y=1(x-0)+1 (car g'(x)=e* donc g'(0)=e” =1 et g(x)=e* donc g(0)=e’=1) Clest-a-
dire: y=x+1.

Ainsi l'inégalité e* =1+ x montrer que la courbe C, est toujours au-dessus de la tangente a la

courbe C, au point d’abscisse 0.

O Ce gu’il faut retenir du cours

1) (¢*) =e*.
2) Le principe de Lagrange : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert |. Alors :
f' > 0surunintervalle | = f strictement croissante sur I.

f' <Osurunintervalle | = f strictement décroissante sur I.
3) La position relative de deux courbes :
f(x)<g(x) équivauta C, au-dessous de C, .

f(x)=g(x) équivauta C, au-dessus de C, .
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Analyse et probabilités 1" année

Inégalité In(1+x) < x < (1+ x)In(1+ x)

Chapitre concerné : 1. Inégalités

O Ce que montre cet exo
La double inégalité In(1+x) < x <(1+x)In(1+x) pour X >0.

e L’énoncé

1) Etudier les variations de f(x)=In(1+x)-x sur ]0;+:c[.
En déduire que In(1+x) < x lorsque X >0.
2) Etudier les variations de g(x) =x—(1+x)In(1+x) sur 0;+][ .

En déduire que x <(1+x)In(1+x) lorsque X >0.

3) Conclure.
e Corrigé
1) f’(x):%—1:%. Lorsque x >0, f'(x) <0 doncf est décroissante sur |0;+e[. Donc
+ +

pour x>0, f(x)<f(0) soit In(1+x)-x<0 (car f(0)=0) soit In(1+x)<x.

2) g’(x):1—(1-|n(1+x)+(1+x)%]:—ln(1+x). Lorsque x>0 , g'(x)<0 doncg est
+X

décroissante sur ]0;+«[ . Donc pour x>0, g(x)<g(0) donc x—(1+x)In(1+x)<0 (car
9(0)=0)donc: x <(1+x)In(1+x).
3) Pour x>0,0na In(1+x)<x<(1+x)In(1+Xx).

O Ce gu’il faut retenir du cours

'

1) (In(u)) :“U.

2) (uxv) =u'v+uv'.
3) Si f est strictement décroissante et continue sur |0;+<[ alors f(x)<f(0) pour x>0.
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Analyse et probabilités 1 année

Inégalité de convexité
pour la fonction carré

Chapitre concerné : 1. Inégalités

O Ce que montre cet exo
Que la fonction carré vérifie I'inégalité de convexité f(ta+(1-t)b) < tf(a)+(1-t)f(b).

e L’énoncé

Une fonction est convexe sur R lorsque pour tous a et b dans R tels que a < b, on a, pour
tout t compris entre O et 1: f(ta+(1-t)b) = tf(a)+(1-t)f(b).

Démontrer que la fonction carré est convexe sur &, c'est-a-dire que pour tous a et b dans R
tels que a < b, on a, pour tout t compris entre 0 et 1 : (ta+(1—t)b)2 <ta® +(1-t)b?.

e Corrigé

Soient a et b deux réels et t un réel compris entre 0 et 1.
Nous allons prouver que ta® +(1-t)b* —(ta+(1- t)b)2 >0.

ta? + (1-t)b? - (ta+ (1-t)b)’ = ta + (1-t)b? —[tzaz +2ta(1-t)b+(1-t)° sz
=ta? +(1-t)b? —t?a? - 2ta(1-t)b - (1-t)’ b2
- ta? - t%a? +(1—t—(1—t)2)b2 ~2ta(1-t)b

=(t- t2)a2+(1 t-1+2t-t*)b* - 2ta(1-t)b
(t-t)
HE 2a< o
(t-t*)(e"

=(t-t?)(a-b)* =t(1-t)(a-b)’.
Ort=0,1-t=0 (cart<1), (a—b)2 =0 (car un carré est toujours positif).
Donc ta? + (1- ’t)b2 - (ta +(1- t)b)2 >0 (comme produit de nombres positifs).
Dot (ta+(1-t)b)’ <ta? +(1-t)b?.
La fonction carré est donc convexe sur R .

O Ce gu’il faut retenir du cours
a2 +b? —2ab=a’? - 2ab+b? = (a-b)’.
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Analyse et probabilités 1" année

Inégalité arithmético-géométrique

Chapitre concerné : 1. Inégalités
O Ce que montre cet exo

1

L'inégalité L > (Xq:Xy---Xy)n pour n=1 et x,>0,x, >0,---x, >0.

e L’énoncé

. " o X+ Xg +---X -
Démontrer par récurrence la propriété P, :% 2 (XqXg - X, ).
1 1
< z : P X+X;+Xy+--+X = —
(On étudiera la fonction f définie par f(x) = 1 21 D XM (X Xg - Xp )0t ).
n+
e Corrigé
A , X 1
Initialisation : P, est vraie (car =' = (x,) ).
1
4
ek A Xq+ X +---X £
Hérédité : Supposons P, vraie (c'est-a-dire que ——2——1 > (X,-X, ----- X, )n ) et montrons
n
1
, i . Xq+ Xy +--X —
que P, l'est encore (C'est-a-dire que —1——2—=0=1 > (X, . X, -+ - X4 )n+1 ).
n+1
1 1 LI 1 =
Ona: f'(X)=—————(XXy - X, )1 XM = ——| 1— (XX - X, JnA X1 |
= 1 1

n

f'(x)=0 o xﬁ(x1x2---xn)ﬁ:1 = (x'”(x1x2---xn))m:1 & Rty N =%,

1 1
De plus, f'(x)<0 lorsque X <(X;X,---X,)n et f'(x)=0 lorsque X =(XX,---X,)n.

3
Ainsi f admet pour minimum f[(x1x2 <X )n J :

1 1
l] (XqXg - Xp )0 + Xq+ Xp +--+ X 1 1

= |+ L
Or f[(X1X2'”Xn)" = no n_[(X1X2'”Xn)"j (X4Xg X, )n<t

.
(XgXg "X, )0 + Xy + Xo + -+ X

R
= "—[(x1x2---xn)ﬁ]

n+1
1 1
XiXp =Xy )0 + Xq +Xo +---+ X T (X Xy Xy )0 + Xy + Xy -+ X
:( 172 n) 1 2 n—(X1X2---Xn)n= ( 12 n) 1 2 n (expression
n+1 n+1

positive puisque P, est vraie). Donc f est toujours positive, ce qui prouve que P, est vraie.

Conclusion : P, étant vraie et P, étant héréditaire, on en déduit que P, est vraie pour n=1.

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) On peut démontrer une inégalité par un raisonnement par récurrence.
2) Lorsqu’une fonction admet un minimum positif, elle est toujours positive.
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Analyse et probabilités 1 année

Dérivées successives de xe X

Chapitre concerné : 2. Dérivées, primitives

O Ce que montre cet exo
Que le calcul des dérivées successives de f(x)=xe* donne i (X)=(x+n)e*.

e L’énoncé

Soit f(x)=xe*.
1) Montrer que f'(x)=(x+1)e* etque f"(x)=(x+2)e*.

2) Montrer par récurrence sur n que " (X)=(X+n)e* pour n=1.

e Corrige

1) f(x)=xe*donc: f'(x)=1-e*+x-e* =(x+1)e*.

f'(x)=(x+1)e* donc f"(x)=1-e*+(x+1)e* =(1+x+1)e* =(x+2)e*.

2) Soit P, : f™ (x) = (x+n)e*.

Initialisation : P, est vraie (car f'(x)=(x+1)e*).

Hérédité : Supposons P, vraie (c’est-a-dire que f'"lj'(x):(x+n)e") et montrons que P, l'est

encore (c'est-a-dire que ™" (x)=(x+n+1)e*).

ona: f™"(x) =(f“”(x))’ :((x+n)e")l =1.e" +(x+n)e* =(x+n+1)e*.

Conclusion : P, étant vraie et P, étant héréditaire, on en déduit que P, est vraie pour n=1.

O Ce gu’il faut retenir du cours

’

1) (uxv) =uv+uv'.

2) (¢°) =¢€".
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Analyse et probabilités 1" année

De belles primitives
de fractions rationnelles

Chapitre concerné : 2. Dérivées, primitives

O Ce que montre cet exo
Qu’en « découpant » astucieusement une fonction, on peut en trouver facilement une primitive.

e L’énoncé

Dans chaque cas, déterminer une primitive F(x) de la fonction f(x).
X+1 X+4 2x+3 2x+3
1) f(x)= 2) f(x)= 3) f(X)=—5——— 4) f(X)=—5———
) 1(x) X2 +1 ) 1(x) X% +4 ) () X2 +2X+2 ) 1(x) x> +2x+3
e Corrigé
1 X 1 1( 2x 1 1
1) f(x)=>"1 = + :—[ ]+ donc: F(x)=—In[x* +1+arctan(x)+C.
Vix) a1 31 ¥l 21 w21 (x) 2 | ‘ (x)
1
2) f(x)= X2+4: 2X + 24 :1( 22X ]+ 21 :1( 22X ]+2 22 donc :
X*+4 x°+4 x*+4 2\x°+4) x 2\ x°+4 (x]
— +1 —1 +1
4 2
1 2 X
F(x):—ln’x +4‘+2arctan[—]+0.
2 2
3) f(x) = 22x+3 _ 22x+2 - 1 _ 22x+2 N 12 i
X°+2X+2 X +2X+2 X +2X+2 X +2X+2 (x+1) +1
F(x):ln|x2+2x+2’+arctan(x+1)+C.
4)
2x+3 2x+2 1 2x+2 1 2x+2 1
f(x)=— =% t= =2 L B B A
X“+2X+5 X +2x+5 Xx°+2x+5 x°+2x+5 (x+1)"+4 X +2x+5 4 x+1)2 1
— |+
)
1 1
2x+2 1 1 2x+2 1 2 2x+2 1 2
o i 2 =8 +22: 2 ~ o 2
X“+2x+5 4| /x+1 X“+2x+5 4 X +1 X“+2x+5 2|/x+1
(—) +1 [—] +1 (—j +1
2 2 2
donc: F(x):lnlx2 +2x+5’+%arctan[xT+1]+C

O Ce gu’il faut retenir du cours

u’ _—
1)  apour primitive Inul

’

1
2
)1

a pour primitive arctan(u).
T

a pour primitive arctan(x), g
+u
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Analyse et probabilités 1 année

Primitive de puissances de cosinus

Chapitre concerné : 2. Dérivées, Primitives

O Ce que montre cet exo
Qu’un changement de variable ou I'utilisation de la formule d’Euler peuvent nous sauver !

e L’énoncé

X X
1) Montrer que Icos3(t)dt = | (1-sin®(t))cos(t)dt . En déduire une primitive de cos®(x).
0 0
i [ cos (4t 2t
2) Montrer que Icos“ (t)dt= .ﬂcosé )+ cos2( M%}dt . En déduire une primitive de cos*(x).
0 0
e Corrigé
X X X
1) J.cos3(t)dt:J.cosz(t)cos(t)dt:J.(1—sin2(t))cos(t)dt. Soit u = sin(t) (alors du = cos(t)dt ) .
0 0 0
X sin(x) (%) i
5 2 Tl M =) .
Donc | (1-sin®(t))cos(t)dt= | (1-u?)du= u-— :sm(x)—T (primitive cherchée).
0 sin(0) 2
a4 ) . N2 aND : 2\ =3 +\4
i\t (et) +4(et) et +6(et) (et) +4et(et)” +(et
o E-2 (&) +4(e T o oo 0 et (o)
2 >
i4t i2t -i2t -idt
_e" +4e” +6+4e™" +e :2008(4t)+8008(2t)+6:1cos(4t)+1cos(2t)+§.
16 16 8 2 8
X X %
in(4t in(2t
Ainsi | cos®(t)dt = 1cos(4t)+1cos(2t)+§ {1 o0 S SIE), 3,
8 2 8 8 4 2 2 8 |
0 0
sin(4x) sin(2x) 3 o .
= - rimitive cherchée).
% * 4 B :

O Ce gu’il faut retenir du cours
X

Pour trouver une primitive de cos"(x), on calcule jcos"(t)dt. Si n est impair, on fait le

0
changement de variable u=sin(t). Si n est pair, on linéarise en utilisant la formule d’Euler

e'+e™ " N
cos(t)= 5 et le bindbme de Newton (a+b) = Z(

k=0

n]a”"‘bK )
k
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Analyse et probabilités 1" année

Sommes constantes de fonctions
trigonométriques réciproques

Chapitre concerné : 3. Fonctions usuelles

O Ce que montre cet exo

Que arccos(x)+arcsin(x) et arctan(x)+arctan(l] sont égaux a g (pour 0<x<1).
X

e L’énoncé

En utilisant les dérivées montrer que :

1) arccos(x)+arcsin(x):g lorsque -1<x<1. 2) arctan(x)+arctan(%]:g si x>0.
e Corrigé
1) Soit f la fonction définie sur |-1,1[ par f(x)=arccos(x)+arcsin(x) .
Alors f'(x) = = L =0. Donc f est égale a une fonction constante. En particulier

+
V1-x2 1-x?

f(x)=1f(0)=arccos(0)+arcsin(0) :g+0 :g (pour tout x e |-11[).
Conclusion : arccos(x)+arcsin(x):g lorsque —1<x<1.

2) Soit f la fonction définie sur |0;+[ par f(x) = arctan(x)+ arctan(l] :

X
-1
. 1 X2 1 1 . ; .
Alors f'(x) = b 5= 5>———=0. Donc f est égale a une fonction constante.
1+X (1] 1+x° x°+1
1+ -

En particulier f(x)=f(1) =arctan(1)+arctan(1) :%+% :% (pour tout x & ]0;+] ).

Conclusion : arctan(x)+ arctan(l] = % lorsque x >0.
X

O Ce gu’il faut retenir du cours

1) arccos'(X) = p— (pourx e [-11[). 2) arcsin’(x) = p— (pourx e |-11]).
Ei! - X

’

(pour XxeR). 4) arctan(u) a pour dérivée

, 1
3) arctan (x):1 s

+x2 1+u
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Analyse et probabilités 1 année

Simplification de arccos(cos) et arcsin(sin)

Chapitre concerné : 3. Fonctions usuelles

O Ce que montre cet exo
Comment simplifier arccos(cos(x)) et arcsin(sin(x)).

e L’énoncé

Simplifier les expressions suivantes :

5] (e 3] (o)
oealall)  mewfeiF)  asein(y)

Il faut bien se souvenir que I'image de la fonction arccos est [0;71:] .Donc:

n) ( 1 ) T
1) arccos| Cos| — | [=arccos| — |=—.
3 24 '3
27r) ( 1 ) 2n
2) arccos| Cos| —— | |=arccos| —— [=—.
3 2 3
7717) J3) 5r
3) arccos| Cos| — | |=arccos| ——— [=—.
6 2 6

Il faut bien se souvenir que I'image de la fonction arcsin est [—%ﬂ Donc :

4) arcsin| sin g)):arcsin[ﬁjzﬁ.

2

5) arcsin| sin —&)] = arcsin[—ﬁJ =-Z )
. | 2

o 7nj s ( 1) T
6) arcsin| sinf — | |=arcsin| —— |[=——.
6 2

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) L'image de la fonction arccos est [0;x].

2) L'image de la fonction arcsin est [—gﬂ
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Analyse et probabilités 1" année

Simplification de arctan(tan)

Chapitre concerné : 3. Fonctions usuelles

O Ce que montre cet exo
Comment simplifier arctan(tan(x)).

e L’énoncé

Simplifier les expressions suivantes :

T 2n n
1) arctan(tan(g)) 2) arctan(tan(—?)j 3) arctan[tan(—6 D
i 5n n
4) arctan[tan[—g)) 5) arctan(tan(—j)j 6) arctan{tan[—gn

e Corrigé

Il faut bien se souvenir que I'image de la fonction arctan est } [ Donc :

i C
22

T T

1) arctan| tan EJJ:arctan(\/é):g,
2n s

2) arctan| tan —?)):arctan(\/g):a
3) arctan| tan F) :arctan[—]zg.
4) arctan| tan ——j
T

5) arctan| tan| —

6) arctan| tan| —

O Ce gu’il faut retenir du cours

L’'image de la fonction arctan est }—gg[
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Analyse et probabilités 1 année

Variation de constante

Chapitre concerné : 4. Equations différentielles

O Ce que montre cet exo
Que I'équation xy’ -y = x?e™ peut étre résolue par la méthode de la variation de la constante.

e L’énoncé

Résoudre xy’ -y = x%e™* sur lintervalle ]0;+m[ en utilisant la méthode de la variation de la
constante.

e Corrige

Solution y,, de I’équation homogéne xy'-y =0.

Equation normalisée : y’ —%y =0.Onaalors Yy = e M e = ax (avec LeR).
Recherche d’une solution particuliére y. de I’équation compléte xy' -y = x“e™ .
On utilise la variation de la constante (A devient 7 (x)).

Soit y, =(x)x une solution particuliére de I'équation compléte xy’ -y = xZex,
Onadonc: Xyp —Yp =X€™ clest-a-dire X(1'(X)-X+2(X)-1)—(%(x)x) =x%™

donc : '(X)x? + (X)X - 2(X)x = x?e™* donc 2’(x)x? = x%e™ donc 2'(x)=e"

donc iA(x)=-e™*.Ainsi yp =1(X)x =-xe™

Principe de superposition et ensemble des solutions

Les solutions de I'équation xy’'—y = x?e™ sont: y = Yy +Yp =X -xe™ avec AeR.

Onadonc: S= {x S>Ax—-xe X:re 3&} )

O Ce qgu’il faut retenir du cours

1) L’équation homogéne y’'+a(x)y =0 admet comme solutions yy = Ae AX)

ou A(x) estune
primitive de a(x).
2) Principe de superposition : les solutions sont: y =y, +y, ou y, est solution de I'équation

homogeéne et y, est une solution particuliere de I'équation compléte.
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Analyse et probabilités 1" année

Recollement qui « marche »

Chapitre concerné : 4. Equations différentielles

O Ce que montre cet exo
Un cas de recollement qui « marche » (constantes égales a gauche et a droite)

e L’énoncé

Résoudre xy'—y =0 surR (en utilisant le principe du recollement).

e Corrigé

1) Equation normalisée :y’ —%y =0 pour Xx=0. Les intervalles d'études sont |-=;0[ et ]0;+].

2) sur ]—T;O[, ona:y= }‘1e—|—ln}x|) x }~1eln|x| . 7.1eln("X) = —hX.

sur [0+, ona: y = 2,0 "™ =5 6" = 56" = x.
3) Extension aux intervalles |-=;0] et [0;+[ .

a) Si y est solution sur |-;0], alors sa restriction a |-==;0[ est solution sur |-=;0[, donc
Wit = -2X.Or y" existe (d'aprés I'’énoncé), y est dérivable donc continue en 0.

La continuité en 0 impose que y(0) = Iinrg)y]_x_o[ (x) ce quidonne y(0)= |irrz)— AXx=-Ax0=0.
X= ’ X—>

x<0 x<0
. . X-¥o] . -Ax 0 . %X .
La dérivabilité en 0 impose Y,(0) = Il_rpoy( ) z( ) = Il_rpO 1 . Ian0 == Ilrrg)— Ay =M.
~ T o = B

Avec ces conditions, on a bien 0y'(0)-y(0)=0. Ainsi la fonction y définie sur |-=;0] par
y = -A4X est bien solution de I'équation différentielle xy’'-y =0 sur I’intervalle]—m;O] :

b) De méme (aprés calculs donnant y;(0)=2,) la fonction y définie sur [0;+w[ par y = i,X
est bien solution de I'équation différentielle xy'—y =0 sur l'intervalle [O;+w[ i
—hgX sur ;0]

X SUr [ 0;1%[ convient.

4) Recollement : jusqu’ici la fonction y définie sur R par y ={

Ory étant dérivable, on doit avoir y; (0) =y} (0) donc 7, =2,.

Conclusion : les solutions de I'équation xy'—y =0 sur R sont: Yy=AX (LeR).

O Ce qgu’il faut retenir du cours
1) La normalisation donne 2 intervalles ouverts et donc : « 1 solution a gauche, 1 a droite ».
2) L'existence de y’ impose la dérivabilité et la continuité. Cela permet d’étendre les solutions

aux intervalles fermés.
3) La dérivabilité impose yé =Yy donc des conditions sur les constantes qui permettent de

recoller.
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Analyse et probabilités 1 année

Recollement qui « ne marche pas »

Chapitre concerné : 4. Equations différentielles

O Ce que montre cet exo
Un cas de recollement qui ne « marche pas » (constantes différentes a gauche et a droite).

e L’énoncé

Résoudre xy'—2y =0 surR (en utilisant le principe du recollement).

e Corrige

1) Equation normalisée :y'—gy =0 pour x=0. Les intervalles d’études sont |-=;0[ et ]0;+].
X

, \2)
2in(-x) _ 5 N(=X)") _

-(-2m[x)) _ 4 _2infx _ 4 2
=1 =8 =\e =A,X".

2)sur |-=0[,ona: y=ie

In(x?)

sur |0;+[,ona: y = dge V2D g oZInbd g g5 %2

3) Extension aux intervalles |-=;0] et [0;+[ .

a) Si y est solution sur |-;0], alors sa restriction a |-==;0[ est solution sur |-=;0[, donc
y]_x;o[ = 7»1X2. Or y' existe (d'aprés I'énonceé), y est dérivable donc continue en 0.

La continuité en 0 impose que y(0) = Iin?) Yoo (x) ce quidonne y(0)= |inz)7.1x2 =2 x0=0.
X= ) X—>

x<0 x<0
, _y(x)-y(0) . ax?-0
La dérivabilité en 0 impose Y, (0) = Iln?) y(x) g( ) Il_rpo : a |In’(l)7L1X =0
o @ 1TV

Avec ces conditions, on a bien 0y'(0)-2y(0)=0. Ainsi la fonction y définie sur |-=;0] par
y= 7&1x2 est bien solution de I'équation différentielle xy’'—2y =0 sur I'intervalle]—x;O].

b) De méme (aprés calculs donnanty;(0)=0 ), la fonction y définie sur [0;+v:[ par y :7k2x2
est bien solution de I'équation différentielle xy’'—2y =0 sur I'intervalle[0;+v.[.

. o ix? sur ]-o5;0] . ]
4) Recollement: la fonction y définie sur R par y= convient. y étant

2X sur [0+
dérivable, on doit avoir y; (0)=y;(0) donc 0=0. Aucune information supplémentaire !

. . o X2 sur |-;0]
Conclusion : les solutions de I'équation xy'—y =0 sur R sont: y= g :
AoX® sur [0;+o]

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) 2) 3) Méme chose que I'exo précédent.
4) La dérivabilité impose y’g =Y5 mais ne nous donne pas d'informations supplémentaires !
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Analyse et probabilités 1" année

Equation de Bernoulli

Chapitre concerné : 4. Equations différentielles

O Ce que montre cet exo
Qu’un changement de fonction permet de résoudre une équation différentielle célébre.

e L’énoncé

Résoudre Xy’ +3y = x?y? sur ]O; +:r.[ avec le changement de fonction z = LY
y

e Corrigé

’ 1 : _ ’ ) .
Lz+3— =x2.Siz et alors Z :—)2/. L’équation est alors : —xz'+3z = %
y

xy' +3y =xy? ©x
y y

. . . y O
Equation normalisée : Z'——z = -X.
X

Solution z,, de I’équation homogéne z'—gz ='0.
X

. —(-3Inx) . . _In[x?)
z,=re ™ 2 ed e = ax3 (avec L eR).

Recherche d’une solution particuliere z, de I’équation complete z'——z = -Xx.
X

Zs = x? convient (soit on est trés observateur, soit on utilise la méthode de la variation de la
constante).

Principe de superposition
Les solutions de I'équation —xz' +3z = x? sont: Z=2, +Zp =AX> + X% avec LeR |

. 1 1 , :
Conclusion : comme z=—,0ona Yy=— etl'ensemble des solutions est :
y z

X +X

S:JX%%;KER}_

O Ce gu’il faut retenir du cours
L’équation de Jacques Bernoulli (1654-1705) Xy’+3y:X2y2 peut étre résolue par le

’

changement de fonction z = L) . I suffit ensuite de remarquer que Z' =—5 etde réinjecter.
y y
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Analyse et probabilités 1 année

Equation de Ricatti

Chapitre concerné : 4. Equations différentielles

O Ce que montre cet exo
Qu’un changement de fonction permet de résoudre une équation différentielle célébre.

e L’énoncé

% ’ 1 2 1 . 1
Résoudre Y —;y + 2+; y=X+2 sur ]0;+'f.[ avec les changements Z =Yy - X puis u:;.

e Corrigé

1) 1°" changement de fonction : z=y—x donc z’' =y’ —1. L’équation devient :

1 1
z’+1—;(z+x)2+(2+;)(z+x):x+2 soit : z’+1—%(22 +22x+x2)+22+2x+%z+1=x+2

soit z’+1—122—2z—x+22+2x+1z+1:x+2 soit z’—122+1z:0.
X X X X

2) 2° changement de fonction : u :% donc u’' = %
z

'

;1 1 z
Z--2°+-2=0 © 5-
X X z

~1:0 L= —u'—1+1-u:0 o u’—l-u:—l.
z X X X X

+

X | =
x| =

Solution u, de I’équation homogéne u’—l-u =0.
X

uy = 2e" ™) = 56" = 1x (avec LeR).

Recherche d’une solution particuliére u, de ’équation compléte u’ —1~u — —1.
X X

us =1 convient (sinon on peut utiliser la méthode de la variation de la constante).
Principe de superposition

. - . . 1 1 -
Les solutions de I'équation u'——-u=-— sont: u=u, +uUp =2x+1 avec LeR.
X X

E 1 , ;
Conclusion : Comme y=z+ X =—+X, I'ensemble des solutions est :
u

S:{x—> L +x;keR1,
AX+1 f

O Ce gu’il faut retenir du cours
L’équation de Ricatti (1676-1754) peut étre résolue par deux changements de fonctions

successifs Z=y-X (z'=y' -1 ),u:l (u':_"’;)_
z z
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Analyse et probabilités 1" année

Equation différentielle linéaire d’ordre 2

Chapitre concerné : 4. Equations différentielles

O Ce que montre cet exo
L’étude d'une équation différentielle linéaire d’ordre 2.

e L’énoncé

y' =Yy +6y
y(0)=0;y'(0)=5"

1) Donner I'expression de y(X) a l'aide de I'équation caractéristique.

Soit y la fonction solution de I'équation différentielle {

2) En déduire que lim y(X)=+w=.
X—>+w©

e Corrige

1) Equation caractéristique : r?> =r + 6 soit r’ —r—6 =0, de racines n=-2etr,=3.

Il existe donc 7, et %, tels que y(x)=7n,e™* +7,e°*.

Comme Yy(0)=0 , on a %+2,=0 donc %,=-%; . Comme Y'(0)=5 (et que
y'(x)=-2r,e72" +31,€%F), ona -2, +3%, =5 donc 51, =5 donc i, =1et i, =-1.

Ainsi: y(x)=-e* +e°*.

2) lim y(x)= lim-e ™ +e¥ = 4u.

X—>+x X—+x

O Ce gu’il faut retenir du cours
Théoréme sur les équation différentielles linéaires d’ordre 2 (cas réel)

Soit y vérifiant ay” + by +cy = 0. L’équation caractéristique est ar? +br+c=0.

Soit A =b*-4ac.

Si A>0, ily adeux racines distinctes r; et r, : il existe %, et ., tels que y(x)=1,e™ +i,e%*.
Si A=0, il y aune racine double r, : il existe 1, et %, tels que y(x)= (i, + r,x)e"".

Si A<O0, il y a deux racines complexesr,=a +if et r,=a—ip : il existe », et %, tels que

y(x)=1,ecos(Bx)+ e sin(Px).
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Analyse et probabilités 1 année

La suite de Fibonacci

Chapitre concerné : 5. Suites réelles

O Ce que montre cet exo
L’étude classique d’'une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

e L’énoncé

Soit (U, ) la suite définie par Up.p =Up.q + Uy
' g Uy =0etuy=1 :
1) Donner I'expression de u,, en fonction de n a l'aide de I'équation caractéristique.

2) En déduire que lim u_ = += .

e Corrige

1-5

et I’2 :T.

1) Equation caractéristique : r? =r+1soit r’-r-1=0, de racines K= Lk

Il existe donc %, et i, tels que u, =" +A,5".
Comme uy; =0, on a ~;+%, =0 donc %, =-%;. Comme u;=1, on a Ay +A,0, =1 donc

A - 1 1
AL —AL, =1 donc A (r,—I,)=1donc A \/5 =1 .doh¢ 2. =—— (6tidonc as ==h==—=).
M = A (1 —12) 1( ) 2 Jg( 2 = =M JE)
n n
. 1(1+/5 1(1-45
Conclusion : U, =2 + 2,0 = —| —— | ——| —— | .
n 11 22 \/5[ 2 ] \/5[ 2 ]
n n
2) Comme 1+2J§>1, lim [#} =+ . Comme —1<1_2‘/§<0, lim [%] =0,

Par conséquent lim u, = += .

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) Théoréme sur les suites récurrentes linéaires d’ordre 2 :

Soit (u,) vérifiant au__, +bu__,+cu_ =0 . L’équation caractéristique est ar’ +br+c=0.

Soit A =b*-4ac.

Si A>0,il'y adeux racines distinctes r, et r, : il existe %, et i, tels que U, = A" +A,0,".

Si A=0, ily aune racine double ry : il existe i, et %, tels que u, = (%, + 2,n)ry".

Si A<0, il y a deux racines complexesr, =pe® et 1, =pe™ : il existe %, et i, tels que
u, =p"(%,c08(Nn6) + 2, sin(nG)).

2)Sig>1alors lim q"=+=.Si -1<q<1alors lim q" =0.

3) La suite étudiée ici porte le nom de suite de Fibonacci (1175-1250). C’est le 1% exemple de

modélisation mathématique d’'un probléme biologique (modélisation de la population de lapins
en absence de prédateurs).
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Analyse et probabilités 1" année

La suite de Babylone

Chapitre concerné : 5. Suites réelles

O Ce que montre cet exo
Que la suite de Babylone (définie ci-dessous) est convergente vers Ja .

e L’énoncé

a
U,==|U, +—
Soit a un entier strictement positif et (u, ) la suite définie par L 2[ S '¥ ] .
1) Montrer par récurrence que U, >0 pour tout N=0.

2
2) Montrer que u,,_, —a =%un(un —JE) . En déduire que u, = Ja pour tout n=1.

3) Montrerque u__, -u, = 1 (JEZ _unz). En déduire que la suite (u,) .. est décroissante.

n 2u n1

4) Montrer enfin que la suite (u, s est convergente vers Ja.

n

e Corrige

1) Facile (Initialisation : u, >0 (car u, =a), Hérédité immédiate).

1 1a 1 a 1 2\ 1
U..-va=—=U +———ya==|u +—-2ya |==u_{u?-2Jau_++a ):—u —-va
2) n+1 2 n+2un 2[ n'*'un ] 2 n( n n+ ; 2 n( n )

Comme pour n=0, u, >0 (question 1)), ona u,_, —yJa=0.Donc u, > Ja pour n=1.

1 1a 1, 1 (=2
3) un—1_un:§un+§E_un:E(_un +a)=m(x/5 -u, )

2

2
Si nz21, u, >+/a (question 2)) donc Un2 >ya" donc: U,q4-U,<0.
Ainsi (u,) ., est décroissante.

4) Comme (u, o est décroissante et minorée, on en déduit qu’elle converge vers L=0. On a

L=lim u, =lim u_, donc L :%(L+%J donc L? :%L2+%a donc %Lz :%a donc L =+/a (car

L=0). Conclusion : (u,) est convergente vers +/a .

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) Le principe du raisonnement par récurrence.

2) L'identité remarquable (a-b)=a’ - 2ab + b?, utilisée & 3 reprises.

3)L'égalité va“ =a (a>0).
4) Une suite décroissante et minorée converge.
5) Une suite (u,) convergente vers L vérifie L =lim u, =lim u,.
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Analyse et probabilités 1 année

Les suites adjacentes

Chapitre concerné : 5. Suites réelles

O Ce que montre cet exo
Les nombreuses propriétés des suites adjacentes.

e L’énoncé

(u,) et (v,) sont adjacentes lorsque : (U,) est croissante, (V,) décroissante, lim(u, -v,)=0.
On considére (u,) et (v, ) deux suites adjacentes. Montrer les propriétés suivantes :

1) u, < v, pour tout n.

2) (u,) est majorée et (v,) est minorée.

3) (u,) et (v,) sont convergentes de méme limite.

e Corrigé

1) Etudions la suite (A, ) définie par A, =v, —u, .

Ano1_An:Vn+1_un-1_(Vn_un):\/nd_vn_(un+1_un) donc: A,;-4A,<0 (car (Vn) étant

décroissante,ona v, ,-v, <0 ; (U,) étant croissante,ona u, ,-u, =0).

Ainsi (A, ) est décroissante.

Onalim A, =0 (car lim(u,-v, )=0).

Comme (A, ) est décroissante et de limite nulle,ona A, =20, donc v, -u, =0 donc: u, <v,.
2) Pour tout n, u, <u, < v, <V, (par croissance de (u,) et décroissance de (V,)).

Par conséquent, (U,) est majorée par v, et (v,) est minorée par u, .

3) (u, ) étant croissante et majorée, elle converge vers une limite qu’'on va appeler L, .

(v,) étant décroissante et minorée, elle converge vers une limite qu’'on va appeler L, .

Comme lim(u, -v,)=0,0ona: L;-L,=0 donc: L,=L,.

Conclusion : (U,) et (V,) sont convergentes de méme limite.

O Ce gu’il faut retenir du cours

1) (u,) est croissante équivauta u,.,-u, =20. (v,) estdécroissante équivauta v, ,-v,<0.
2) Une suite croissante et majorée converge. Une suite décroissante et minorée converge.
3)Si (u,) et (v,) sont convergentes, alors : lim (u,-v,)=Iim u, -limv,_ .
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Analyse et probabilités 1" année

Moyenne arithmético-géométrique

Chapitre concerné : 5. Suites réelles
O Ce que montre cet exo
La convergence de deux suites vers une méme limite.

e L’énoncé

A= \/anbn {ao >0

Soient (a,) et (b,) deux suites définies par _a,+b, et b, >0°
n+1 2
1) Montrer par récurrence que a, >0 et b, >0 pour tout n=0.

2
2) Démontrer que b2 -a,? :(a'HTb'HJ . En déduire que a, < b, pourtout n=1.

3) Montrer que (a,) est croissante.
4) Montrer que (b,,) est décroissante. En déduire que la suite (b,) est convergente.

5) Montrer enfin que (a,) est convergente de méme limite que (b,,).

e Corrigé

1) Facile (Initialisation : a; >0 et by, >0 (indiquées dans I'’énoncé), Hérédité immédiate).

2) Comme a, >0 et b, >0, inégalitéa, <b, est équivalente a I'négalité a,> <b 2.

2 2 2 2 | 2
or b%_a?2 :(an—1 ;bn—1 ) (Jarbos) = A1 +2an2bn-1 +b g _a b= [ aq - b1 )

Donc b,?-a.2=0,donc b,?>a,? donc: b, =a,.

3) a,.,—-a, = /ap, —(\/z;)z :\[a—n(\/bin—\/a) donc a,.,-a,=0 (car b, - /a, 20).

Ainsi (a,) est croissante.

n:a"gbn—bn:M donc b, ,-b,<0 (car a,<b, ). Donc (b,) est
décroissante. Comme (b,) est minorée par 0 (question 1)), on en déduit que (b,) est
convergente.

5) (b,) étant décroissante, on a b, <b, donc a,<b, <b,. Ainsi (a,) est majorée. Etant

4 b_.-b

n+1

a,+b,
2

croissante, (a,) converge. Soient L,=Iim a, et L,=Ilimb, . Comme b, = , en

passant a la limite, on a : = onc = .AInsi (A e ont meme limite.
ta la limit L, "1’;"2(1 L, =L,.Ainsi (a,) et (b,) ont méme limit

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) Le principe du raisonnement par récurrence.

2) L’identité remarquable (a-b)=a’ - 2ab +b? et'égalité \/52 =gl
3) Une suite croissante et majorée converge. Une suite décroissante et minorée converge.
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Analyse et probabilités 1 année

Constante d’Euler

Chapitre concerné : 5. Suites réelles
O Ce que montre cet exo
La convergence d’'une suite définie par une série et un logarithme.

e L’énoncé

On veut montrer que la suite (U,) définie par u, = Z%—In(n) est convergente.

1) Montrer que u,_, -u, = 1 1_|n(1+lj_
n+ n

2) Soit f définie sur ]O;m[ par f(x)= %_m(nl). Montrer que f est croissante sur ]O;+m[.
X+ X

En déduire que (u,) est décroissante.
k+1

3) Démontrer que IdT <— puis que In(n Z . Que peut-on en déduire pour (u,)?
k

k=1

XI—L

e Corrigé

1) u.,-u, —Z——In (n+1) [Z——In(n}:——ln(nﬂ)ﬂn() n11—ln(n;1j:n11—ln(1+%)

- B I M . PN B SN < o S ST Y N

(x+1)2 1+1 (x+1)2 X(X+1) x(x+1° x(x+17  x(x+1)
X

f est donc croissante. Comme lim f(x)=0, on en déduit que f(x)<0 pour tout x, donc

X—+x

L—In[1+1]<0 . Ainsi L—In[1+1]< 0 donc u,,-u, <0 donc (Uu,) est décroissante.
X+1 X n+1 n

k+1 k+1 k+1 n-1 k+1
3) Pour te]kk+1,ona 1 1donc J'd— jl Id— Ainsi E I E 1
Ttk t k t k
k k

n n-1
1

n-1 n-
dt n 1 1 1
donc ITS 4  donc [In(t)], < ki . donc In(n) < ,;_1  etdonc In(n E

/
Ainsi u, =0, donc (U, ) est minorée par 0. Comme (U, ) est décroissante, (U,) converge.

'O Ce qu’il faut retenir du cours

'

1) ( j — 5 (In(u ))' =% 2) La limite de (u,) s'appelle constante d’Euler et est notée vy
\")

3) Une suite décroissante et minorée converge.
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Analyse et probabilités 1" année

Convergence au sens de Cesaro

Chapitre concerné : 5. Suites réelles

O Ce que montre cet exo
o i . . Ug+--+U
L'implication : lim u, =L = lim ———0 = .

n—+x nN—+x n

e L’énoncé

Soit (U,) une suite convergente vers L. On souhaite montrer que (U, )converge au sens de

Cesaro, c'est-a-dire que la suite (C,,) définie par C, = u1+—n+un converge vers L.
u,-L u -L
1) Démontrer que pour tout entier n, |C L| I 1 I I “n I )

2) Soit £>0. Comme (un) converge vers L, il existe un entier n, tel que nzn; = |Un _|_| < %

;=L _L|+

n,+1
n | | n

a) Montrer qu'il existe un entier n, tel que nzn, :>|u1 _L{+__,
n

+u"_L :
n
Lo oL
n |

Sachant que |C, -L|<

I\)Im

b) En déduire qu'il existe un entier N, telque =N, =|C -L|<e.
3) Que peut-on en conclure ?

e Corrigé
Hioma |Cn_L|:M_L‘ Lhaml L I L+-r-]-+un_L|.
D’aprés l'inégalité triangulaire, on a donc |Cn —L| g|U1 LI | nn—LI )
2) a) n, fixg, fim Sk, | L 0. Donc il existe n, tel que n=n, 3|U1—|—|+___+Iunc _LLE_
n—>+x| n n -

b) Posons N, . =max(ng,n,). Pour n=N,,,,ona:
s -L —L| 3
|C,1—L|s|u1 L|+---+|u”° |+|u"°‘1 guse g [0 s%+(n—no)2is§+§ donc |C, -L|<e.
n n n n n
S
- il <
2 “2n 2

3) Ainsi pour tout £>0, il existe un entier N, tel que n=N,_ . :>|Cn —L| <&, ce qui prouve

que(C,) tend vers L et donc que la suite (U, ) converge au sens de Cesaro.

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) L'inégalité triangulaire |x+y|<|x|+|y|

2) limu, =L < Ve>0,3n, telquenzn; =|u, -L|<e.

n—+x
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Analyse et probabilités 1 année

Convergence par majoration

Chapitre concerné : 5. Suites réelles

O Ce que montre cet exo
1

. dt
L'égalité : IImJ. —=1.

N>+ J 1+t
0

e L’énoncé

1 1

1) Montrer ueI il -1= gal
. 128 | J1a
0 0
1 1
o dt 1 dt
2) En déduire que ==} < puis que : I|m =1,
1+t +1 1+1"
0 0
© Corrigé
1 1 1 1 1
¥ ¥ 1+1° —t"
10 dt:[ _1j I 15 J' dt
yOna: ,[1 - J. e 140 1+t 1+t
0 O 0 0

1

1 1
l rai| | f o ot t'dt [ tct t'dt
D == = —1J‘ =1XI :I J. >20).
one I1+t" I1+t” J1st -1 1" P 1+t"( fa 1P )
0 0 0 0

0

1 1
t'dt (.. " .
2)Ona T < | t"dt (car e <t" pourt compris entre 0 et 1).
+

0 0

1 1 1
gt [t ptdt A dt 1
Donc < soit <—— . Ainsi — s —
1+t [ n+1 1+ wil 14X n+1
0 0 0

1 1

-1=0 etdonc que |ImJ.

dt
1+t"

Comme [|im L:O , on en déduit que I =14,

n-+x N+1

1+t"

0

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) |x| = x si x=0.
2) On ne peut pas intervertir limite et intégrale comme c¢a (il y a beaucoup de conditions a

$
vérifier, vues en Spé), donc on ne peut pas écrire lim j gl J. im J. J.dt =1. 1l
ez ) 44+ t" n—»~°°1+tn 1+0

faut donc passer par des majorations, comme on le fait dans cet exercice de maniére détaillée.
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Analyse et probabilités 1" année

Divergence de la suite (cos(n))

Chapitre concerné : 5. Suites réelles

O Ce que montre cet exo
Que la suite (u,) définie par u, =cos(n) est divergente.

e L’énoncé

Soit (u,) la suite définie par u, =cos(n). On veut démontrer par I'absurde que la suite (u,)

est divergente. On suppose que la suite (U, ) est convergente vers L.

n

1) Montrer que U,_, +U, = 2u,_,c0s(1) et que U,, =2u,? -1.

n+1
2) En déduire que 2L =2Lcos(1) et L= 212 -1 et donc qu’on aboutit & une contradiction.
3) Conclure.

e Corrigé

1) U+, ~005(n+2) c08(n) - 2008 "2 oos| 2"

> > ):2003(n+1)cos(1) donc :

Uy.p +U, =2U,.,COS(1).

n+1
Par ailleurs : u,, = cos(2n)=2cos?(n)-1=2u,? -1.

2) Comme (U, ) est convergente vers L,ona: L=Iim u, =lim u,, =lim u,,.

Les égalités U, +U, =2u,_,cos(1) et u,, =2u.? -1 donnent: 2L = 2L cos(1) et L=21%-1.
2L =2l cos(1) nous donne 2L (1-cos(1))=0 donc L =0 (car cos(1)=1) donc

L =212 -1 est alors impossible si L=0 (car —1=0). CONTRADICTION !

3) Ainsi la suite (U, ) est divergente.

O Ce gu’il faut retenir du cours

1) cos(p)+cos(q)= 2003( p;chos[p_qj .

2
2) Une suite (U, ) convergente vers L vérifie : L =lim u, =lim u,__, =lim u,, .
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Analyse et probabilités 1 année

Continuité de la fonction
racine carrée (par les epsilon)

Chapitre concerné : 6. Limites et continuité

O Ce que montre cet exo
Que la fonction x —» x& est continue en 4.

e L’énoncé

Montrer, en utilisant des € que la fonction f définie sur R par f(x)=+/x est continue en 4,

c'est-a-dire que : ve>0, 31 >0 tel que [x—4| <1 entraine |f(x)—f(4)|<s.

e Corrige

On veut montrer que Ve>0, 3n >0 tel que [x—4| <n entraine |f(x)—f(4)|<s.

Phase de recherche : f(x)-f(4)= Ix -4 =x-2-= (&(_\/Zi)(jjfz) = \7;142 donc :
|x

etdonc: |f(x)—f(4)|s%4| (car Vx =0).

|f(x)—f(4)|:\|7;_+4£

Ainsi, en prenant n=2e, on aura |f(x)-f(4) <& dés que [x -4/ <n.

Rédaction: Pour tout £€>0, il existe 1>0 (& savoir n=2¢) tel que |X—4|<n entraine
[f(x)-f(4)| <.

Conclusion : Ainsi f est continue en 4.

O Ce gu’il faut retenir du cours

1) f est continue en a équivaut a : ve>0, 3n >0 tel que |X—a| <mn entraine |f(x)—f(a)| <e.

2) Le raisonnement en deux temps (sorte de raisonnement par analyse-synthése) : la phase de
recherche, ou on étudie |f(x)—f(a)| tout en cherchant quelle valeur de 1 pourrait convenir afin
que |x—a| <7 entraine |f(x)-f(a) <e.

La partie rédactionnelle ot en fixant €>0, on donne 1 permettant de justifier la propriété

« |x-a| <M entraine |f(X)—f(a)| <g.»
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Analyse et probabilités 1" année

Non-continuité d’une fonction par les suites

Chapitre concerné : 6. Limites et continuité

O Ce que montre cet exo
Qu’on peut montrer en utilisant une suite qu’une fonction n’est pas continue en un point.

e L’énoncé

, ) o cos(l)siX¢O )
Soit f la fonction définie par f(X)= X . Montrer que f n’est pas continue en 0 (on

0six=0

pourra utiliser la suite (U, ) définie par u,, :% (pour n=1)).
I

e Corrige

Nous allons montrer par un raisonnement par I'absurde que f n’est pas continue en 0.

Supposons f continue en 0 et considérons la suite (U,) définie par u, :% (pour n=1).
T

On a lim u, =0. Comme f est continue en 0, on a donc lim f(u,)=f(0) donc lim f(u,)=0

(car f(0)=0).
Or pour tout n=1, f(u,)=cos(2nt)=1 (car cos(2n)=cos(4n)=cos(bn)=---=1) donc

lim f(u,)=1. CONTRADICTION !

N—+x©

) ) . cos(—] six=0 )
Conclusion : la fonction f définie par f(X)= X n’'est pas continue en 0.
0six=0

O Ce gu’il faut retenir du cours

1) Le raisonnement par I'absurde : pour montrer que la proposition P est vraie, on suppose
gu’elle est fausse et qu’on aboutit a une contradiction.

2) La caractérisation séquentielle de la continuité : «f est continue en a équivaut a:
lim f(u,)="f(a) pour toute suite (u,) telle que limu,=a.»

—+0 N——+=x

n

3) cos(2nm) =1 pour tout entier n.
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Analyse et probabilités 1 année

Existence d’un point fixe

Chapitre concerné : 6. Limites et continuité

O Ce que montre cet exo
Qu'une fonction définie sur [0;1] et & valeurs dans [0;1] et continue admet au moins un point

fixe (c’est-a-dire une valeur c pour laquelle f(c)=c).

e L’énoncé

Soit f une fonction définie et continue sur [0;1] et & valeurs dans [0;1].

1) En utilisant la fonction annexe g définie sur [0;1] par g(X)=f(X)-x et le théoréeme des
valeurs intermédiaires, montrer que f admet au moins un point fixe c, c’est-a-dire une valeur ¢
comprise dans l'intervalle [0;1] pour laquelle f(c)=c.

2) En donner une interprétation graphique.

e Corrigé

1) En posant g(x)=f(X)-X, on constate que g est une fonction continue sur [0;1] (comme
9(0)=f(0)-0=f(0)

différence de deux fonctions continues sur [0;1] ) et que
9(1)=f(1)-1

0<f(0)<1 g(0)=0
Or f étant a valeurs dans [0;1], on a et donc ,
0<f(1)<1 g(1<o0
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, comme g est continue sur [0;1] et que
g(0)=0
g(1) <0 , il existe ¢ compris dans lintervalle [0;1] tel que g(c)=0, cest-a-dire telle que
<

f(c)-c =0 c'est-a-dire telle que f(c)=c (ce qu'on voulait).

2) Le point fixe correspond au point d'intersection de la courbe y =f(X) et de la droite y=X.

f(c) =a

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) La différence de deux fonctions continues sur [a;b] est une fonction continue sur [a;b].

2) Le théoréme des valeurs intermédiaires : Si g est continue sur [a;b] avec g(a)xg(b)<0,

alors il existe ¢ dans l'intervalle [a;b] tel que g(c)=0.
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Analyse et probabilités 1" année

Equation fonctionnelle et fonction nulle

Chapitre concerné : 6. Limites et continuité

O Ce que montre cet exo
Que la fonction continue vérifiant f(2x)=f(x) et f(0)=0 est la fonction nulle.

e L’énoncé

Soit f une fonction définie et continue sur R vérifiant f(2x)=f(x) pour tout xeR et f(0)=0.
Montrer que la fonction f est la fonction nulle.

e Corrige
. . X X X
La relation f(2x)=f(x) nous suggére que f(Xx) :f(ij :f(Z) :f[g) =--
Montrons par récurrence pour n=0, la propriété P(n): « f(x) :f[%j »

Initialisation : P(0) est vraie, car f(x):f(z—);) (puisque 2° =1).

Hérédité : Supposons P(n) vraie (c’est-a-dire que f(X) :f(%)) et montrons que P(n+1) l'est

encore (c'est-a-dire que f(X)= f{zr),(n J)-

X X X X
Ona f(x)=f| — | . Orla relation f(2x)=f(x) donne f| — |=f .Donc: f(x)=f ,
%=1(%) (20)=1(x) donne [ 1= 2X; . Done 1(x)=1{ X
Conclusion : comme P(0) est vraie et que P(n) est héréditaire, P(n) est vraie pour n=0.

Ainsi f(x):f(%j pour tout N=0 et tout x.

Comme lim in =0 et que f est continue en 0 (car continue sur R ), on obtient :

n—+x 2

lim f(%):fm):o (car f(0)=0). Donc f(x)

N——+x

lim f(x) = lim f(z_xnjzo.

N——+x0 N—+x©

Conséquence : f est la fonction nulle car f(x) =0 pour tout x.

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) Raisonnement par récurrence en trois étapes (initialisation, hérédité, conclusion).

2) Caractérisation séquentielle de la continuité : Si f est continue en a et si lim u, =a alors

lim f(u,)="f(a). o

N—+x
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Analyse et probabilités 1 année

Equation fonctionnelle et fonction identité

Chapitre concerné : 6. Limites et continuité

O Ce que montre cet exo
Que la fonction continue vérifiant f(x+y)=f(x)+f(y) et f(1)=1 est la fonction identité.

e L’énoncé

Soit f une fonction définie et continue sur R vérifiant f(x+y)=f(Xx)+f(y) pour tout X,y e R et
f(1)=1. Le but de I'exercice est de montrer que la fonction f est la fonction identité.

1) Montrer que f(X)=X pour tout XZ .

2) Montrer que f(X)=X pour tout xeQ .

3) En déduire que f(x)=x pour tout xR (on utilisera le fait que (@ est dense dans R, c'est-

a-dire que quelque soit a€R, il existe une suite (U,) d’éléments de Q telle que a= limu, ).

e Corrigé

1) Ona f(0)=0 (en prenant x=0 et y =0). Par récurrence, on montre que f(n)=n pour n=0
(immédiat). Si n<0 alors I'égalit¢ f(-n+n)=f(-n)+f(n) donne f(-n)=-f(n)=-n . Ainsi
f(X)=X pour tout XeZ .

2) Soit x = % € () (avec a et b entiers) alors a=f(a) et

bf(x):bf(ij:f(3j+---+f(3):f B i :f(bxgj:f(a):a donc f(x)=2=x.
b)” \b b)” | b b b b
b fois b fois

Ainsi f(X)=X pour tout Xe@ .
3) Soit xeR avec x = lim u, ou (u,) est une suite d'éléments de Q.

N—-e

Comme lim u, =x et que f est continue, ona lim f(u,)="f(x).

N—-+0 N—+x

Comme f(X)=X pour tout xeQ (question précédente), on a f(u,)=u, pour tout n.
Donc f(Xx)= lim f(u,)= limu, =X.
N—+x

N—+x

Ainsi f(X) =X pour tout xR. Conclusion : f est la fonction identité (définie parf(x) = x).

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) Le raisonnement caractéristique en trois étapes : Z , puis Q puis sur R (par densité).
2) Caractérisation séquentielle de la continuité : Si f est continue en a et si lim u, =a alors

lim f(u,)="f(a). o

N—+x
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Analyse et probabilités 1" année

Une fonction continueen O
mais non dérivable en 0

Chapitre concerné : 7. Dérivabilité

O Ce que montre cet exo
Que certaines fonctions bien que continues ne sont pas forcément dérivables.

e L’énoncé

Xsix=>0
Soit f la fonction définie sur R par f(x Y= | |—{

-xsix<0’
1) Déterminer la limite & gauche de f en 0 puis la limite & droite de f en 0. Calculer f(0). Que

peut-on en conclure ?
2) Déterminer le nombre dérivé a gauche de f en 0 puis le nombre dérivé a droite de fen 0. Que
peut-on en conclure ?

e Corrigé
1) lim f(x) = lim |x| = lim (-x) =-0=0. limf(x) = lim[x| = limx = 0.
X—0 Xx—0 X—0 x—0 x—0 x—0
x<0 x<0 x<0 x>0 x>0 x>0

Comme les deux limites sont toutes les deux égales a f(O):|0|:0, on en déduit que f est
continue en 0.

f(x)—-f(0) —Xx-0

Im||_II lim ===~ im =X = lim-1=—1.

2) lim
x—0 Xx-0 x-0 X-0 x-»0 X—0 x50 X x-0
x<0 x<0 x<0 x<0 x<0
f(x)-f(0 X/ —|0 Xx-0
lim -1 )=I|m|| ||=I|m I|m =lim1=1.
x-»0 X-=0 x»0 X—=0 x-0X—-0 x50X x-0
x>0 x>0 x>0 x>0 x>0

Comme les deux limites sont différentes, on en déduit que f n’est pas dérivable en 0.

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) f continue en a équivaut a limf(x)="f(a).
X—a

ari P— o f(x)-f(a) . f(x)-f(a)
2) f dérivable en a équivaut & lim—————=1im (£10)
x>a  X-a xsa  X-a
X<a X>a
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Analyse et probabilités 1 année

Une fonction dérivable et C1

Chapitre concerné : 7. Dérivabilité
O Ce que montre cet exo

Comment montrer qu’une fonction est de classe & o

e L’énoncé

) ) ) . six>0
Soit f la fonction définie sur [0;1 par f(x)=1In(x) :
O0six=0

1) Montrer que f est C° (c'est-a-dire continue) sur [0;1] .

2) Montrer que f est dérivable sur ]0;1[ en précisant f'(X) pour x>0.
3) En étudiant le taux d’accroissement de f en 0, démontrer que f est également dérivable en 0
en précisant la valeur de f'(0).

4) Montrer que fest C' (c’est-a-dire que f’ est continue) sur [0;1[.

e Corrige

1) f est continue sur |0;1 comme quotient de fonctions continues sur |0;1] (et ne s’annulant

pas sur [0;1). Ona: jim f(x)= lim —— = 0. Donc f est continue en 0 (car limf(x) =f(0)).
x—0 x—0 |n(x) x—0

Ainsi f est continue sur [0;1] .

2) f est dérivable sur |0;1 comme quotient de fonctions dérivables sur 0;1[ .

1~In(x)—x~1_|n(x)_1

Pour x>0, f'(x)= X .
ST T
B
3 1O ) 1 gone im0 _q. Ansi fest darivable en 0 avec r(0)=0
x-0 X In(x) =0 x-0

4) f' est continue sur ]0;1 comme quotient de fonctions continues sur |0;1] .

Montrons que f' est contnue en 0, Cclest-a-dire que Iin"(l) f'(x)=f"(0)
X—

jim (x) = fim X) 1
x—-0 X—0 (In(x))

~ lim| - ~|=0-0=0=f"(0). Ainsi f' est continue sur [0;1,
x=0{ In(x) (In(x))

ce qui prouve que f est de classe C' sur [0;1] .

O Ce gu’il faut retenir du cours

’

u u'v-uv
1) (V) = 5 2) lim In(x)=-=» 3)festde classe C' si f' existe et est continue.
Vv x—0
x>0
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Analyse et probabilités 1" année

Une fonction dérivable sans étre C*

Chapitre concerné : 7. Dérivabilité
O Ce que montre cet exo
Que certaines fonctions bien que dérivables ne sont pas forcément a dérivée continue (c’est-a-

dire de classe C).

e L’énoncé

2 (1) wiv
Soit f la fonction définie sur R par f(x)= a sm(x S,

0six=0
1) Démontrer que f est dérivable sur R* en précisant f'(x) pour x=0.

2) En étudiant le taux d’accroissement de f en 0, démontrer que f est également dérivable en 0
en précisant la valeur de f/(0).

3) Montrer par I'absurde que la fonction f’ n’est pas continue en 0 et que par conséquent la

fonction f n’est pas de classe C' sur R (on pourra utiliser la suite (u,) définie par u, ZZL ).
nr

e Corrigé

1) f est dérivable sur R* comme produit et composée de fonctions dérivables sur R” .

Pour x=0, f'(x)= 2xsin[%}+ o x(—%jcos(lJ = 2xsin(lJ—cos(1j.

X X X X
i
£(x)-1(0) Xzs'”(ij‘o

= . 9 f(x)-f(0) ,
2) == puia - :xsm(;) Donc = <|¥| (car|sm(y) <1 pour tout y).
Donc Iirrgw =0. Ainsi f est dérivable en 0 avec f'(0)=0.
X—> -
3) lim u, =lim 1 _0.sif était continue en 0 alors nous aurions lim f'(u,)=f"(0). Or ceci
nm

n'est pas le cas, car f'(u,)=2u, sin[i] —cos[ij = ZLsin(Znn)— cos(2nm)=0-1=-1.
u, u, 2nn

Donc lim f'(u,) =-1 alors que f'(0)=0.

Conclusion : f’ n’est pas continue en 0, par conséquent f n'est pas de classe C' sur R

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) (UxV) =uv+uv'. 2) (sin(u))' =u'cos(u). 3) |sin(y)| <1 pour tout y.
4) La caractérisation séquentielle de la continuité : « f est continue en a équivaut a :
lim f(u,)=f(a) pour toute suite (u,) telle que lim u, =a.»
nN—+x n—+x

5) f est de classe C' si f' existe et est continue.
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Analyse et probabilités 1 année

Des limites évidentes sans en avoir l’air

Chapitre concerné : 7. Dérivabilité

O Ce que montre cet exo
Que certaines limites d’apparence compliquée sont en fait parfaitement calculables.

e L’énoncé

X i o
Déterminer: 1) lim & 2) tim SN gy Xt gy S8
x—=0 X x—=0 X x—0 X x—0 X
e Corrigé
X X 0
1) tim &= im &= _¢(0) ou f(x)=e*.
x->0 X x»0 x-0
' X ’ 0 " eX_1
Commef'(x)=e", f'(0)=e" =1 et lim =1.
X— X

2) i ) _ i SOAE) ~SI00) _ o6y iy 158 = sli{c) .

x=0 X x—0 x-0
Commef'(x) =cos(x), f'(0)=cos(0)=1 et |in?)&(x):1.
X— X
3) fim XX i YXET=NOHT_ 6 oir £(x) =+ x .
x—0 X x—=0 x-0
1 1 L oAx+1-1 1
C . = . . = — d —  —
omme f'(x) e '(0) > onc )I(m) = 5
8) tim 2371 _ i, 005(x)=005(0) _4.) g £(x) = cos(x).
x—0 X Xx—0 x—0
Commef'(x) =-sin(x), ¥(0)=-sin(0)=0 et lim =) =1
X— X

O Ce gu’il faut retenir du cours

1) f'(a)= Iimw.

x=»a X-a
2) (e")' =e*.
3) sin’(Xx) =cos(X) et cos’(X)=-sin(X).
’ U'
4) (JG) T
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Analyse et probabilités 1" année

Equation fonctionnelle
et fonction logarithme

Chapitre concerné : 7. Dérivabilité

O Ce que montre cet exo
Que la fonction f dérivable vérifiant f(xy)="f(x)+f(y) et f(e)=1 estla fonction logarithme.

e L’énoncé

Soit f une fonction définie et dérivable sur |0;+=q vérifiant f(xy)="f(x)+f(y) pour x>0 et

y >0 ainsi que f(€)=1 . Le but de I'exercice est de montrer que f est la fonction In.

m m pour tout x>0.
a X

1) Soit a>0. Prouver que f'(a) = . En déduire que f'(x)=

2) Montrer que f(1)=0 puis que f(x)="f(1)xIn(x).
3) Montrer que f'(1) =1. En déduire enfin que f(X)=In(X) pour tout x>0 .

e Corrigé

1) Prenons y égal a une constante a>0 . Alors la relation f(xy)=f(x)+f(y) devient

f(xa)="f(x)+f(a), ce qui en dérivant par rapport & la variable x devient : af’(xa)=f'(X).

En prenant x=1, on obtient af'(a)=f'(1) donc f'(a):m. Ainsi f’(x):f(—1) pour tout x>0.
a i

2) Comme f'(x) = % on en déduit par intégration que f(x)=f'(1)xIn(x)+C (car x>0).

La relation f(xy)=f(x)+f(y) donne enprenant x =y =1, f(1)=f(1)+f(1) donc f(1)=

Comme f(x)=f"(1)xIn(x)+C, on en déduit (avecx=1) : f(1)=f"(1)xIn(1)+C donc 0=C.

Ainsi f(x)="f"(1 )><In(x)+0 donc f(x)="f"(1)xIn(x).

3) Comme f(x)=f'(1)xIn(x),ona f(e)=f'(1)xIn(e) donc 1=1'(1)x1 donc: f'(1)=1.

Ainsi f(x)=f"(1)xIn(x ):In( i

O Ce gu’il faut retenir du cours

1) (Vou)' =V'(u)xu’.
2) J.%dx =In|x|+C.

3)In(1)=0 et In(e)=1.
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Analyse et probabilités 1 année

Equation fonctionnelle
et fonction exponentielle

Chapitre concerné : 7. Dérivabilité
O Ce que montre cet exo

Que la fonction dérivable f vérifiant f(x+y)=f(x)xf(y)et f(1)=e est la fonction exponentielle.

e L’énoncé

Soit f une fonction définie et dérivable sur R vérifiant f(x+Yy)="f(Xx)xf(y) pour tout x et y ainsi
que f(1)=e. Le but de I'exercice est de montrer que f est la fonction exponentielle e* .
1) Prouver que f'(x)="f(x)f’(0).

'(0)x

2) Prouver que f(x)>0 pour tout x . En déduire que f(x)=ke pour tout Xx.

3) Montrer que f(0)=1 et que f'(0)=1 En déduire enfin que f(x)=e* pour tout x.

e Corrige

1) En dérivant f(x+y)="f(x)xf(y) par rapport a la variable y, on obtient :
f'(x+y)="f(x)xf'(y) pourtouty. En prenant y =0, on obtient : f'(x)="f(x)f(0).

2
2) Larelation f(x+Yy)="f(x)xf(y) donne f(X)=[f[%ﬂ donc f(x)=0 pour tout x.

Montrons par un raisonnement par I'absurde que I'égalité f(x)=0 estimpossible.
Supposons quiil existe a tel que f(a)=0 . Alors f(1)=f(a)xf(1-a) soit f(1)=0 .
CONTRADICTION ! (car f(1)=e). Conclusion f(x)>0 pour tout x.

L'égalité f'(x)=f(x)f’(0) devient donc: %X)):f’(o) . En intégrant des deux coétés, on
X

obtient (car f(x)>0) In(f(x))=f'(0)x+C donc f(x)=e"?*C = """« donc f(x)=Ke""*.
3) f'(x)=f(x)f'(0) donne pour x=0, f(0)=f(0)f’(0) donc f(0)(1-f(0))=0.

Or f'(0)=0 est impossible car alors f'(x)=f(x)f'(0)=0 donc f serait constante égale a
f(1)=e etl'égalité f(x+y)=f(x)xf(y) ne serait pas vérifiée car on aurait e=e xe.

Donc 1-f(0)=0 donc f(0)=1. L'égalité f(x)=Ke"®* devient alors en prenant x=0,
f(0)=Ke"®° donc 1=K. Conclusion : f(x)=e"®*. En prenant x=1, on a f(1)=e"® donc

e:ef’(Or

donc f'(0)=1. Conclusion : f(x)=e".

O Ce gu’il faut retenir du cours

1) J.u_':|n|u|+c. 2) f'(x) =0 (sur un intervalle) équivaut a f constante.
u
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Analyse et probabilités 1" année

Dérivées n-iemes des fonctions cos et sin

Chapitre concerné : 7. Dérivabilité

O Ce que montre cet exo

Que cos'":’(x):cos(x+n%] et sin‘""(x):sin(x+n%] pour tout entier n=1.

e L’énoncé

Démontrer par récurrence que cos'™ (x) = cos[ X + n%j et sin™(x)= sin(x + n%J pour n=1.

e Corrigé

Soit P, la propriété « cos'™ (x) = cos(x + n%} et sin™(x)= sin(x + ng) ».
Initialisation : P; est vraie car oos’(x)=—sin(x)=oos(x+g) et sin’(x):oos(x):sin(x+g].

Hérédite :  Supposons P

' vraie (C'est-a-dire  que cos‘-"-‘(x):cos[x+n%j et

sin™ (x) = sin[x + n%j ), et montrons que P,, est encore vraie (Cest-a-dire que
cos!™" (x) = cos(x +(n+ 1)%] et sin'™"(x) = sin(x +(n+ 1)%) ).
Ona:

(n+1) _ (n) '_ n '__ w LN r E\_ [ i
cos (x)—(cos (x)) —(cos(x+n2]] = S|n]\x+n2]—cos(x+n2+2J—cos]\x+(n+1)2J

sin™"(x) = (sin“”(x))' - [sin(x +n%])l - cos(x 3 ng) - sin(x g ng+g) B sin(x +(n +1)%)

Conclusion : Comme P, est vraie, et que P, est héréditaire, P, est vraie pour n=1.

O Ce qgu’il faut retenir du cours
1) Le principe du raisonnement par récurrence (initialisation, hérédité, conclusion).

’

2) (cos(u)) =-u'sin(u) et (sin(u))' =u'cos(u).

3) —sin(y):cos(y+§) et cos(y):sin(y+%].
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Analyse et probabilités 1 année

Dérivée n-ieme de (x2 —1) n et Leibniz

Chapitre concerné : 7. Dérivabilité

O Ce que montre cet exo

Comment calculer la dérivée n-iéme deh (x) = (x2 — 1)n par la formule de Leibniz (1646-1716).

e L’énoncé

Soit h(x) = (x* - 1)n . En remarquant que x2 —1=(x+1)(x-1), déterminer h'" (x).

e Corrigé

Ona h(x)=(x+1)"(x-1)".

n C N cn+) n n
Appliquons Leibniz (fxg)" :Z(k]f' “'g") en posant f(x)=(x+1) et g(x)=(x-1) .

k=0

Comme f(x)=(x+1)",ona f(x)=n(n-1)-(n-i+1)(x+1)"" =

n! n-i X
(n_i)!(x +1)™" (pour i<n).

n!

Comme g(x)=(x-1)",ona g”(x)=n(n=1)-(n-i+1)(x=1)"" = : '(x—1)"_i (pour i<n).

(n) C ! ! ! ! K n—k
i8NG 1 (X):;[E]%(r]?—l()(x+1 Zkl n- k lkl n- k) (X+1) (X—1)
done h™ (x) =S 0" o
onc h™ (x) .Z:(;(k!)z((n—k)!)z(x 1) (x -1)

O Ce gu’il faut retenir du cours
n

n) N c(nk) (k)
1) La formule de Leibniz : (fxg)" = Z[k]ﬂ g,
k=0

2) (u") =nuu™

134



Analyse et probabilités 1" année

Inégalités célebres et accroissements finis

Chapitre concerné : 7. Dérivabilité

O Ce que montre cet exo
Les inégalités |cos(b)-cos(a)|<|b-a|,[sin(b)-sin(a) <|p-a|, [arctan(b)-arctan(a) < |b -]

et tan(X) = X (pour x e }0;%[ )i

e L’énoncé

1) En utilisant I'inégalité des accroissements finis, démontrer que pour tous réels a < b :
a) |cos(b)-cos(a)[<[o-a
b) [sin(b)-sin(a)[ <[o-a|

c) |arctan(b)-arctan(a)| <o -a|

2) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que tan(x) = x pour X € }0;%[ .

e Corrigée

1) a) Soient a et b tels que a <b . Si f(x) = cos(x) alors f'(x) = -sin(x) etdonc [f'(x)/<1.
L'inégalité des accroissements finis donne : |cos(b) cos(a | <|b-al.
b) Soienta et b tels que a <b . Si f(X)=sin(x) alors f’ ( ) = cos(x) etdonc |f'(x)[<1.

L'inégalité des accroissements finis donne : [sin(b)-sin(a)| <[b -a].

1 1x2 et donc |f’(x)|s1.
+

L'inégalité des accroissements finis donne |arctan(b) - arctan(a)| < |b - a|

c) Soientaetb tels que a <b . Si f(x)=arctan(x) alors f'(x)=

2) Soit x € }0;%[ .Si f(x)=tan(x) alors f'(x)=1+tan?(x).
D'aprées le théoréme des accroissements finis, il existe CE]O;X[ tel que:
f(x)-f(0)=f'(c)(x-0) ce qui donne: tan(x)-tan(0)=(1+tan’(c))(x-0) , ce qui

donne : tan(x) = (1+tan(c))x etdonc: tan(x) = x (car 1+tan®(c)=1).

O Ce qgu’il faut retenir du cours
1) Inégalité des accroissements finis : soit f une fonction continue sur [a;b] et dérivable sur

Ja;b[ - S'il existe M tel que pour tout x & Ja;b[, [f'(x)| <M alors |f(b)-f(a)|<M|b-a|.
2) Le théoréeme des accroissements finis : soit f une fonction continue sur [a;b] et dérivable sur
Ja:b[ alors il existe un nombre ¢ € |a;b[ tel que : f(b)-f(a)=f'(c)(b-a).
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Analyse et probabilités 1 année

Suite convergente et accroissements finis

Chapitre concerné : 7. Dérivabilité

O Ce que montre cet exo
L’utilisation des accroissements finis pour montrer qu’'une suite est convergente.

e L’énoncé

Soit (u,) définie par u,., =f(u,) , uy =0,75 ou f est définie sur [0,5;1] par f(x) :%.
+

1) Démontrer par récurrence sur n la propriété : P, : 0,5 <u, <1.
2) ATaide de l'inégalité des accroissements finis, démontrer que |u,_, - 1| < %Pn -1.

3) En déduire que lim u, =1.

e Corrigé

1) Initialisation: P, est vraie car u,=0,75 . Hérédité : Supposons P, vraie. On a
: 2-(x+1)-2x-1 2
(x+1) (x+1)

> . fest donc croissante sur [0,5;1], donc : f(0,5) < f(x)<f(1)

soit: 0,5<f(x)<1 (car f(0,5):E et f(1)=1). Comme 0,5<u,<1, on en déduit
3

0,5<f(u,)<1soit 0,5<u,,<1.Ainsi P, estvraie.
Conclusion : P, étant vraie et P, est héréditaire, P, est vraie pour tout n=0.

. 2 2 2 s 2 / 2
3) Si x<|0,5;1] alors < < soit —< f'(x)< . Donc [f'(X)| € =—=.
) (1+1)® ~ (x+1¥ ~ (0,5+1)° 2 ="(x) 2,25 IFx) 225
D'aprés linégalité des accroissements finis, ’f(x)—f(1)|s%|x—1| pour tout x<[0,5;1] .
2 . 2
Comme 0,5 <u, <1 pour toutn, on a |f(u,)-f(1) < 2’25|Un —1| sOit |ug,, -1 < 2‘25|un -1-

>

—_— <1, on en déduit que
2,25

n
j lup -1 . Comme 0 < 2
2,25

’

4) Par récurrence, on a |un —1|g(

n
lim (%) =0 etdonc lim |u, —1=0.Ainsi (u,) est convergente avec lim u, =1.

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) Le principe du raisonnement par récurrence.

2)Si u,., =f(u,) avec f continue et (u,) convergente vers L, alors f(L)=L.
3) Inégalite des accroissements finis : si f est continue sur [a;b] et dérivable sur Ja;b[ et sl

existe M tel que pour tout x & Ja;b[ , [f'(x)| <M alors [f(b)-f(a)|<M[pb-a].
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Le théoréeme de Darboux

Chapitre concerné : 7. Dérivabilité
O Ce que montre cet exo

Que f' (sans supposer sa continuité) atteint toute valeur comprise entre f'(a) et f'(b).

e L’énoncé

Soit f une fonction dérivable sur [a;b]. Soit &+ compris entre f'(a) et f'(b), le but de I'exercice

est de montrer qu'il existe un réel k tel que A =f'(K).

f(x)-f(a)

(si x=a)et u(a)="f’(a). Montrer que u est continue.
X—a

2) Soit A compris entre f'(a) et M. En déduire qu'il existe c tel que 7 = He)-Tia) .
—-a c-a

1) Soit u définie par u(x) =

3) Montrer qu'il existe un réel k tel que f'(k)= L . En déduire que f' atteint toutes les

c-a
. . . ” —f
valeurs intermédiaires comprises entre f'(a) et b)—ta)
-a
4) Conclure.
e Corrigé

1) u est continue en a car limu(x)=u(a) (car f est dérivable en a).
X—a

2) u étant continue sur [a;b] , d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe c tel que

f(c)-f(a)
c-a
3) En utilisant le théoréme des accroissements finis a f, il existe k compris entre a et ¢ tel que

fr(k): f(cc):;(a)

A =U(C) soit A =

c'est-a-dire tel que A=f(K) . f" atteint donc les valeurs intermédiaires

comprises entre f'(a) et M_

b-a
: ok - : — f(x)-f(b) ..
4) Par un raisonnement similaire, en utilisant la fonction v définie par v(x):—b (si
x=b) et v(b) f'(b), on montre que f" atteint toutes les valeurs intermédiaires comprises
f(a . . .
entre f'(b) e ) L ) . Ainsi ' atteint toutes les valeurs comprises entre f'(a) et f'(b).
=i

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) Le théoréme des valeurs intermédiaires : Si f est continue sur [a;b] avec alors pour toute

valeur k comprise entre f(a) et f(b), il existe ¢ dans l'intervalle [a;b] tel que f(c)=k.
2) Le théoréme des accroissements finis : soit f une fonction continue sur [ab] et dérivable sur
Jacb] alors il existe un nombre ¢ € Ja;b[ tel que : f(b)-f(a)=f'(c)(b-a).
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Les DL, retrouvez-les tous!
(« famille » série géométrique)

Chapitre concerné : 8. Développements limités
O Ce que montre cet exo
Comment, avec, un minimum de mémoire, retrouver un max de développements limités !

e L’énoncé

=1) retrouver les DL de :

n
Sachant que : qu =—
k=0

*) L L 3)In(1+x) 4 In(1-x) 5 —

1-x 1+ X 1+ X

S 6) arctan(x).

e Corrige

n
1) %:Z x* +0(x") (c'est la méme formule car lim g
X 0
k=0

D s D (R o) D R o).

k=0 k=0

n+1

=0 lorsque -1<q<1).

1 n X e
3) IN(1+X) = de?Z<‘1)km+°(x 1,

4) In(1-x) =I (1+(—X))§Z(—1)k(:( o] Zk+1+o x™) car (- P - 1
k=0
1 1 2\ ) o
5)1+x2_1_(_x2)6k2( x) +°[(X ) )—;( 1) x* +0(x™").
L 2k+1
k=0

O Ce gu’il faut retenir du cours

- k_‘l—CIn+1 > " 1 - K n 1 Kk n
;q - (q=1) etdonc.1)m_2x so(x"). 2 1+X_Z(_1) X< +o(x").

k=0 k=0
A

3) In(1+x) = o x*"). 4) In(1- (£*7).
) i ) + ( ) )n X) Zk+1

L 2k+1
5) L 1€ x 2K 2n 6) t _ 1)k X 2N+

ok (-1)" x* +o(x*"). arctan(x) = (— ) 2k+1+o(x )
k=0 k=0
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Les DL, retrouvez-les tous !
(« famille » exponentielle)

Chapitre concerné : 8. Développements limités
O Ce que montre cet exo
Comment, avec, un minimum de mémoire, retrouver un max de développements limités !

e L’énoncé

N (k) K

Sachant que : f(x)gz“%nu o(x“) (formule de Taylor) retrouver les DL de :
k=0 '

1)e* 2) e’ 3) ch(x) et sh(x) 4) cos(x) et sin(x)

e Corrigé

. LU
1) Si f(x)=¢€* alors f*/(x) = e* et f*/(0)=1 d'ou exgz%+o(x").
k=0

n

-X (_X)k n : (_1)kxk n
2) e*= +o(x")= +0(x") (en remplagant x par —X).

3) Sachant que ch(x)+sh(x)=e* et que ch(x) est paire et sh(x) impaire, ona:

n

n 2k 2K+1

X 2 ; ; X X 2n+1 :

Ch(x)ﬁz (2k)!+o(xn) (partie paire de e* ) et Sh(x)ﬁg (2k+1)!+o(x" ) (partie
k=0 k=0

impaire).

4) Pour cos(x) et sin(x) il faut se souvenir que les DL sont identiques a ceux de ch(x) et

sh(x) l'alternance de signe en plus (on rajoute le (—1)k ), on a donc :

2k+1

COS(X)EZ(—HK (;ik)!+o(x2") et sin(x)EZ(_ﬂ" (2’:(+1)!+0(X2n-1)_

k=0 k=0

O Ce gu’il faut retenir du cours

n f('K'l(o)XK n XK
La formule de Taylor : f(x)= » ————+o(x") etdonc: 1) e*=» —+o(x").
0 k! 0 k!

k=0 k=0

2) e—ng(—L)!X +o(x"). 3) Ch(X)EZ(;k)!+O(X2n)' 4) Sh(X)EZ(Z)L—*ilﬂ+O(X2n+1).

k=0 k=0 k=0

n

9 0020 2V g0l )- O )7 ) e

k=0 k=0
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Les DL, retrouvez les tous !
(« famille » binomiale)

Chapitre concerné : 8. Développements limités
O Ce que montre cet exo
Comment, avec, un minimum de mémoire, retrouver (sans démontrer) un max de
développements limités.

e L’énoncé

n

Sachant que : (a+b)" = Z[:Ja""‘bk déterminer un moyen mnémotechnique permettant de

k=0
déterminer les DL & 'ordre nde : 1) (1+x)” 2) V1+x.
e Corrige
(a+b)" = Z(E]a""‘b" donne :
k=0
% ; X ! ~n(n-1)--(n—k+1
(1+X) :Zn1n_kxkzznxkzz n! szz -0k e
0 k k K!(n-k)! k!
k=0 k=0 k=0 k=0

En « généralisant » (abusivement mais l'idée ici est de retrouver et de retenir le DL pas de le
démontrer rigoureusement...) :

1) (1+x)°’=1+gx+a(a_1)X2+---+a(a_1)m(a_n+1)xn+°(Xn)'
o 1! 2! n!
A, ) e
2) Vlex =(1+x 2_1+2x+ X2t X" +0(x").
1! 21 n!

O Ce gu’il faut retenir du cours
n

1) La formule du binéme de Newton (1642-1727) : (a +b)" = Z[:]a""‘bk .

k=0
. 1 (—1)--(0 =N +1
2) (1+x)‘:1+gx+a(a )x2+---+a(0 L )x"+o(x").
0 1 2! n!
e 2, T (e
3) V1+Xx 1+x)2 1+ 2x+ 508 Jy? oy x"+o(x").
1! 2! n!
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Une limite céleébre, vaincue par les DL

Chapitre concerné : 8. Développements limités

O Ce que montre cet exo
Comment, en utilisant un bon DL tout simple, déterminer une limite compliquée !

e L’énoncé

1) Déterminer un DL(0) a I'ordre 1 de In(1+ X). En déduire un développement asymptotique en

+o de |n(1+l} alordre 1.
n

n
2) En déduire que : lim (1+1j =e.

nN—+x n
e Corrige
L K
1) La formule |n(1+x):2(—1) e 1+o(x““'1) nous donne : In(1+x)3x+o(x).
0
k=0 &
- \
Ainsi lnf1+1':1+o[1].
L nJ)=n n
P o Lo 1)) — i Gos :
2) (1+—j =e - "W=g¢'\" \" =" donc par continuité de la fonction x —>¢e*:
n +
, 1V () _ _Jmto(l) 4o
lim 1+—j =lime ' =ew= =e =e =e.
N—+x n N—>+x

O Ce gu’il faut retenir du cours
L k+1
k X +1
1) In(1+x)§Z(—1) X +o(x™).
k=0
2) Le développement asymptotique en +» s’obtient en remplacgant x (au voisinage de 0) par %

3) Caractérisation séquentielle de la continuité : Si f est continue en a et si lim u, =a alors

lim f(u,)="f(a). o

n—+x
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Position d’une courbe
par rapport a sa tangente

Chapitre concerné : 8. Développements limités
O Ce que montre cet exo
Comment, en utilisant un DL, déterminer la position d’'une courbe par rapport a sa tangente.

e L’énoncé

1) Déterminer un DL(0) & I'ordre 3 de f(x)= ﬁ . En déduire I'équation de la tangente T, puis

la position de C; par rapporta T, (quitte a rectifier 'ordre du DL).
2) Méme consigne avec g(X)=sin(X)-sin(2x).

e Corrigé
n K
1) Ona f(x)= N P T Z(ij +0(x") | donc :
2-x 2 Xo02 2
1—5 k=0
=1>< g x X—+0(X3) :—1-+1+ﬁ+£+0(x3).DoncT :y:1+§.
02 2 4 8 2 4 8 16 5 2 4
1 x) x?2 x3 o B

Or 2B s soit - ol O x2) (al'ordre 2).

f(x L +4]08 6+o( *) f(x) |2 )78 +o( ) ( )

Comme %2 0 pour tout x, C; est (localement) toujours au-dessus de T, .

2) g(x):sin(x)—sin(ZX)EZ(—ﬂk X2 _Z(_1)K(2X

)2K‘-1

+0(x il ) donc :

_ (2K +1)! L (2k +1)!
3 3 3
g(x):sin(x)—sin(2x)§x—%—2x+8%+o(x3):—x+%+o(x3). Donc T, :y = -x

0 7x° 5 7x° 7x3 ‘o
rg(x)—-(-x)=——+0(x ) Comme —— <0 pour x <0 et —— =0 pour x =0, on en déduit
0 6 6 6

C; est (localement) au-dessous de T, pour x <0 et au-dessus pour x = 0.

O Ce gu’il faut retenir du cours

1)ﬁ=2x +0(x )qwdonne _ Z( J

k=0 1_—

n

2) sn(0); 3 (-1 o o(x) vt donne - sin(ax); Y (-4 (2o

k=0 k=0

3) Dans un DL en 0, le polynéme de degré 1(ax +b) donne la tangente T, :y =ax+b . Pour

déterminer la position de C; et T, , on étudie a I'aide du DL le signe de f(X)—(ax+b).
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Une limite de fonction
résolue par les équivalents

Chapitre concerné : 9. Equivalents
O Ce que montre cet exo
Qu’on peut obtenir des équivalents a 'aide de DL et les utiliser pour effectuer un calcul de limite
compliqué.

e L’énoncé

__cos(sin(x))-1
Le but de I'exercice est de déterminer lIM——— .
x-0sin(cos(x)—1)

1) Rappeler un équivalent en 0 de cosu—1. En déduire un équivalent de cos(sin(x)) -1.

2) Rappeler un équivalent en 0 de sinu. En déduire un équivalent de sin(cos(x)— 1)

__cos(sin(x))-1
3) En déduire que lIM——F—=
x-0sin(cos(x)-1)

e Corrige
) in2 2
1) cosu-1~6—u? donc cos(sin(x))—1»6— ) donc cos(sin(x))—1g—x7
X2
(car sin(x)6—7).
2
2) sinu-u donc sin(oos(x)—1)gcos(x)—1 (car )I(ing(cos(x)—1)=0)donc sin(cos(x)—1)g—X?.
X2
cos(sin(x))-1 ~ % cos(sin(x)) -1 __cos(sin(x))-1
= i -1 lim———2 1
sin(cos(x)-1)o x* sin(cos(x)-1) 0 SlolE xl—rl?)sin(cos(x)—1) '
2

O Ce gu’il faut retenir du cours

u2

1) oosu-15—7.

2) sinu~u.
0

3) Si f(x)gL (L constante non nulle) alors Ii_rpof(x) = I
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Une limite de fonction résolue
par des DL puis des équivalents

Chapitre concerné : 9. Equivalents
O Ce que montre cet exo
Qu’on peut obtenir des équivalents a 'aide de DL et les utiliser pour effectuer un calcul de limite
compliqué.

e L’énoncé

i -sh
Le but de I'exercice est de montrer que lim £lngx)—£hix) :1.
x-0x(cos(x)-ch(x)) 3

1) Déterminer un DL d'ordre 3 en 0 de sin(x)-sh(x) . En déduire un équivalent.

2) Déterminer un DL d’ordre 3 en 0 de x(cos(x)-ch(x)). En déduire un équivalent.

B Er dedie doe M-Sl 1
x-0x(cos(x)-ch(x)) 3

e Corrige

3 3 3 3
1) Sin(x)_Sh(X):(X_%+0(X3)]—[X+%+o(x3)J:_X?+o(x3) donc sin(x)—sh(X)H—%.
2) x(cos(x)—ch(x)):x[1—%2+o(x2)—[1+x—22+0(x2)]]:—x3+o(x3) donc

x(cos(x)—ch(x))g— .

3

X
sin(x)-sh(x) 3 1 . sin(x)-sh(x) 1
x(cos(x)-ch(x))o -x* 3 vane ) x(cos(x)-ch(x)) 3"

O Ce gu’il faut retenir du cours

n n

1 os(x)7 > (- g+ (x*")- 2) sin(x)5 > (-1 ;1)!+0(x2“").
3) ch(x)gz(;k)! +o(x*"). 4) sh(X)EZ—(ZXk +.1)! +o(x*).

5) La notion d’équivalent : f ~ g équivaut a Iimé =l

6) On peut diviser deux équivalents.
7) Si f(X)gL (L constante non nulle) alors Ii_r110f(x) =
X
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Une limite de suite
résolue par les équivalents

Chapitre concerné : 9. Equivalents

O Ce que montre cet exo
Comment déterminer une limite par discussion de cas.

e L’énoncé

n+1 n+1
Le but de I'exercice est de déterminer fim 27> __ - = bn (ou a et b sont strictement positifs).
n-+» g 4+
n+1 n+1
1) Démontrer que si a=b alors fim 22 _g

n—+x an + bn
2) Démontrer, en utilisant les équivalents, que :

n+1 n+1
a)Sia>b alors |m 2P _
n>+z ah 1 b"

n+1 n+1
b)Si a<b alors |m &2 _
n>+= g" +p"

e Corrigée

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

; ._a +b

1)Sia=balors @ P _a” +a” _2a" __ otdonc lim =" -a.
an + bn an + an 2a" n»+ g' +b

n+1 n+1 n+1
2)a)Si a>b alors a™ +b™" ~a™ (car lim &> _ |im 1+(—) =1).

n—+x an+1 N—+x a
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
2 a’'+b a .a'+b
De méme a" +b" ~a", on a donc - ~a etdonc Im =———=a
a"+b" a" n>+o g" +p"
n+1 n+1 n+1
. A . a'+b . a R
b) Si a<b alors a™' +b™" ~b™" (car lim =———=1lim|=| +1=1). De méme
nN—+® bn°1 n—+x©
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
a"+b" ~b",onadonc & P P\ etdonc jim 2Z_tP _p.
a" +b" b" n—>+2 g" 4+ p"

O Ce gu’il faut retenir du cours

1) La notion d’équivalent : u, ~ v, équivauta lim - 1

N—+x
Vn

2) On peut diviser deux équivalents.
3) Si u, ~ L (L constante non nulle) alors lim u, =L.

N—-+x
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Une intégrale vaincue par la linéarisation

Chapitre concerné : 10. Intégration simple

O Ce que montre cet exo
Que certaines intégrales trigopnométriques sont en fait parfaitement calculables.

e L’énoncé

Déterminer : | (cos*(x)+sin*(x))dx.

O'—.NI-‘J

e Corrigé
. ol 4 giX \4 _ oidX | 40i3%g-X | Gai2Xgi2X L 4g-BXgiX | g-idX _ X | omi4x 4(912" " e‘izx)+6
2 ) 16 16
2 4 4x2 2 6
= . ) i ' :1cos(4x)+lcos(2x)+§.
16 8 2 8
ain' (x)= (eix _ e 4 _ oMX _ 4013%gK | goi2Xg12% _ 4o Bxgh | o-14x _ ol4x 4 g-idx _4(e'2x + e—'ZX)+ 6
2 16 16
2cos(4x)—4x2cos(2x)+6
= i e 5 :1cos(4x)—1cos(2x)+§.
16 8 2 8
: 2 1sin(4x) 3 T
sin(4x
Donc: | (cos*(x)+sin*(x dx:J.(—cos 4x +—de: — +=X
[ (eos () sn (x))x = [ Joos(ax)+ 3 Jax = | 2202
0 0 0
sin (27 ;
—] ( T)+3_T[ —0 :3—.{.
16 8 8
O Ce gu’il faut retenir du cours
e 4 o e® _ g _ _ _ _
1) cos(e):T , sin(6) = 5 etdonc: e®+e™ =2cos(6), €°-e™ =2isin(0) .

n NN
2) (a+b) :Z(k]a" “b* (bin6me de Newton).
k=0

3) u'sin(u) a pour primitive —cos(u) et u'cos(u) a pour primitive sin(u). Donc en particulier

sin(4x)

~C08(4X) ot X —00s(4x) a pour primitive x S

X —sin(4x) a pour primitive x —
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Des intégrales évidentes sans en avoir ’air

O Ce que montre cet exo

Chapitre concerné : 10. Intégration simple

Que certaines intégrales d’apparence complexe sont en fait parfaitement calculables.

e L’énoncé

e

In(X)

eX
Déterminer : 1) | —=dx 2
) _[ X ) ,[1+e"

1

e

1
4) | ——dx
: jx(lnx+1)2

dx

3) J.X—+2dx

e Corrigé
B i’@dx:j‘i Huﬁd { J’uu{_B{(ln(g))z}e (In(;))z_(ln(;))2 :%_

2) .1'1f;X dx[:j—':[lnu]:j:[m(new] In(1+e)-In(2)

3) ;’)‘(*j j§i1dx+.(i:xl1dx_ [ax+[in(x+ 1], =[], +In(2)-In(1) = 1+In(2).

& (In):+1) dX.(!i(lnx:( 1)2dx[: ui;:[_ﬂ:]:[_lmgﬂr:_Ine1+1_[_ln11+1]:%'

O Ce gu’il faut retenir du cours
2
1) U'U a pour primitive u7

’

2) UU a pour primitive In|ul

3) % a pour primitive 1
u u
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Intégrale et quart de cercle

Chapitre concerné : 10. Intégration simple

O Ce que montre cet exo
Que les calculs d’intégrales trés techniques ont parfois une interprétation graphique évidente.

e L’énoncé

Déterminer : I\H ~x%dx a l'aide du changement de variable X = cos(t).

e Corrige

Le changement de variable X =cos(t), nous donne dx =-sin(t)dt et t=arccos(x).

arccos( 1)

J.\/1—x2dx: I 1—(cos(t)) —sin( dt:J. ~ cos® (—sin(t)dt)

arccos(0)
0 0 0 %
:j sinz(t)(—sin(t)dt):J.sin(t)(—sin(t)dt):I—smz(t)dt:jsinz(t)dt
: : “ °

car sin®(t)=1-cos?(t) et ,/sinz(t) =sin(t)| =sin(t) (car te[O;g} d'ot sin(t)=0).

it —it 2 it -i2t i2t -i2t
= _2ie ]: 2e_3 2= _%_e ze :%—%cos(m).Donc:

Par ailleurs sin®(t) :[

j.sin2 (t)dt= I(% —%cos(Zt)]dt . Bt _% . sinézt)f

0

1
:[1.3_1.&(“)]_[1.0—%-%(0)]:% Conclusion : J‘\/1—x2dx:§ (Cest normal :

y =V1-x? (x[0;1] ) représente le quart de cercle de rayon 1 (car y =V1-x? < x? +y? =1).

4
I\H—deX est donc égale a D Np & )
4 4 4

0
O Ce gu’il faut retenir du cours

o7'(b) _ _

it —it

1)I (X)dx = j f(@(t))p'(t)dt ou o est ¢! 2) cos?(t)+sin?(t)=1  3) sin(t)= _2ie

o7(a)
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Les intégrales de Wallis

Chapitre concerné : 10. Intégration simple

O Ce que montre cet exo
L'utilisation de 2 points clefs du chapitre : changement de variable, intégration par parties (IPP).

e L’énoncé

1) Soit |, = | sin"(t)dt et J, = | cos"(t)dt. Démontrer que |, =J, (on posera t = x—% ).

o'—-.ml;n
O Sy 10 | 1

n—1 u"=sin(t)
2) Calculer |y et I,. Démontrer que |, =——I__, (& l'aide d’'une IPP en posant S
n v =sin""(t)
1.3-5---(2n-1) = SHIL 2-4.6---2n
2.4.6...2n 2 el 3.5-(2n+1)"

3) En déduire que 1, =

e Corrige

3 0 0 2
1) t= X—%,dtz—dX, I :Isin"(t)dt:Isin“[x—%](—dx):J'cos"(x)(—dx):J.cos“(x)dx =J,-
0 0

u \

; : 3
I, :J’sin"(t)dt :J.sin(t)sin""(t)dt {cos(t)sin"’(t)} —J-—cos(t)(n—1)sin"‘2(t)cos(t)dt
0 0o v

0 o0 u v

:0+(n—1)jcosz(t)sin“ t)dt=(n- 1..-1 sin? S|n"‘2(t)dt:(n—1)J.(sin“‘2(t)—sin"(t))dt.

0
Donc |, =(n-1)l_, —(n-=1)I, soit nl, =(n-1)l._,. D'ou le résultat.
2.

1.3-5---(2n-1) 7 4.6---2n : g P—
) f B ).1 et lp,., = ——=———— se démontrent par récurrence gréace a la
2.4.6---2n 2 3-5--(2n+1)
n-1

relation |, = = ——I,_, eten utilisant |, :E pour I, et |, =1 pour I, ;.

O Ce gu’il faut retenir du cours

b ¢”'(b)
1)-..f(x)dx= I f(o(t))p'(t)dt ou pest ' 2) sin[x-%):cos(x) 3) IPP Iu’v:[uv]—Iuv’.
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Analyse et probabilités 1 année

Une somme de Riemann convergente

Chapitre concerné : 10. Intégration simple

O Ce que montre cet exo
n
1

L'égalité lim ——=1In(2).
galité lim =k (2)
k=1
e L’énonceé
n
1
On souhaite démontrer I'égalité |im —=1In(2).
N—+x© n+k
k=1
1) Montrer que Z Zf( ] avec f(x)= 9’
n+k 1+X
2) En déduire que lim ;—In(Z)
q n—+x . n+k - ’

e Corrige

1)Z:nlk Z X an( javecf (x)= ﬁ
>Zn+k Z( J=1 2o

.

Donc  lim = im— f(o k—]:If(x)dx:jﬁdx:[ln(nx)];=|n(2).

nN—>+x n nN—>+®

= 0

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) Somme de Riemann : soit f une fonction continue sur un intervalle [ab] alors :

b
g 2 aZf(a o o a] jf
2) ImZInl1+X|.
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Analyse et probabilités 1" année

Une série alternée convergente

Chapitre concerné : 11. Séries numériques

O Ce que montre cet exo
La convergence d'une série numérique par I'étude de suites extraites de la somme partielle.

e L’énoncé

n
smqudwmemr%:Ez

k=1
1) Montrer que (u,,) est croissante et que (u,,_.,) est décroissante.

(_1)1(:.1

. On considére les suites extraites (U,,) et (Uy,.q)-

2) Montrer que lim(u,, —U,,.1) =0. En déduire que (U,,) est majorée et (U,,.;) minorée.

3) En déduire que les suites extraites (u,,) et (U,,.,) sont convergentes de méme limite. Que

peut-on en déduire concernant la série E (T

k+1
)

k21

e Corrigé

i 1
—+_
2n+2 2n+1
1

Yona ~Hant = 03 " o0 2

Ny, o~y = donc u,,,, — Uy, > 0 donc (u,,) est croissante.

donc u,,.; —U,,.4 <0 donc (U,,.4) est décroissante.

2_—11 donc lim(u,, —U,,.;)=0. La suite (u,, —U,,.,) étant convergente, elle est
n+

bornée. Il existe M >0 tel que |U,, —U,,.,| <M. Or |u,, U, ;| <M= -M<u, -u, , <M ce qui

2) Upp —Uppq =

donne u,, <M +Uy,., <M +u, (car (U,,,) est décroissante) donc (u,,) est majorée.

On a -M<u,, -uUy,.; <M donc M= -u,, +U,,.,=2-M donc: u,,.; 22U, -Mz2uy; -M
(car (Uy,) est croissante) donc (U,,.4) est minorée.

3) (Uy,) est croissante et majorée donc convergente. (U,,.;) est décroissante et minorée donc
convergente. Soit L, =1lim u,, et L, =lim u,,., . Comme lim(u,,-U,,4)=0 , on a
L,-L, =0 soit L, =L,. Conclusion : (U,,) et (U,,.4) ont méme limite.

Comme les suites extraites (U,,) et (U,,.1) de la suite (U,) sont convergentes de méme limite,
K+1
est convergente.

on en déduit que la suite (u,) elle-méme est convergente. Ainsi Z (_1k)

k21

O Ce qgu’il faut retenir du cours
1) Toute suite convergente est bornée.
2) Une suite croissante et majorée converge. Une suite décroissante et minorée converge.

3)Si (Uy,) et (Uy,.4) sont convergentes de méme limite, alors (u,) est convergente.
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Analyse et probabilités 1 année

Divergence de la série
harmonique par Oresme

Chapitre concerné : 11. Séries numériques
O Ce que montre cet exo

La démonstration par I'absurde de la divergence de la série harmonique Z%

k21

e L’énoncé

n
Soit (u,) définie par u, = Z% . On suppose que (U,) est convergente.
k=1

1) Que peut-on en déduire pour la suite extraite (u,. ) ?

2) Montrer que u,, =1 +g pour tout n =0 . En déduire que la série Z% est divergente.

k21

e Corrigé

1) Comme (U, ) est convergente, la suite extraite (uz,) est également convergente.
2) On peut soit démontrer le résultat par récurrence (immediat) soit remarquer que :

1

1. 4.1 .4 4.1 1 1
Uy, =T+—+—+—+—+—+—+—+
3 4 5 6 7 8

+ +.
i 2 2" +1 gt
donc: y, =14—4| Lo o f e X X 0 | o
4 5 6 i/ 8 2" +1 2"
1.1 LA AL sty ol
4 8888 T
donc : un:1+1+ Bl 1,300 o 1 o 1
o 2 |3 4 5 6 7 8 2" 2"
52 s >2n—1
2 8 25

donc u, =1+4+2+ +1 etdonc u, =1+ 2.
‘ 2 2 2 2 5

Comme u,, z1+%, on a lim u, =+ (car lim 1+%=+T, ). CONTRADICTION'! (car (uz,)

N—+x N—+®

convergente). Ainsi (u,) n’est pas convergente et donc la série Z% est divergente.

k21

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) Tout suite extraite d’'une suite convergente est-elle-méme convergente, de méme limite.
2) Théoréme de comparaison : si u, =zv, et lim v, =+x alors lim u, =+x.

nN—+x n—+x
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Analyse et probabilités 1" année

Transformation d’Abel

Chapitre concerné : 11. Séries numériques

O Ce que montre cet exo

L'égalité Za b, _Z an.1)B, +a\By OU B _Zbk (somme partielle de la série Zb )-

k=0

e L’énoncé

N
1) Montrer que Zab =aghy + Z n(Bn—Bnq) OU B, Zbk.
2) En déduire que Za b, = Z a,.,)B, +aBy -
e Corrigé
n-1
1)2 ab, = ab, +Zab or B, _Zb et Bn1_2b d'oti B, -B,_ Zb —Zbkz e
k=0 k=0
N
Ainsi Zanbn —agby + Zanbn i, +Z a, (B, -B,_,).
n=0 n=1 n=1
N N
2)Ona: Za b, =agb, +Za"(8" -By1)
n=1
=ayb, +Za B, Za B,
=ayb, +Za B, ZaMB (décalage d’indice)
n=0
—ayb, +ZaB +a B, -ap, Zan_ﬁ (car by =By )
n=1
N-1 N-1
:(30_31)b0+2(an a,.1)B, +aNbN_z(an a,.1)B, +ayBy (car by =B ).
n=1 n=0

O Ce gu’il faut retenir du cours

n n-1 p
1) bn:Zbk_Zbk:Bn_Bn—1 ou szzbk' 2)2 n n1_z n+1
k=0 k=0 k=0
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Analyse et probabilités 1 année

Une jolie série télescopique

Chapitre concerné : 11. Séries numériques
O Ce que montre cet exo
Le calcul de la série E U, qui s’avere étre une série télescopique (sans en avoir I'air).
nz1

e L’énoncé

Sin[n(n1+1)J .
oos(%)cos(#)

2) En déduire que ZUn =tan(1).

nz1

1) Soit U, =

1 1
Mont =tan tan
ontrer que U, [n) (n+1]

e Corrige
sin( 1 ] sin(1 —ij sin(l]cos(1J—sin(ijcos(1)
)1 = nin+1)) n nt1) " \n n+1 n+1 n
" oofos{ ) ool 34 ()l
cos| — |cos| —— | cos| — |cos| —— cos| — |cos| ——
n n+1 n n+1 n n+1
1 1 1

( T .

nn+1) n n+1
sin | cos 8 sin o cos 1

0 s M T (0
e e R O 2
2) iun :i(tan(%)—tan(ﬁ)] :tan(1)—tan(%]+tan(%)—tan(%)+---—tan[ﬁ]
Zp:un =tan(1)- tan[p1 1] Donc ZU = lim Zu = lim tan(1 tan(p1 1) tan(1).

n=1

donc: u, =

O Ce gu’il faut retenir du cours

1) sin(a—b) =sin(a)cos(b)-sin(b)cos(a). 2) tan(a) = ol :
cos(a)
P = p
3) Le télescopage : Z(Vn Vo) =Vy —Vpa 4) La formule Zun :pl_i,nl u, .
n=1 n=1 n=1
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Analyse et probabilités 1" année

Quand d’Alembert nous sauve

Chapitre concerné : 11. Séries numériques

O Ce que montre cet exo

n!
La convergence de la série numérique ZF gréce a laregle de d’Alembert (1717-1783).

nz1

e L’énoncé

2 ‘ ! 1
1) Soit Y U, avec u, :”_r;_ Montrer que Ya__ 1T
n

n1 un (1+1)n
n

" , . : 1Y —_ -
2) Aprés avoir prouveé que I|m(1+ﬁ =e, en déduire la convergence de la série E U,

nz1

e Corrige
(n+1)! n
n+1 I n | n n &
1) um1:(n+1') _ (n+12;1xn_: (n4;1)n. oo n:( n ] _ 11 1 i
u, o (e b (net)(ne1) NP (ne1)” ANt 1+ ( 1)
n 1+_
n n n
; 1Y 1Y 1) 1 ; 1
2) lim1+—=| =e car In|{1+=| |=nIn|1+—=|~n—=~1 donc IlimIn||1+—=| |=1 et donc
n n n n n
(1) .
. (\'"'n}) 1 : 1 TR Un+1 1 1 o . 5
ime " “/=e donc lim 1+E =e. Ainsi IIm—u—zg. Comme 5<1, on en déduit, d'apres la

régle de d’Alembert que Zun converge.

nz1

O Ce qgu’il faut retenir du cours
1) Régle de d’Alembert : soit >.U, une série a termes positifs.

U oou ,
Si |ImuL1<1 alors 2U, converge. Si lim L';” >1 alors 2.U, diverge.

n n

2) Ilm(1+ﬁ =€ (qu'on peut aussi redémontrer avec les DL, voir exercice « une limite célébre

vaincue par les DL »).
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Analyse et probabilités 1 année

Quand Riemann nous sauve

Chapitre concerné : 11. Séries numériques

O Ce que montre cet exo
La convergence ou divergence immédiate d’'une série numérique grace aux équivalents.

e L’énoncé

En utilisant le critéere de Riemann, déterminer de maniére immédiate la convergence ou

divergence de la série a termes positifs proposée.
s 2211—1 6 zoos(n)
¥/ e 2 o 31
n=0

DD B W D e O
V L 2 Jn+1 V L2 M L
nz0 nz=0 n=0 nz0 nz0

e Corrige

1) Z ] conver ecarL~i (a>1)
- n? +1 - n?+1 n? '

1 1 1
2 Z— diverge car —=——~— (a.<1).
) n>0\/ﬁ+1 g \/ﬁ+1 \/ﬁ ( )

1 1 1
e —_— 1).
3) ZnB—nz+2 converge car 5—>— ~3 (a>1)
n=0
D
n° +1
nz0
2n-1 2n-1 1
3 N
) A el converge car = e (a>1)

" Zcos(n)
) T converge car
n=0

a7
diverge car ~— (a=1).
g n® +1 ( )

cos(n)

1 1
5 et
n° +1 n"+1 n

n® +1

O Ce gu’il faut retenir du cours

. u
Equivalents : U, ~V, ssi Ilmv—” =],

n

1
Critere de Riemann (1826-1866) : Zn_a CVssi a>1.
n=0
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Analyse et probabilités 1" année

Les anagrammes

Chapitre concerné : 12. Dénombrement
O Ce que montre cet exo
Qu’on peut dénombrer les anagrammes en utilisant & bon escient les factorielles et en repérant
les lettres qui se répétent.

e L’énoncé

Combien d’anagrammes posséde le mot :

1) Marie 2) Adam 3) Testament 4) Association 5) Bob
e Corrigé
1) ll'y a 5 lettres en tout, toutes différentes, ce qui donne 5!=120 anagrammes.

2) lly a 4 lettres en tout dont le a qui se répéte deux fois, ce qui donne % =12 anagrammes.
3) Il y a 9 lettres en tout dont le « t » qui se répéte 3 fois et le « e » qui ée répéte 2 fois ce qui
donne % = 30240 anagrammes.

4) Il y a 11 lettres en tout dont le « a » qui se répéte 2 fois, le « s » qui se répéte 2 fois, le « i »

|
qui se répéte 2 fois et le «o» qui se répéte 2 fois ce qui donne %:2494800

anagrammes.

5) Il y a 3 lettres en tout dont le b qui se répéte deux fois, ce qui donne % =3 anagrammes (on

peut préciser qu’il s’agit de « bob, bbo, obb »).

O Ce gu’il faut retenir du cours
(Nombre de lettres)!

Nombre d'anagrammes = - — .
[1(Nombre de fois que se répéte chaque lettre)!
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Analyse et probabilités 1 année

Les frites « a Toufik »

Chapitre concerné : 12. Dénombrement

O Ce que montre cet exo
Qu’on peut dénombrer les maniéres de régler la dette « a Toufik ».

e L’énoncé

Toufik veut s’acheter une frite taille max a 2,20 €. Il a dans sa poche : une piéce de 2 €,
2 pieces de 1 €, 6 piéces de 0,20 €, et 2 piéces de 0,10 €.

De combien de maniéres différentes peut-il régler sa dette en faisant I'appoint ? (On considére
que les piéces sont discernables, c’est-a-dire d’années différentes.)

e Corrige

1 6
1" possibilité de payer: 1 piéce de 2 € + 1 piéce de 0,20 €. Nombre de possibilités : [1] X [ 1 ] :
i . aEs o - P ¢
2" possibilité : 1 piece de 2 € + 2 piéces de 0,10 €. Nombre de possibilités : 1 X ;
3° possibilité : 2 pieces de 1 € + 1 piéce de 0,20 €. Nombre de possibilités : ( ] (1)
2
4° possibilité : 2 pieces de 1 € + 2 piéces de 0,10 €. Nombre de possibilités : [ ] (2]

5° possibilité : 1 piece de 1 € + 6 piéces de 0,20 €. Nombre de possibilités : (1] 3 [6] :

1 6 2

6° possibilité : 1 piece de 1 € + 5 de 0,20 € + 2 de 0,10€. Nbre de possibilités: [ )x [5] x[z)
Nombre total de possibilités :

1 6 1 2 2 6 2 2 1 6 1 6 2

X + X + X + X + X + X X

1 1 1 2 2 1 2 2 1 6 1 5 2
=I1xB6+1x1+1x6+1x1+1x1+1x6x1=6+1+6+1+1+6=21.
Toufik a 21 maniéres de régler ses frites en faisant I'appoint.

O Ce gu’il faut retenir du cours
n
llya (p] fagons de choisir p objets parmi n.

2) Le principe multiplicatif.
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Analyse et probabilités 1" année

Table ronde de huit personnes

Chapitre concerné : 12. Dénombrement

O Ce que montre cet exo
Qu’on peut dénombrer les maniéres de placer huit personnes a table.

e L’énoncé

On veut faire une table ronde de huit personnes (quatre femmes et quatre hommes).

Combien y a-t-il de maniéres différentes de les placer :

1) sans contrainte particuliére ?

2) en alternant les femmes et les hommes ?

Remarque : on considére comme identiques deux dispositions se déduisant I'une de I'autre par
rotation.

e Corrigé

1) Plagons la 1™ personne (il y a huit possibilités). Pour la 2° personne, il n'y en a plus que sept,

etc. jusqua la 8% personne qui na plus quune seule possibilité: cela fait

8x7x6x5x4x3x2x1 possibilités (principe multiplicatif).

Si on considére comme identiques deux dispositions se déduisant I'une de 'autre par rotation,

8x7Tx6x5x4x3x2x1
8

2) Occupons-nous d'abord des femmes. La 1 femme a huit possibilités. La 2° femme, en

revanche, n'a plus que 3 possibilités (car elle ne doit pas choisir une place a coté de la 1

femme). La 3° femme n’a plus que 2 possibilités et la 4° femme une seule possibilité.

Une fois les femmes placées, le 1 homme a quatre possibilités, le 2° homme trois possibilités,

le 3° homme deux possibilités et le 4° homme, 1 seule.

Cela fait donc 8x3x2x1x4x3x2x1 possibilités (principe multiplicatif).

Si on considére comme identiques deux dispositions se déduisant I'une de 'autre par rotation,

8x3x2x1x4x3x2x1
8

cela nous fait un total de 7!=5040 possibilités.

cela nous fait un total de =144 possibilités.

O Ce gu’il faut retenir du cours
Le principe multiplicatif.
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Analyse et probabilités 1 année

La commode « a Kévina »

Chapitre concerné : 13. Probabilités

O Ce que montre cet exo
Comment calculer une probabilité conditionnelle dans un cadre pas si évident que ¢a.

e L’énoncé

La commode « a Kévina » comporte 3 tiroirs. Il y a une chance sur deux que son smartphone
soit dans la commode.

1) On ne sait pas du tout ou est le smartphone. Quelle est la probabilité qu’il se trouve dans le
3° tiroir de la commode ?

2) Kévina ne trouve pas son smartphone aprés avoir ouvert les deux premiers tiroirs. Quelle est
la probabilité que son smartphone se trouve dans le 3° tiroir ?

e Corrigé

1) Soit T, I'événement : « le smartphone se trouve dans le 3° tiroir » et C I'événement « le
smartphone se trouve dans la commode ». On cherche p(T;).

= 11 1
Onap(T;)=p(T3nC)+p(T;~C).Or p(T, mC):pC(Ta)xp(C):EXE:E

et p(T3 mE) =0 (car T, et C sont incompatibles). Donc p(T3):%. La probabilité est de %

2) On cherche Pr1 (T3)

il 1
prog(h)-—Bel e & &
e P(TinT,) P(TinT,nC)+p(TynT,AC) p(T3)+p(C)
1 i 2
- 161: 163:%:% car: ,nT,NnC=T, etcar ,nT,nC=C (car CcT, et CcT,).
672 66 6

O Ce qgu’il faut retenir du cours
Les formules :

1) p(A)=p(AnB)+p(AnB).

2) p(AnB)=p(B)xpg(A) =p(A)xpa(B).

3) Si A et B sont incompatibles alors p(AnB)=0.
p(AnB)

4 A)=———=.

5)Si AcB alors AnB=A.
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Analyse et probabilités 1" année

Le sorcier du chateau

Chapitre concerné : 13. Probabilités

O Ce que montre cet exo
Les risques qu’'on prend en allant voir un sorcier du bas Moyen Age...

e L’énoncé

Dans la cellule du sorcier d’'un chateau, un « aventurier » doit a I'aveugle plonger la main dans
I'une des trois boites face a lui (il ne peut en choisir qu'une) et prélever une et une seule fiole.
Dans la boite de gauche, il y a 5 fioles roses et 2 fioles blanches.

Dans la boite du centre, il y a 2 fioles roses et 5 fioles blanches.

Dans la boite de droite, il y a 3 fioles roses et 4 fioles blanches.

Sachant que les fioles roses vont le changer en roi couvert d’or et que les fioles blanches vont
le changer en chévre, déterminer la probabilité que '« aventurier » soit changé en roi couvert
d’or.

e Corrigé

C’est une application élémentaire de la formule des probabilités totales.
En utilisant les abréviations G (gauche), C (centre), D (droite), R (rose) et B (blanche), la

probabilité cherchée vaut : p(R)=p(G)xpgs(R)+p(C)xp.(R)+p(D)xpy(R)
1512 1 3 10

soit : p(R):§X7+§X7+§x7_§_

Ainsi la probabilité que I'« aventurier » soit changé en roi couvert d’or est de g :

O Ce gu’il faut retenir du cours
Formule des probabilités totales: P(A)=p(B;)pg (A)+pP(B;)pg, (A)+pP(B;)pg, (A) ou

{B;.B,.B,} forme un systéme complet d'événements.
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Analyse et probabilités 1 année

Les buteurs au foot

Chapitre concerné : 13. Probabilités

O Ce que montre cet exo

Qu’on peut calculer une probabilité de maniére « quasi rétro-active » en appliquant la formule
de Bayes (en gros un événement vient de se produire, quelle est la probabilité que ce soit la
responsabilité de I'un ou de l'autre).

e L’énoncé

Dans une équipe de foot, il y a huit droitiers et trois gauchers. Les droitiers marquent avec 65 %
de succés. Les gauchers marquent avec 75 % de succes.

Un but vient d’étre marqué par I'équipe. Calculer la probabilité que le buteur soit droitier (écrire
le résultat sous forme de fraction irréductible puis en pourcentage arrondi au dixiéme).

e Corrigé

Soit B I'événement : « le joueur a mis un but » et D 'événement « le joueur est droitier ».
On cherche la probabilité pg (D).

p(D)xps (B) -

D’aprés la formule de Bayes, p5 (D) = —— A
P(D)xpo (B)+p(D)xp5(B)

p(D)= 18_1 (car il y a huit droitiers dans I'équipe de 11 joueurs) ;
Pp(B)=0,65 (car les droitiers marquent avec 65 % de succes) ;

p(B) = 13—1 (car D est I'événement « le joueur est gaucher » et qu'il y a trois gauchers dans

I'équipe) ;
P5(B)=0,75 (car les gauchers marquent avec 75 % de succes).
8 8 65 520
—x 0,65 — X — —
Donc : pg (D) =4 11 3 =3 g; 120 -5 :1714050:520:104 =69,8 % .
L 05 xl7E Sx g 2 9 T8 £45 149
11 11 11 100 11 100 1100

O Ce gu’il faut retenir du cours

La formule de Bayes (1702-1761) : p, (A) = P(A)xPa(B)

p(A)pa(B)+P(A)<P5(B)
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Analyse et probabilités 1" année

La formule de Poincaré

Chapitre concerné : 13. Probabilités

O Ce que montre cet exo
La généralisation a 3 événements de la formule p(A UB)=p(A)+p(B)-p(AnB).

e L’énoncé

Démontrer la formule de Poincaré (1854-1912) :
p(AuBuC):p(A)+p(B)+p(C)—[p(AmB)+p(BmC)+p(CmA)]+p(AmBmC).

e Corrigé

Nous allons utiliser la formule p(AwB)=p(A)+p(B)-p(AnB).
p(AuBUC)=p((AuB)uUC)

=p(AuUB)+p(C)-p((AuB)nC)

—p(AUB)+p(C)-p((ANC)U(BAC))
=p(A)+p(B)-p(AnB)+p(C)-p((AnC)u(BnC))
=p(A)+p(B)-p(AnB)+p(C)-[p(AnC)+p(BAC)-p((AnC)n (BN C))]
=p(A)+p(B)-p(AnB)+p(C)-p(AnC)-p(BNC)+p((AnC)n(BNC))
~P(A)+P(B)-pP(AnB)+p(C)-p(AnC)-p(BNC)+p(AnBAC)
=p(A)+p(B)+p(C)-[P(AnB)+p(AnC)+p(BnC)|+p(AnBNC).

O Ce gu’il faut retenir du cours
Les formules :

1) P(AUB) =p(A)+p(B)-p(AB).

2) AuBuC=(AuB)uC.

3) (AuB)NnC=(AnC)u(BNC).

4) (AnC)Nn(BNC)=AnBNC car CnC=C.
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Analyse et probabilités 1 année

Les elfes et les gobelins

Chapitre concerné : 14. Variables aléatoires sur un univers fini
O Ce que montre cet exo
La détermination d’une loi de probabilité a I'aide de p-listes et de combinaisons.

e L’énoncé

Dans les terres du milieu, il y a 3 elfes-archers et 6 gobelins. Chaque archer va choisir au
hasard de tirer une fleche sur I'un des 6 gobelins. Les archers sont suffisamment entrainés pour
ne pas rater leur cible.

Soit X la variable aléatoire associée au nombre de gobelins touchés. Déterminer la loi de X.

e Corrigé

Nombre de cas possibles : 6° =216 .

En effet, si 'on numérote les gobelins par 1, 2 ... 6, chaque tir des 3 elfes est une 3-liste de la

forme (ab,c) ou ab,c{123,4,56}.

L'événement {X =1} (un seul gobelin touché) contient les 3-listes de la forme (a,aa) ou
6

ac{12---,6}.llyena6. Donc p(X:1):%_

L’événement {X =2} (deux gobelins touchés) contient les 3-listes de la forme (a,a,b), (a,b,a)
(b,aa), (abb), (bab), (bba), ot abe{12---,6} avec a=b.

6
6 [2]X6 90
lyena 6.Donc p(X=2)= =—.
¥ (2] ) P(X=2)="T0e— =715
pouﬁwﬁ:lhoix
deaeth

L’événement {X =3} (trois gobelins touchés) contient les 3-listes de la forme (a,b,c), (a,c,b)

(b,ac), (bca), (cab), (c,ba), ol abce{12 -6} aveca, b etc distincts.

6
6 [3]X6 120
llyena x6.Donc p(X=3)="~A—=—r-.
3 216 216
pouﬁwﬁ:lhoix
deabetc

Récapitulons :
. 6 90 120
loide X: p(X=1)=—, p(X=2)=——, p(X=3)=—-.

Pl ) 216 Pl ) 216 P( ) 216

O Ce qgu’il faut retenir du cours
1) ly a n° p-listes parmi {12--,n}.

n
2)llya [k] maniéres de choisir k éléments parmi n.
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Analyse et probabilités 1" année

La piece et Bienaymé-Tchebychev

Chapitre concerné : 14. Variables aléatoires sur un univers fini
O Ce que montre cet exo
Comment utiliser I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

e L’énoncé

On veut déterminer le nombre de fois qu’il suffit de lancer une piéce pour que la probabilité que
la fréquence des piles observés soit comprise entre 40% et 60% soit supérieure a 95 %.
1) Soit n le nombre de lancers cherché. Soit X, la variable aléatoire associée au nombre de

fois ou la piéce est tombée sur « pile ». Déterminer E(X,) et V(X,).

2) Soit Y, la variable aléatoire définie par Y, :ﬁ. Y, étant associée a la fréquence de piles
n

observés, déterminer E(Y,), V(Y,) et o(Y,).
3) En appliquant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, en déduire le résultat.

e Corrige
1) X, suit la loi binomiale de paramétres n et p:%.On adonc E(Xn):np:% et V(Xn):%.
n n
X E(G) 3 1 (x] V(X)) 3 1 1
2EIY =B 2= =£=— V(Y,)=V|=2|= ===—ceto(Y,)=—¢.
) E(Y) (n] n n 2 () n n> n’ 4n () 2Jn

3) Que la fréquence des piles observés soit comprise entre 40 % et 60 % revient & dire que Y,

soit compris entre 0,40 et 0,60 ou encore que |Yn -E(Y, )| <0,10 (car E(Y,)= % =0,50).

2
o , _ ((Y,))
Or d’'aprés Bienaymé-Tchebychev : p( Y, -E(Y,) 20,10)s 0,102 donc
1 2
(o(%)) k)
p(|\(n_E(\(n)|so,1o)z1—T(”)2 Cest & dire p(|Yn—E(Yn)|sO,10)z1—W Cest & dire

1 .
p(|Yn ~E(¥. )|50,10)21—m. Une condition suffisante que p(|Y, —E(Y,)|<0,10)=0,95 est

1 . 1
! .05 cestaad
0.04n BT

Ainsi il suffit d’effectuer 500 lancers.

1 <0,05 < 0,04n > 20 <= n > 500.

O Ce qgu’il faut retenir du cours
1) Si X suit la loi binomiale de paramétres p et n alors E(X)=np et V(X)=np(1-p).
2) Linéarité de I'espérance.
3) Inégalité de Bienaymé-Tchebychev: Soit X une variable aléatoire d’espérance E(X) et
23 (o(X)°
écart type o(X) alors pour tout . >0, on a p(|X—E(X)|2a)§ Z
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Analyse et probabilités 1 année

Le robot sur I’étagere

Chapitre concerné : 14. Variables aléatoires sur un univers fini

O Ce que montre cet exo
Comment déterminer la probabilité qu’un robot tombe d’'une étagére.

e L’énoncé

Un robot est posé au centre d’'une étagére (abscisse 0) de 2 m de large. A chaque étape, il se
déplace de 1 dm vers la droite avec une probabilité p ou de 1 dm vers la gauche avec une
probabilité 1-p . Soit X |la variable aléatoire associée a son abscisse au bout de n étapes.

1) On veut déterminer la loi de X. Soit X, la variable aléatoire qui vaut 1 avec la probabilité p et

~1 avec la probabilité 1-p (onadonc X = X, + X, +---+ X, ). Soit Y, = 1+2Xi -

a) Quelle loi suit Y; ? Quelle loi suit Y =Y, +Y, +---+Y, ? Endéduire p(Y =k) pour 0<k<n.
b) Déterminer les valeurs possibles de X puis déterminer p(X =2k —n) pour 0<k<n.
2) On suppose que p=0,5.

a) Quelle est la probabilité que le robot tombe de I'étagére au bout de 10 étapes ?
b) Selon vous, si p > 0,5, augmente-t-on ou diminue-t-on cette probabilité ?

e Corrigé

1) a) Y, prend la valeur 1 avec la proba p et la valeur 0 avec la proba 1-p donc Y, suit une loi
de Bernoulli de paramétre p. Y suit donc une loi binomiale de paramétres n et p.

Ainsi p(Y:k):[:]pkU—p)

b) Les valeurs possibles de X sont pour -n,---n.

n-k

n+ X n-k

Comme Y =

,ona p(X=2k—n):p(2Y—n:2k—n):p(Y:k):[E]pk(1_p)

2) a) Cela revient a déterminer p(X=10)+p(X=-10) pour n=10 (ce qui correspond a k =10
et k =0 ) car le robot ne peut pas tomber de I'étagére en moins de 10 étapes.

10 10
La probabilité vaut (10]0, 51%0,5° +( 0 Jo, 5%,5' =2x0,5'° = 0,002 (soit 0,2%).

b) Si p>0,5, on augmente cette probabilité. Il suffit pour cela de réfléchir au cas extréme ou
p =1 ou le robot sera par terre avec certitude au bout des 10 étapes.

O Ce qgu’il faut retenir du cours
1) Si X suit une loi de Bernoulli de paramétre p alors p(X=0)=1-p et p(X=1)=p.
K

”]p“m—p)”‘ -

2) Si X suit une loi binomiale de paramétres n et p alors p(X=k) = (k
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Analyse et probabilités 1" année

Proba d’avoir le méme nombre de piles

Chapitre concerné : 14. Variables aléatoires sur un univers fini
O Ce que montre cet exo
Le calcul de la probabilité que 2 personnes aient le méme nombre de piles au bout de n lancers
de piéces.

e L’énoncé

Xavier et Yann ont tous les deux une piéce de monnaie équilibrée. lls la lancent chacun n fois
et comptent le nombre de piles obtenus. Soient X et Y les variables aléatoires associées au

nombre de piles obtenus par Xavier et par Yann. On veut déterminer p(X: X)-
1) Déterminer les lois suivies par X et Y.

n n _ 2n

2) Montrer que p(xzy)zzp(x:k)p(yzk) puis que : p(X:Y):Z[:)[nkkj[%j
k=0 k=0

n' \_(n+n'

- ] , en déduire que
p-k) P

p
3) En utilisant la formule de Vandermonde Z(n][

k
p(X==Y)=(%Tn(ﬂq.

k=0

\
e Corrigé

1) En considérant comme succés le fait d'obtenir pile a chaque étape, X et Y suivent une loi

binomiale de paramétres net p = %

2) p(X=Y)= Zn:p(X:k etY=k)= Zn:p(x:k)p(y =k) (car X et Y sont indépendantes).
orocet(0 312" e - (2T (s e S

2
o ) e T
2n 2n _N
vovscon S0, - S0 GTE)

O Ce gu’il faut retenir du cours
1) Si X suit une loi binomiale de parametres n et p alors p(X=k) = (:]pkﬁ—p)H :
2) Lois indépendantes : p(X=k etY =k')=p(X=Kk)p(Y =K').

3) Formule de Vandermonde z | kJ( " k] = I/” - ”'] . Pour la preuve, voir partie algébre.
p- b

\
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