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Avant-propos

Les années passées jadis au milieu de mes éléves de college m’ont conduit & penser
que dans les petites classes, il faut essayer de donner aux enfants :

le goiit et ’émerveillement des nombres, des figures et des jolis calculs.

J’ai enseigné les mathématiques dans toutes les classes du collége et du lycée, mais surtout
(dans des conditions trés privilégiées, au lycée Henri IV, a Paris) en classes de premiére S
et terminale S. Je sais que la principale difficulté pour enseigner les mathématiques est
de les rendre humaines, attractives et intéressantes, ce qui ne veut pas dire ludiques ou
amusantes car les mathématiques sont une chose sérieuse.

Bien souvent, les mathématiques sont enseignées de fagon rébarbative et ennuyeuse.
Pourtant, et j’ai pu le constater tout au long de ma carriére, la curiosité et I'intelligence
des enfants et des jeunes ne demandent qu’a croitre et a se fortifier. Il leur faut donc une
nourriture intellectuelle vivifiante.

C’est ce qui m’a décidé a prendre la plume, avec 'intention d’écrire un livre de
mathématiques de niveau collége qui contribuit a la formation des enfants, du point
de vue intellectuel, humain, spirituel, et qui exaltit aussi le sens de la beauté et du
courage, conscient que ces grands mots vont contre I’air du temps.

L’origine des mathématiques se perd dans la nuit des temps. On connait le papyrus
de Rhindt, découvert sur un site archéologique de Thébes, en Egypte, qui date du Xvie
siecle avant Jésus-Christ. I contient des problémes résolus d’arithmétique et d’arpentage.

On doit aux Grecs de I’Antiquité, a partir du ve siécle avant Jésus-Christ, les plus
anciennes démonstrations écrites et rigoureuses qui nous soient parvenues. Elles portent
sur la géométrie et 'arithmétique. Les grands mathématiciens de la Gréce antique sont
Thales, Euclide, Pythagore, Archimeéde, Diophante, etc.

Il semble que les mathématiques soient entrées en sommeil aprés le déclin et la chute
de Rome (476), et qu’elles ne se soient réveillées que sous Charlemagne (800). Mais au
cours de cette période de latence, des mathématiques venant de I'Inde et de la Chine ont
été transmises et enrichies par des mathématiciens chrétiens ou perses du bassin
méditerranéen qui écrivaient en latin, ou en arabe du fait des conquétes musulmanes com-
mencées au VII® siécle et poursuivies bien au-deld. On connait ainsi un écrit de quelques
pages, datant du I1X® siécle, et qui a pour titre “al jabr” (algébre). Le savant moine
bénédictin Gerbert, de I'abbaye d’Aurillac, élu pape en 999 sous le nom de Sylvestre II,
a introduit ’algébre en Europe.

Le développement ultérieur des sciences est en grande partie di aux progrés accomplis
en mathématiques dans le formalisme et les notations, a partir du Xve siécle (Chuquet,
Viete) et a l'intrépidité de quelques expérimentateurs et géomeétres (Cardan, Bombielli,
Toriccelli, Galilée, Descartes, Pascal, Fermat, etc.). C’est le nouvel essor des mathéma-
tiques qui s’est produit dans I’Europe chrétienne qui a permis le développement specta-
culaire de la physique a partir du XviI® siecle.

Depuis cette époque, on ne peut plus rien faire de sérieux en sciences sans une
formation de base solide en mathématiques. « La nature est un livre écrit en langage
mathématique » disait Galilée au XVI® siécle.
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Les mathématiques sont le lieu privilégié des certitudes rationnelles, des notions abs-
traites et des démonstrations rigoureuses. Elles ont contribué au développement intel-
lectuel de ’homme au cours des siécles, elles sont une de ses conquétes, laborieusement
acquise, elles constituent une composante majeure de la culture universelle.

Nombre de prélats et de princes chrétiens, depuis le Moyen Age, n’ont pas hésité a
se frotter aux sciences de leur époque, a les maintenir, a les protéger et a s’entourer de
savants. On a déja cité le pape de 'an mil, Gerbert d’Aurillac (Sylvestre II). Plus avant,
on peut évoquer saint Augustin (mort en 430) qui relate quelques faits de ses années
d’apprentissage dans ses Confessions (Liv. 4, chap. 16) :

« J’ai compris sans beaucoup de peine, et sans étre aidé d’aucun homme tout ce que
j’ai pu lire touchant I'art de I’Eloquence, la Dialectique, la Géométrie, la Musique et
I’ Arithmétique. »

En France, depuis le milieu des années 1980, les programmes de mathématiques du
collége et du lycée ont été progressivement bouleversés et saccagés. Ayant déja évoqué
ce sujet dans I’épilogue du livre référencé en note', je ne dirai rien ici des partis pris
idéologiques qui ont conduit a ces bouleversements et a ce saccage. Mais je dirai quelques
mots des conséquences : il ne subsiste plus dans 'enseignement qui est dispensé aux
éléves aujourd’hui, qu’une caricature grimagante des mathématiques. Les mathématiques
n’ont plus d’attrait pour les éléves, et la plupart d’entre eux en sont justement dégottés.
Certains parviennent cependant a échapper au massacre, grace a leurs parents qui ont
les moyens de leur fournir une bonne instruction.

Je ne dis pas que les programmes de mathématiques des années 1950 & 1980 n’avaient
pas de défauts, mais je dis que les programmes actuels ne sont plus des mathématiques.
Et quand on feuillette la plupart des manuels frangais de mathématiques destinés a
I’enseignement d’aujourd’hui, on est consterné, saisi de colére. Et on se dit :

Quel gachis! Quelle décadence! Pauvres éléves!

Prenant la plume, disais-je, je me suis attaché, dans mes livres destinés au collége,
a exposer et expliquer de mon mieux les bases de ce que doit étre un enseignement de
qualité. La matiére abordée est accessible a un éléve de niveau moyen, aidé d’un professeur
qui choisira ce qui I'intéresse pour faire son cours. Mes livres ne sont qu’un outil entre les
mains du professeur et de ses éléves. Le role du professeur est déterminant, ¢’est lui qui
détient le savoir, c’est la référence, le modeéle que 'enfant doit d’abord tacher d’imiter
lors de son initiation. Un bon professeur sait transmettre son enthousiasme. Il fait preuve
de bienveillance, de patience et d’ingéniosité pour faire comprendre les mathématiques et
les rendre familiéres. Tout un savoir non écrit passe par le professeur. Mais je ne voudrais
pas laisser croire que je détiens une formule miracle pour enseigner les mathématiques,
ou que les mathématiques sont une discipline facile, que I'on peut maitriser sans efforts.

Pour bien faire comprendre les notions nouvelles, les livres comportent des explica-
tions concrétes et, aux niveaux 6°, 5°, 4°, ils sont parsemés de petites questions posées
a l’éleve, et qui sont résolues un peu plus loin.

Une série d’exercices clét chaque chapitre, la plupart originaux. IIs sont corrigés en-
tierement pour montrer aux éléves les méthodes de raisonnement. Presque tous de niveau
facile ou moyen, ils ont pour ambition premiére de faciliter I’assimilation du cours et d’en-
trainer 1’éléve a la pratique aisée des techniques de base, un peu comme les gammes et
les exercices d’assouplissement des doigts pour le piano. Mais I'auteur n’a pas pu s’empé-
cher de glisser quand méme quelques exercices plus relevés, intéressants et instructifs,

1. J.-L. Frot : Mathématiques - Cours de haut niveau pour les éléves de Premiere et Termi-
nale S qui envisagent une prépa - 2¢ édition révisée, Ellipses (2018).
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destinés a faire aimer les mathématiques, et & donner aux enfants suffisamment de
satisfaction pour justifier les efforts qu’ils auront consentis pour les comprendre et les
résoudre. (Pour les éléves qui veulent aller plus loin, il y a des exercices de niveau plus
ambitieux dans le livre référencé en note?).

Il ne faut pas se précipiter sur les corrections d’exercices. Il faut se donner la peine de
chercher pour avoir la satisfaction de trouver par soi-méme. Si on parvient sans aide
a résoudre ne serait-ce qu’une petite partie des questions, c’est déja bien. Et puis, rien
n’empéche de laisser de c6té un exercice qui parait hors d’atteinte & un moment donné,
et d’y revenir un autre jour, lorsqu’on aura acquis plus de connaissances et d’aisance.

Un exercice doit toujours étre d’abord cherché au brouillon. Quand on a résolu la
premiére question au brouillon, on peut rédiger la solution de cette premiére question au
propre. On passe ensuite a la deuxiéme question, et on continue de la méme fagon. Si on
bute sur une question, on peut souvent 'admettre, et passer a la suivante sans dommage.

Un cours de mathématiques introduit et explique des notions nouvelles. Si on veut
en tirer profit, ces notions doivent étre étudiées avec soin pour pouvoir les comprendre,
et doivent ensuite étre apprises par cceur, jusqu’a pouvoir réciter définitions, régles
et théoréemes (voir ci-aprés). C’est un bon entrainement pour les éléves de travailler
a deux, de réciter et de s’interroger a tour de role. Le livre de mathématiques doit
devenir un compagnon familier auquel on pourra méme avoir recours I’année suivante.
[’idéal étant de conserver précieusement ses livres de mathématiques des quatre années
du college.

Le style mathématique

On verra apparaitre, au fil des pages de ce livre, les mots suivants :

e définition (abrégé parfois en déf.) dit ce que signifie un mot mathématique nouveau,
e proposition (abrégé parfois en prop.) = propriété,

e théoréme (abrégé parfois en th.) = propriété importante,

e corollaire (abrégé parfois en cor.) = conséquence.

On donne dans le livre (lorsque c’est possible) des définitions rigoureuses des termes
que l'on utilise. Ensuite, on énonce (et démontre parfois) des propositions et des théo-
réemes. Pour formaliser les énoncés, on utilise des symboles qui ont été introduits dans les
classes précédentes, et qui seront revus cette année. Voyons-en ici quelques-uns :

Symbole Lecture Exemple Traduction
€ appartient Aed A est un point de d.
#* différent 1#0 1 n’est pas nul.
= implique, alors | =1=2#0 | Siz =1 alors il n’est pas nul.
& équivaut a’> =0« a=0 | a® est nul équivaut a a est nul.
il | perpendiculaire | d; L do dy et dy sont perpendiculaires.
/ paralléle dy [ d2 dy et d2 sont paralléles.

2. J.-L. Frot : Mathématiques, exercices avec corrigés et rappels de cours pour ceuxr qui veulent
s’initier pour de bon, 6° a 3¢, 2¢ édition révisée, Clovis (2020).
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Prenons pour exemple ’énoncé suivant :

Théoréme 1. (théoréeme des perpendiculaires) Si deux droites du plan sont perpen-
diculaires a une méme droite, elles sont paralléles entre elles.

Il peut se formuler ainsi, les symboles di, d2, d désignant des droites du plan :

(dl 1d et d2ld)=>d1//d2

Les textes mathématiques comportent parfois un vocabulaire lourd, pénible a écrire
et a lire pour le débutant. Quand quelques abréviations et symboles peuvent alléger le
style et mieux faire comprendre ’essentiel, on les utilise. Comparer :

“ Les droites d; et d> sont paralléles d’aprés le théoréme
des perpendiculaires (voir théoréme 1).”

“d, [/ dy d’apreés le th. des perpendiculaires (voir th. 1).”

On verra dans tout le livre, qu’abréviations et symboles mettent 'accent sur les
propriétés, les raisonnements, et les points importants. Ils rendent le texte plus
fluide, plus court, et donc plus facile a appréhender.

Ceci ne veut pas dire que l'auteur soit hostile ou indifférent au beau style. Ce
qu’il veut ici, c¢’est donner au lecteur des modeéles simples pour lui apprendre a réfléchir,
raisonner et rédiger clairement.

Le livre de troisiéme

La grande affaire de la classe de troisiéme ce sont les équations de droites et les
fonctions affines. Ces objectifs sont atteints grace a un chapitre de géométrie analytique
qui comporte des révisons sur les vecteurs, et 'introduction de la notion nouvelle de
colinéarité de deux vecteurs (déf. 14, p. 89). Le critére de colinéarité permet de calculer
facilement les équations de droites, et celles-ci débouchent sur les fonctions affines.

Nous étudions les propriétés de la racine carrée (§ 4, p. 35), ce qui nous donne I’aisance
voulue pour exploiter le théoréeme de Pythagore et la formule de la longueur (th. 2, p. 83).

Le calcul algébrique et la géométrie nous permettent d’obtenir dans les exercices
plusieurs résultats remarquables, comme les approximations classiques du nombre d’or
(ex. 30, p. 46), I'utilisation de visées angulaires pour calculer des longueurs (ex. 11, p. 69),
la construction d’un pavage du plan (ex. 6, p. 98), la droite d’Euler (ex. 28, p. 106), la
détermination nocturne de la latitude sur la Terre (ex. 1, p. 135), etec.

Le livre s’ouvre sur un court chapitre d’introduction a la logique mathématique
(chap. 1, p. 25).

Alors, hardi petits!
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Chapitre 1

Algeébre

1 Les nombres réels

Un nombre réel peut étre représenté par une écriture décimale illimitée, éven-
tuellement précédée du signe moins. Cette écriture peut se terminer par une infinité de 0
répétés. On a la notion de réel positif et de réel négatif.

Définition 1. On note R l’ensemble des nombres réels.

[’ensemble R est exactement I’ensemble des abscisses des points d’une droite graduée :

= -3 0 1 2 3 4
~1,1  —09 1/ \2 T 35
3 3
1
—2=-2,0000... 5=0333... 7=31415926...  35=35000...

Théoréme 2. (régle d’annulation) Pour tous réels a, b, on a :

axb=0 < (a=0 ou b=0)

Pour qu’un produit soit nul il faut et il suffit qu'un de ses facteurs soit nul.

2 Puissances d’exposant entier

Proposition 3. (identités remarquables) Pour tous réels a, b, on a :

(a+b)? = a®+b>+2ab
(a—b)? = a®>+b°—2ab
(a+b)a—b) = a®-0b°
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ATTENTION! (a +b)? # a® 4+ b° (a —b)? #a® — b2
On peut utiliser les identités remarquables a 1’envers, pour factoriser :
a’+b>+2ab = (a+b)? a’+b*>—2ab = (a—10b)® a’>—b® = (a+b)(a—0b)

Définition 4. Soit u un réel, « un entier > 1, on pose :

Us =y
—_——
a facteurs
Les entiers relatifs sont tous les entiers positifs ou négatifs :

B s S GRS S

Proposition 5. Soient u, v des réels # 0, et «, 3 des entiers relatifs. On a :

=1 u® X uf = yotB
u =1 ()™ =«
ul =u (u®)? = u*p
N (3)“ _w
u® v (2

3 Inégalités

e On peut ajouter ou retrancher un méme nombre des deux cotés d’une inégalité,
et le sens ne change pas :

Proposition 6. Pour tous réels a, b, ¢ on a :
a<b & a+c<b+c
a<b & a—c<b-c

e On peut multiplier ou diviser par un méme nombre strictement positif les
deuz cotés d’une inégalité, et le sens ne change pas :

Proposition 7. Pour tous réels a, b, ¢, tels que ¢ >0 on a :

a<b & ac<bc

a b

a<b & <

c~ec
e On peut multiplier ou diviser par un méme nombre strictement négatif
les deux cotés d’une inégalité, et le sens change.
Proposition 8. Pour tous réels a, b, c, tels que ¢ <0 on a :
a<b & ac>bc

a b
a<b & -—->-
() (&
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Chapitre 2

Géomeétrie plane

1 Polygones

Définition 1. Un polygone (non croisé) est une ligne brisée fermée qui ne se re-
coupe pas, el qui est composée d’un nombre fini de segments. Ces seg-
ments sont les c6tés du polygone, leurs extrémités sont les sommets
du polygone.

Définition 2. Un polygone est dit régulier si tous ses c6tés ont méme longueur et si
tous ses angles sont égauz.

Proposition 3. Dans un polygone régulier les médiatrices
des cotés sont concourantes en un méme
point, appelé centre du polygone. Il existe
un cercle centré en ce point, et qui contient
tous les sommets du polygone. On l'appelle le
cercle circonserit au polygone.

C
2 Théoréme de Thalés B
Théoréme 4. (théoréme de Thalés) Soit ACC’
un triangle, et soient des points
B € (AC) et B' € (AC"). Alors : A B o

(BB) J (CC") = (E == C—)

Noter que les deux égalités sont du type :

petit petit petit

grand grand  grand
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3 Théoréme de Pythagore

Définition 5. Dans un triangle rectangle, ’hypoténuse
est le coté situé en face de l'angle droit,
c’est le plus grand des cotés.

hypoténuse

B C

Théoréme 6. (théoréeme de Pythagore) Dans un triangle rectangle le carré de l’hy-
poténuse est égal a la somme des carrés des deux autres cotés.

BC? = AB*>+AC?

Proposition 7. La diagonale d’un carré de coté a vaut a2

Proposition 8. La hauteur d’un triangle équilatéral de coté a vaut a%

Théoréme 9. (réciproque du théoréme de Pythagore) Si dans un triangle ABC on a :
BC? = AB? + AC?
alors ABC' est rectangle en A.

4 Théoréme du demi-cercle

Théoréme 10. (théoréme du demi-cercle) Pour tout point M d’un cercle de dia-
métre [AB], si M # A et M # B, alors (MA) L (MB).

M

A B

Théoréme 11. (réciproque du théoréme du demi-cercle) Si un triangle M AB est rec-
tangle en M, son cercle circonscrit a pour diameétre [AB).

Autrement dit : Si un triangle est rectangle, son cercle circonscrit a pour diamétre
son hypoténuse.
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5 Droite des milieux, médiane

Définition 12. La droite qui passe par les milieux de deux c6tés d’un triangle est ap-
pelée droite des milieux de ce triangle.

Théoréme 13. (droite des milieux) Si une droite passe par les milieuxr de deux céotés
d’un triangle alors elle est paralléle au troisieme coté.

A

Proposition 14. Dans un triangle, la droite issue du milieu /\
d’un coté, et parallele a un deuxiéme coté, 1 J

passe par le milieuw du troisiéme coté.

B C

Proposition 15. Si I et J sont les milieux des segments [AB] et [AC] on a :

BC
o
2

Définition 16. Dans un triangle on appelle médiane toute droite issue d’un sommet
et passant par le milieu du coté opposé.

Proposition 17. Les trois médianes d’un triangle sont
concourantes en un méme poinl ap-
pelé centre de gravité du triangle.

B C

Proposition 18. Le centre de gravité d’un triangle est situé au tiers de chaque médiane
en partant des milieuzr des cotés.

6 Angle, arc, cosinus

On a vu en classe de 6° qu'un angle est I’écart qui existe entre deux segments ayant
une extrémité commune, ou entre deux demi-droites de méme origine. Au collége, on ne
considére que des angles dont la mesure a en degrés vérifie :

0<a<180

Généralement, on ne fait pas de différence entre un angle et sa mesure. Donc, si ABC
est un triangle, écrire :

BAC = 30°

signifie que la mesure de I'angle BAC est 30°.
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Définition 19. Soit un cercle ¢ de centre I, et soient A et B deux
points de €, distincts. On dit que AIB est ’angle au

centre qui intercepte l’arc AB.

A B

Dans cette définition, on suppose implicitement que A et B ne sont pas diamétrale-

ment opposés, et 'arc AB dont il est question est le petit morceau du cercle ¢, situé
entre A et B.

Proposition 20. Sur un cercle, les longueurs des arcs sont proportionnelles aux
angles qui les interceptent.

Le cosinus d’un angle est une grandeur abstraite qu’on ne peut pas mesurer avec
un rapporteur, et qui remplace I’angle lui-méme.

Définition 21. Soit ABC un triangle rectangle en B.
On pose : B

AB adjacent adj

AC ~ hypoténuse P hyp c

cos A =

Théoréme 22. (théoréme de la projection orthogonale) La projection orthogonale
entre deux azes formant un angle aigu o multiplie les distances
par cos .

Corollaire 23. La projection du milieu de deuz points est le milieu des projections de
ces deux points.
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Chapitre 3

Géomeétrie dans l'espace

1 Droites et plans
Définition 1. Un plan est une surface plate, illimitée de tous les colés.

Axiome 2. Par trois points non alignés, il passe un plan et un seul.

Le plan qui contient trois points A, B, C' non alignés est souvent désigné par (ABC)
ou ABC (comme un triangle).

Définition 3. On dit qu’une droite est perpendiculaire a un plan si elle est perpendicu-
laire a deux droites sécantes de ce plan.

Proposition 4. Si une droite est perpendiculaire a un plan, elle est perpendiculaire a
toutes les droites de ce plan.

2 Les perspectives

Perspective cavaliére H
G
C’est une fausse perspective, mais elle est rassurante et facile a 2
utiliser car les droites paralléles sont représentées par des droites
paralléles.
C

B



22 Chapitre 3. Géométrie dans I'espace

Perspective conique

C’est la perspective produite par 1’ceil
humain et D'appareil photographique.
Sur une plaque photographique, des
droites qui sont paralléles dans la réali-
tés sont représentées par des droites non
paralléles.

Ainsi, dans 'image photographique d’un
cube, il y a une ligne d’horizon fic-
tive (XY') qui contient les points de fuite
de toutes les droites horizontales.

e Le point X est le point de fuite des
paralléles a (BA).

e Le point Y est le point de fuite des pa-
ralleles a (BC).

Les droites verticales ont leur point de
fuite en Z.

Cette perspective sera utilisée dans I'ex 8, p. 139.

3 Sphére et boule
La lettre grecque se lit “grand oméga”.

Définition 5. Soient ) un point de l’espace, r un réel > 0. La boule de centre ) et
de rayon r est l’ensemble des points M tels que QM < r.

Une boule est un solide plein alors qu'une sphére est une surface creuse (voir figure
et déf. 4, p. 132). La sphére de rayon r est la surface qui enveloppe la boule de rayon 7.
Dans la pratique, on dit indifferemment volume d’une sphére (voir prop. 8, p. 134)
ou volume d’une boule.



Classe de troisieme
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Chapitre 1

Eléments de logique

La logique décrit les régles qui gouvernent les raisonnements et les déductions.
[’essentiel en a été codifié par Aristote au 1v® siécle avant Jésus-Christ, puis renouvelé
par Arnauld et Nicole dans La Logique ou Uart de penser, 1662. Les énoncés logiques
dont il est question dans ce chapitre sont & prendre au sens naif.

1 Implication logique
Soient K et F' des énoncés logiques. Dire que I'implication :
E=F

est vraie signifie (au niveau élémentaire) que si I est vrai alors F' est vrai. On sait que :

| quand il va y avoir de 'orage, les poules rentrent au poulailler

On peut donc écrire :

I orage = poulailler

De méme, I’énoncé suivant :

si un entier se termine par 5 alors il est divisible par 5

peut s’écrire :

se termine par 5 = est divisible par 5

2 Condition nécessaire et condition suffisante

pour que F' soit vrai, il suffit que F soit vrai.

E = F'| revient a dire : . atyis . .
= E vrai est une condition suffisante pour que F' soit vrai

pour que I soit vrai, il faut que F' soit vrai.

et encore : - : Sai® 5 5 a5 :
I vrai est une condition nécessaire pour que F soit vrai

Ainsi, pour qu'un entier soit divisible par 5 il suffit qu’il se termine par 5, mais ce
n’est pas nécessaire, puisque 10 est divisible par 5, mais ne se termine pas par 5.
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Autre exemple : a I’école primaire, pour bien multiplier, il faut connaitre ses tables :

bien multiplier = connaitre ses tables

Mais ce n’est pas suffisant, car il faut aussi connaitre le mécanisme des retenues,
et beaucoup d’autres choses.

3 Implication, réciproque, équivalence
Si on considére :
E=F
comme implication directe, alors
F=F
est appelée implication réciproque. Soit par exemple un entier n quelconque. L’impli-
cation :

(n est multiple de 4) = (n est multiple de 2)

est vraie. Mais sa réciproque est fausse, car un multiple de 2 n’est pas nécessairement
multiple de 4, comme on le voit en prenant n = 6. Donnons un autre exemple. Soient A,
B, M des points quelconques du plan. L’implication :

(M est milieu de [AB]) = (MA = MB)

est vraie. Mais sa réciproque est fausse, car I’hypothése M A = M B signifie simplement
que le triangle AM B est isocéle.

Parmi les deux implications Y = F' et F' = FE il se peut donc que I'une soit vraie et
I’autre fausse. Si elles sont toutes deux vraies on écrit :

EsF

et on dit que les énoncés I et F' sont équivalents. Par exemple, soient A, B des points
distincts, M un point quelconque plan, d la médiatrice de [AB]. On a :

(MA=MB)& Mecd

4 Connecteurs et /ou

Les connecteurs relient des énoncés logiques. Dire que 'énoncé | F' et G| est vrai

signifie que les énoncés F' et GG sont vrais tous les deux a la fois.

Proposition 1. Soient A, B et I trois points. On note [AB] le segment d’extrémités A
et B. On a :

(I est milieu de [AB]) & (IA=1B et I€[AB])

Proposition 2. (somme des carrés) Soient a et b des nombres. On a :

(@®+b°=0)< (a=0 et b=0)
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Démonstration : comme un carré est toujours positif, la somme de deux carrés est
positive. Pour qu’elle soit nulle il faut et il suffit donc que les deux carrés soient nuls :

(@®+b°=0)< (a®>=0 et b*=0)
La conclusion résulte alors de ce que :
a=0&a=0
Et de méme b> =0 b=0

Proposition 3. Soient a et b deux nombres. On a :

(axb#0)< (a#0 et b#0)

Passons maintenant a I’autre connecteur. Dire que I’énoncé | ' ou G |est vrai signifie

que, parmi [I' et G, ’'un au moins est vrai, c’est-a-dire, I’'un est vrai, ou les deux sont
vrais : le n’est pas exclusif.
Définition 4. Soient a et b des nombres. La relation a < b signifie a <b ou a=5b
Ici, les énoncés : a < b, a=>b, ne peuvent pas étre vrais tous les deux a la fois.
Théoréme 5. (régle d’annulation) Pour tous réels a, b, on a :
axb=0 < (a=0 ou b=0)

Ici, les énoncés : a =0, b=0, peuvent étre vrais tous les deux a la fois.

5 Exercices
Exercice 1 (implication directe / implication réciproque).

Voici quatre énoncés vrais :

1. Si orage s’annonce, les poules rentrent au poulailler.

orage = poulailler

2. Si une figure du plan admet deux axes de symétrie perpendiculaires alors elle a
un centre de symétrie.

deux axes de symétrie perpendiculaires = centre de symeétrie

3. Si un nombre est multiple de 4 alors il est multiple de 2.

multiple de 4 = multiple de 2

4. Si un nombre se termine par 5 alors il est divisible par 5.

se termine par 5 = divisible par 5

Pour chacun de ces énoncés, dire si I’énoncé réciproque est vrai ou faux.
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Exercice 2 (implication directe / implication réciproque).

1. Dans un parallélogramme les diagonales ont méme milieu :

parallélogramme = diagonales de méme milieu

La réciproque est-elle vraie ?

2. Un parallélogramme a deux cotés de méme longueur.

parallélogramme = deux cétés de méme longueur

La réciproque est-elle vraie 7 justifier.
Exercice 3.

Voici trois énoncés sur le modéle “nécessaire” mais “pas suffisant” :
a/ Pour calculer, il faut connaitre ses tables de multiplications, mais ce n’est pas suffisant.
b/ Pour étre aimable, il faut étre poli, mais ce n’est pas suffisant.
¢/ Pour plaire a Dieu, il faut prier, mais ce n’est pas suffisant.

1. Justifier ces trois énoncés.

2. Fabriquer deux énoncés sur le méme modéle.
Exercice 4.

Voici trois énoncés sur le modeéle “suffisant” mais “pas nécessaire”.
a/ Si tu veux savoir s'il est content, il suffit de I'interroger.
b/ Pour qu’un cheval soit content, il suffit de lui donner une carotte.
¢/ Si tu veux me déplaire, il suffit que tu fasses une grosse colére.

1. Justifier ces énoncés. Pourquoi, dans chacun, la condition n’est pas nécessaire ?

2. Fabriquer deux énoncés sur le méme modéle.
Exercice 5.

Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. Justifier :
1. Pour qu'un fruit ait bon goit il faut qu’il soit miir.

2. Pour qu’un fruit ait bon goit il suffit qu’il soit mir.

3. Pour réussir, il faut avoir du courage.
4

. Pour réussir, il suffit d’avoir du courage.
Exercice 6.

Utiliser la régle d’annulation (th. 5, p. 27) pour résoudre les équations suivantes :
1. 2z +3)(—z+T7)=0

2. 5(—2x+3)(4z+7)=0

3. —(z—3)2=0

4. z(2z—-5)=0
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Exercice 7.

Utiliser la régle de la somme des carrés (prop. 2, p. 26) pour calculer les couples (z;y)
qui sont solutions de chacune des équations suivantes :

(2z+3)>*+(—y+7% = 0 (1)
(2z-32+@-=2)* = 0 (2)
w+a)+@y—=2)?° = 0 (3)

6 Correction des exercices

Ex.1, p.27 Dans cet exercice, tous les énoncés réciproques sont faux. En effet :
1. “poulailler = orage” est faux, car les poules rentrent au poulailler tous les soirs, méme
s’il n’y a pas d’orage.

2. “centre de symétrie = deux axes de symétrie perpendiculaires” est faux car la lettre Zi
a un centre de symétrie, mais pas d’axes de symétrie.

3. “multiple de 2 = multiple de 4 7 est faux car le nombre 6 est multiple de 2 mais pas
multiple de 4.

4. “divisible par 5 = se termine par 5 ” est faux car le nombre 10 est divisible par 5 mais
ne se termine pas par 5.

Ex. 2, p.28 1. “diagonales de méme milieu = parallélogramme” est vrai. On I’a vu en
classe de 5¢ ot le critére ! suivant est expliqué :

parallélogramme < diagonales de méme milieul

2. “deux cotés de méme longueur = parallélogramme” est faux comme on peut le voir

sur le trapeze ABCD ci-dessous, ou AB = DC mais (AB) }{ (DC) :

1. Un critére est une équivalence.
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Ex.3, p.28 1. a/ Nous pensons qu'il est superflu de persuader le lecteur qu’il faille
connaitre ses tables de multiplications pour calculer. Mais pour ceux qui en douterait,
nous reproduisons ci-dessous un exemple de calcul, extrait de la correction de l'ex. 10,
p- 100, que 'on peut trouver p. 115 :

det(ﬁ,ﬁ)zl‘f TP =(—2)x4-3x (—z) = —-8+3x

1

Si certains pensent que la calculette a remplacé les tables de multiplications, c’est qu’ils
ignorent qu’'une grande partie du raisonnement mathématique se fait de téte, les
yeux fermés. Et avant que de rédiger une démonstration, il faut 'avoir imaginée, et pour
cela, connaitre 2 x 2 =4 ou 3 x 7 = 21 est aussi indispensable que de savoir les régles
du calcul algébrique. De plus, un peu de calcul mental préliminaire permet souvent
de prévoir si le choix de la méthode de résolution envisagée est judicieux ou s’il faut en
changer. Ceci dit, nous ne sommes pas ennemis de la calculette : elle est commode pour
certains usages : racines carrées, cosinus, etc.

Terminons a présent la correction de 1. a/. Il n’est pas suffisant de connaitre ses tables
de multiplications pour calculer, il faut aussi connaitre de nombreuses régles algébriques.
Par exemple, si j’écris :

(a2)3 —a°

jutilise la régle algébrique (a?)® = a®>** et ensuite la multiplications 2 x 3 = 6.

Les questions 1. b/ et 1. ¢/ que nous allons corriger maintenant sont vues ici sous
leur aspect logique. Mais comme elles portent sur des sujets non mathématiques, leur
solution ne peut qu’étre partiale. D’autres seraient envisageables, peut-étre. Notre but
est seulement de montrer que I’énoncé logique :

“nécessaire” mais “pas suffisant”
apparait dans des situations trés variées.

b/ La politesse fait partie des agréments qui concourent a rendre une personne aimable.
Un goujat et une pimbéche ne sont pas aimables. Mais la politesse ne suffit pas. Et méme,
une politesse froide et hautaine n’est pas aimable.

¢/ Pour qui croit en Dieu, au Christ et & son enseignement, adresser des priéres a Dieu
pour lui plaire est nécessaire et légitime. Mais ce n’est pas suffisant, il faut beaucoup
plus, en particulier “aimer son prochain”.

2. Sur le méme modéle : “pour vivre heureux vivons cachés”, “il faut manger pour vivre”.

Ex.4, p.28 1. a/ En effet, s’il est content, il acceptera siirement de le dire et on le
saura. Mais ce n’est pas nécessaire, sa physionomie peut parler pour lui.

b/ Les chevaux sont contents de manger des carottes. Mais pour qu’un cheval soit content,
les carottes ne sont pas nécessaires. Il peut étre content qu’on lui flatte la nuque.

¢/ Si tu fais une grosse colére, ¢ca me déplaira. Mais tu peux me déplaire autrement, par
exemple, en faisant des grimaces.

2. Sur le méme modeéle : “il suffit d’'une étincelle pour déclencher un incendie”, “il suffit
b
d’étre riche pour faire des envieux”.



6. Correction des exercices 31

Ex.5, p.28 1. Vrai, car un fruit qui n’est pas miir est dur et a un gott aigre.

2. Faux, car méme mirs, certains fruits ne sont pas assez sucrés ou sont fades ou ne sont
pas assez juteux.

3. Faux. On peut réussir pas chance, ou du fait de circonstances qui nous sont favorables.
4. Faux, car méme avec beaucoup de courage, certains obstacles sont insurmontables.

Ex.6, p.28 1. La régle d’annulation (th. 5, p. 27) permet d’écrire :

3
2z +3)(—xz+7)=0 & (2z+3=0 —z+7=0) & (x=—§ &=T7)

[’équation a donc deux solutions. Si on note . ’ensemble des solutions, on écrit :
; 3
= {__, 7}
2

5(—2z+3)(4z+7)=0 & (5=0 ou —2x+3=0 ou 4z+7=0)

2. On a de méme :

Or 5 # 0, donc :

3 i
5(—2z+3)(4z+7)=0 & (—22+3=0 ou 4z+7=0) & (w:§ ou x:—z)

[’équation a donc deux solutions, ’ensemble des solutions est :

: 3
/—{rz}

2=0«<a=0, il vient :

3. Puisquona: —a=0&a=0 et a
—(z—-3%=0 ¢ (z—-3*’=0© r—-3=0 & =3
[’équation a donc une seule solution, on écrit :
7 =13}
4. Enfin, par la régle d’annulation, on a :

(2 —5)=0 & (=0 ou 2x—5=0) & (=0 ou w:%)

[’équation a donc deux solutions, ’ensemble des solutions est :

) 5
o)
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Ex.7, p.29 1. Par la régle de la somme des carrés (prop. 2, p. 26) on a :

3
(1) & (2043)*4+(—y4+7)*=0 & (2243=0 ~y+7=0) & (z=—3 y="7)

3
[’équation (1) a donc un couple solution unique : | (z;y) = (—5; 7)| Ce sont les coor-

données d’un unique point du plan.

2. On a de méme :

2 & 2z-3?+@w-2°=0 (2r—3=0¢et y—z=0) & (x=g et yzg)

[’équation (2) a donc un couple solution unique : | (z;y) = (5, 5)

3. On a de méme :
B) & W+2)’+@y-2)°=0 & (y+z=0 et y—z=0)

Pour y voir plus clair, on dispose ces deux équations sous la forme d’un systéme :

y+x = 0
{ y—x = 0
On ajoute les deux équations du systéme, et on obtient :
2y=0 & y=0
On reporte cette valeur de y dans la premiére équation du systéme, et on obtient :
O+2=0 & =0

On a donc montré :

(3) = (z3y) = (0;0)
Montrons maintenant la réciproque :

(z;9) = (0;0) = (3)

1l suffit de faire z = 0 et y = 0 dans I’équation (3), on obtient : 0> + 0 = 0. Donc (0;0)
est bien solution de (3). Finalement, I’équation (3) a un couple solution unique :

(z;y) = (0;0)
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Chapitre 2

Algeébre

1 Vocabulaire de P’algébre

Dans I'expression :
% + 100z — 22°

2 : e ; ;
° 3 est le terme constant : il est isolé et ne contient pas de variable,

e 100 et —2 sont des coefficients qui multiplient z et z*,
e z est une variable, z* est la puissance de z, d’exposant 3.

Dans I'expression :
3
Tab

e 7 est le coefficient de ab® qui est la partie littérale (formée de lettres).

2 Equations et inéquations étranges

Soient a et b des réels, et soit I’équation d’inconnue z :

ar+b=0 (1)
dont on note . ’ensemble des solutions. Sia#0ona (1) & == —g donc :
_ b
=g}
Si a = 0, I’équation (1) équivaut a :
b=0 (2)

équation qui ne contient plus I'inconnue z. Si b est nul, elle équivaut donc a :

0=0
qui est une vraie pour tout z € R donc :

& =R
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si b est non nul, 'équation (2) est toujours fausse. Elle n’a donc aucune solution :
S =0
0 désignant I'ensemble vide qui n’a aucun élément.

Donnons des exemples :
e 2x — 3 =442z & —3 =4. Cette égalité est fausse, donc . = ().
e 2z — 3 = —3 + 2x. Cette équation est toujours vraie, donc . = R.
e 2z —3 >4+ 2z & —3 > 4. Cette inégalité est fausse, donc . = ().
e 2x — 3 <3+ 2z & —3 < 3. Cette inégalité est toujours vraie, donc . = R.

3 Rappels et compléments sur les inégalités
Un réel négatif est situé a gauche de 0, un réel positif est situé a droite de 0

—2 2 3 1

AN ANEYA

Définition 1. Pour tous réels a, b, on dit que a est inférieur a b, et on écrit a < b
si a est a gauche de b sur 'aze réel :

a b

- °- >

Si on note b > a la relation “b est supérieur a a”’, on a :

a<b & b>a

Proposition 2. Pour tous réels a etb, b>a < b— a est positif ou nul.
Proposition 3. Soient a, b, a’, b’ des réels, on a :

a<b et a <b=a+d <b+¥

ATTENTION! On ne peut pas retrancher entre elles des inégalités de méme
sens.

Proposition 4. Soient a, b, a’, b’ des réels. On a :
0<a<bet 0<d <b = ad <bt

ATTENTION! On ne peut pas diviser entre elles des inégalités de méme sens.

Proposition 5. Soient a, b des réels. On a :

0<a<b = >

Sall o

SH

Ce qui montre que plus un nombre est grand, plus son inverse est petit. Plus un
nombre est petit, plus son inverse est grand.
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4 Racine carrée

La racine carrée a été découverte (ou inventée) par les mathématiciens de la Grece
antique. Elle est née de I’étude de certains rapports de nombres : diagonale et c6té d’un
carré (th. de Pythagore), carré dans un rectangle (voir nombre d’or, ex. 30 p. 46)

Définition 1. Sia est un réel > 0 on note \/a le nombre > 0 dont le carré vaut a :

z>0 et z°=a & z=+/a

ATTENTION! /0 =0 mais un nombre négatif n’a pas de racine.

Remarque : Ma fille Anastasia dit que la racine carrée :

\a

c’est comme un petit toit qui protége le nombre (@ de la pluie...

Théoréme 2. (théoréeme de Pythagore) Dans un triangle rectangle le carré de Uhy-
poténuse est égal a la somme des carrés des deux aulres cotés.

Par le th. de Pythagore, dans le triangle rectangle
ci-contre, 'hypoténuse = vérifie :

z® = 3°+4° -

= 9416

25

On en déduit z = V25 =5

4
En général, la racine car- a |01 2 3 4 5 9 10
rée d’un entier n’est pas en-
Bz va|O0|1/|141...|1,73...| 2] 223... 3] 3,16...

Il faut connaitre par cceur les approximations suivantes :
(A =4 [
V214 V3r 1,7 V22

et connaitre aussi les car- a 0l]11213 4 5 6 T 8 9 10
rés parfaits. Ce qui per-
met d’écrire :

Vo=0 V1i=1 V4=2 V9=3 V16=4 V25=5 V36=6

a®> |01 |4][9|16 (25|36 |49 | 64 | 81 | 100
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Les quatre propriétés de base de la racine carrée sont les suivantes :

Proposition 3. Pour tous réels positifs a etb on a :

va > 0
Ve’ = a
Va2 = a
a<b & \/(_LS\/I—J

Ainsi :
(v3) =3 VI = VT =T

La quatriéme propriété signifie que les racines carrées sont classées dans le méme
ordre que les nombres eux-mémes. Ceci permet en particulier de prévoir 'ordre de
grandeur d’une racine carrée.

Ainsi, pour v/2, on encadre 2 entre deux carrés successifs :

1<2<4
done 1 < V2 < V4 clest-a-dire :
1<Vv2<2
Cet encadrement est conforme a la valeur exacte :
V2 =1414..

fournie par la calculette.
Les deux principales propriétés algébriques de la racine carrée sont les suivantes :

Proposition 4. Pour tous réels positifs a etb on a :

Vaxb = +axVb

: a _ ya
51b7é0,\/;—%

Par exemple,

4%x36 = VixV36 = 2x6 = 12
92 = VI9xVa?2 = 3xa = 3a

Q
N

5
(]

Q

100 V100 10

ATTENTION! Il n’y a pas de formule pour la racine d’'une somme ou d’une
différence, en particulier :

Va+b#a+ Vb Va—"b+#+a—Vb
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Proposition 5. Pour tout réel a > 0 et tout entier n positif ou négatif, on a :

Va2 = a"

Par exemple :

V10000 = V10* = 10* = 100
106=10"°= — = —— =0,001 V136 =13 = 2197
Pour sortir un carré d’une racine il faut connaitre la liste des carrés parfaits :

4, 9, 16, 25, 36, 49
Si on peut écrire :
a=b’>xc

alors : \/E:\/bz—xc:\/l?\/azb\/é
Ainsi :
V98 = V49 x 2 = VA9V2 = 72

On verra dans ex. 25, p. 45 comment on peut transformer par exemple :

Azi 1 C=1+\ﬁ

B =
V3 4—VT 1-V7
Un nombre est dit rationnel, s’il peut s’écrire comme quotient de deux entiers. Les
Anciens, a ’époque d’Euclide, considéraient avec stupeur les nombres qui n’étaient pas
rationnels. On va montrer le résultat suivant :

Proposition 6. Le nombre \/2 est irrationnel.

La démonstration se trouve dans les Eléments d’Euclide : on raisonne par ’absurde.
Supposons que /2 soit rationnel. On va montrer qu’on aboutit alors 4 une contradic-
tion, ce qui prouvera que cette supposition est absurde (c’est-a-dire fausse). Il existe
donc des entiers a,b > 0, tels que :

V2=7 (1)
On peut supposer que cette fraction est irréductible, c¢’est-a-dire que a et b n’ont pas
de diviseurs communs autre que 1. On éléve au carré les deux membres de (1) :

2b° = a® (2)
Donc a? est pair, ce qui entraine que a est pair aussi, car le carré d’un impair est impair.
On peut donc écrire a = 2A ou A est entier. Reportons cette expression de a dans la
relation (2). Il vient :

2b% = (24)% = 4A?

d’on b? = 2A%. On en déduit que b? est pair, donc aussi b. Ainsi a et b sont pairs, et
admettent donc 2 comme diviseur commun, ce qui contredit ’hypothése que a et b n’ont
pas de diviseurs communs autre que 1. C’est la contradiction annoncée.

Le théoréeme de Pythagore permet de montrer que /2 est la diagonale
d’un carré de coté 1. En effet, si on note z cette diagonale, on a :

g4 1% =3

On en déduit bien qu’on a : x = V2
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On peut montrer qu’on a :
V2 = 1,41421356...
On va donner une méthode pour approcher /2 avec des nombres rationnels. Considérons

la suite d’égalités équivalentes :

= 2

2

T = 2
22-1 = 1
(z—1)(z+1) 1
r—1 = 2
On en déduit : 4 L
x=1+1+w (1)

Cette relation va nous permettre de fabriquer une suite de rationnels de plus en plus

proches de v/2. Calculons d’abord cette expression en y remplacant = par 1. Notons o

le résultat :
1 1 3

— e = 2
141 v 2 2
Calculons maintenant I’expression (1) en y remplagant x par . Notons z; le résultat :

To=1+4

3 5 5 5
by 2
On continue ainsi :
1 1 5 17
1+¢ +
5 5
1 1 12 41
14+ — —_
12 12

On pourrait continuer ainsi, indéfiniment. Mais déja, avec les fractions zg, z, x2, @3
on va voir qu’on approche v/2 d’assez prés. On a :

g = 1,5 r, = 1,4 Ty = 1,416 rg = 1,413
Représentation graphique sur 'axe réel :

T2

T V2 To
| l

1.4 T 1,5
T3

Un calcul facile donne :
2 1 2 1 2 1
=24 - =2— — =2+ — i—a= o
To=2+3 i T2 =2t 144 & 841
ce qui montre que les nombres z3, x%, 3, x3 sont de plus en plus proches de 2, et

donc que les nombres zg, z, x2, x3 sont de plus en plus proches de /2.
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5 Exercices

Exercice 1.
Réduire les expressions suivantes :

a? 1 1 2 1 |

_ o hiz) = ——
a+1 a+1 9(x) a+1+a2—-1 () a+1+a—1

fx) =

Exercice 2.
La SNCF propose deux abonnements annuels pour les trajets de Saverne a Nancy :

e I'abonnement A comporte un forfait annuel de 40 euros, et 10 euros par voyage.
e I'abonnement B comporte un forfait annuel de 80 euros, et 6 euros par voyage.

Un voyageur qui doit faire  voyages dans 'année hésite entre les deux possibilités.
1. Calculer I'expression A(z) du prix qu’il devra payer s’il choisit 'abonnement A.
2. Calculer I'expression B(z) du prix qu’il devra payer s’il choisit ’abonnement B.

3. Résoudre I'inéquation :

A(z) < B(z)
4. Quels conseils donneriez-vous au voyageur pour lever ses hésitations?
Exercice 3.
Résoudre les inéquations suivantes :

4+ 29+

= < 5 —x+11 < 3x+31 2r—1 > z-—2
5
s _ r ” T rx—3 . r+1
13z +15 > 6x—6 ) 3 S 6+o 1 +1 < x+

Exercice 4.

Résoudre les inéquations suivantes :

1 — 1
12 & _bpid Bl —a) = —3 2Ww—= > zT+2
3 2 2
3r+15 > z—6 242 £ mdw Sy & gl
' 23 3 - 3
Exercice 5.
Résoudre les inéquations suivantes, sachant que = > 0 :
2 1 5 2 2 3
- =3 - -3 — —+5 -
B T r+1 - x+1 T b G
2 = 1 5 2 2 45 . 5
—_——_ 2 —_ = I =
3 3 z+1 z+1 3 3

Exercice 6.

Montrer que pour tout réel @ > 0 on a :

a+122
a
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Exercice 7 (partiellement résolu).

(distances en km, vitesses en km/h, temps en heures) Un automobiliste doit parcou-
rir 100 km pour aller de la ville A a la ville B. Sur les 50 premiers km, il roule & 3 km/h.
Sur les 50 derniers km, il roule a la vitesse v.

1. Montrer que sa vitesse moyenne sur ’ensemble du parcours est :

2. Montrer que :
m <6

3. On suppose que 'automobiliste a quitté la ville A & 0 h. Montrer que, dans les
conditions du parcours, et quelle que soit sa vitesse v sur les 50 derniers km, il ne
pourra pas arriver en B avant 16 h 40.

4. Montrer que cet exercice illustre ’adage : “Le temps perdu ne se rattrape plus.”

. . . . . 1
Solution partielle : on traite la question 2. Puisque — > 0, on a :
v

1 + 1 - 1
3 v 3
Comme tous ces nombres sont > 0, on peut prendre les inverses, et I'inégalité change de

sens, par la prop. 5, p. 34 :

A

Wl =

+

QS| =
w oalr—llr—l

<

On multiplie par 2 des deux c6tés, et on obtient :

2 <6

1+1
3 v

Exercice 8 (d’apres brevet 2017).

Un certain TGV est composé de deux rames accrochées I'une derriére ’autre. Chaque
rame comporte deux motrices encadrant cinq voitures. Chaque motrice mesure 19 m de
long, et chaque voiture mesure 18,3 m.

1. Schématiser le TGV, par une suite de lettres M (= motrice) et V (= voiture).
2. Calculez la longueur totale du TGV. Vérifiez qu’on trouve 259 m.

3. J’attendais mon train en gare de Saverne quand ce TGV est passé devant moi a
toute vitesse, sans s’arréter, en 2,5 secondes. A quelle vitesse roulait-il ?
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Exercice 9 (un peu rude; a n’aborder qu’avec prudence).

En classe de 6°, on a introduit les nombres premiers et donné cette définition :
Un nombre premier est un entier positif qui a exactement deux diviseurs.

Ces nombres ont des propriétés mystérieuses, on en verra quelques-unes en classe
de Terminale... Dans une fameuse démonstration par ’absurde, Euclide a prouvé qu’il y
a une infinité de nombres premiers. Le début de la liste est :

2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41,..., 1999, 2003, 2011, 2017, 2027, ...
Euclide a aussi démontré le :

Théoréme 1. (théoréme d’Euclide) Tout entier supérieur ou égal a 2 admet au moins
un diviseur premier.

On se propose de prouver I’énoncé suivant : Si un entier n > 2 n’est divisible par
aucun nombre premier qui soit < /n alors il est premier. Soit donc n un entier > 2.

n
1. Montrer que si b est un diviseur de n, et si b > \/n alors E est un diviseur de n
n

2. En déduire que si aucun nombre premier p tel que p < \/n ne divise n alors n
est premier.

3. Sachant que /337 = 18,35..., quels sont les nombres premiers qu’il suffit d’essayer
pour prouver que 337 est premier ?

Exercice 10.

1. Utiliser le modeéle :

VI8 = VO x 2=vV9 x V2 =3V2

pour terminer les calculs suivants :

V0 =v25x2=vV25x V2 = ?
Va8 =116 x3=v16xvV3 = 7
V1000 = /100 x 10 = V100 x V10 = ?

2. Utiliser le modéle :
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Exercice 11.

Réduire le plus possible les nombres suivants :

A = 36+ /100 B = +/25-+/100 C = +B81++36
D = 164-3V4—-16 E = 549 — 49 F = /100 + /10000

Exercice 12.
1. Calculer les nombres suivants :

A = (1+V3? B = (1+VDx(1-vH) C = (5—3)

(W11

2. Pour chacun d’eux, donner aussi une valeur approchée.
Exercice 13.

Réduire et simplifier le plus possible les nombres suivants :

A = V32x8l B = V49 x 52 C = V400
D = +/32xb54 E 102 F = AT72x2?

Exercice 14.

Soit la fonction f(z) = 3z + = — 1.

1. Calculer et réduire le plus possible les nombres :
IO N (OO I (5 B ( () B (CP)

2. Pour les trois derniers, donner en plus une valeur approchée.
Exercice 15.

Résoudre les équations suivantes :

2z +vV3=0 4z —\V7T=0 z—3V7=0 zV/T=5
Exercice 16.

Utiliser la régle d’annulation (th. 5, p. 27) pour résoudre les équations suivantes :

2z +V3)(—z+T7)=0 (—2z+3)(4z +V7) =0 (x—3V7)? =0

xz/T(2x —5) =0 (22 +3)4z+VT)=0 (zvT7-3V7)2 =0
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Exercice 17 (résolu partiellement).

Réduire le plus possible les nombres suivants :

A = 25449 B = V5420 C = 7-63
D = +/50+3/2—+/8 E = 8/3-2V48 F = 10+ /1000

Solution partielle : Le calcul de A est évident. Pour réduire C' = V7 — V63 on fait
apparaitre 7 dans la deuxiéme racine. On écrit :

63=7x%x9

on en déduit :

V63 =VTx9=V7xV9=3V7

On reporte et on obtient :

C=V7-3V7T=-2V7

De fagon semblable, on obtient :
D=V50+43V2—V8=1v2x254+3V2—V2x4=5V2+3V2-2V2=6V2

Les réductions de B, E, F' se font de méme.

Exercice 18.

Réduire le plus possible les nombres suivants :

A = +/36—-+/100 B = 5+/80 C = 28+63
D = JV72-3V2-8 E = 5V3+/48 F = +/100 + /10000

Exercice 19.

Réduire et simplifier le plus possible les nombres suivants :

A = V32x1l1 B = 7 x 54 C V2 x 106
D = +32x54 E = +53x23 F = 2-3x25

Exercice 20.

Réduire le plus possible les nombres suivants :

A = +500+3V5 B = 3v5-145 o V98 — /32

D = 45-80+5 E = /150 — /100 + /50 F = 10+ /1000
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Exercice 21 (résolu partiellement).

Réduire le plus possible les nombres suivants :

A = @xﬁ B = ><21 ¢ = Bx
11 5 4 14

D — \/gx\/(_i i V33— B

O

Il
ﬁ |
|
> |
Il

On calcule ensuite :
20 4 4 4
5 i1 -

A=+V4x4=4

Les expressions B, C, D se calculent de méme. Les calculs de E et I’ sont faciles.

On en déduit :

Exercice 22.

Sachant que a,b > 0, réduire le plus possible les nombres suivants :

A=\/%x\/§ B \/%\/7 Cz\/gx\/g
Dz\/%x\/ﬁ b=\/j\[ F = 4a—/a

Exercice 23.

Q

Calculer les nombres suivants :

A = V4x10? B = +81x108 C = V49 x 106
D = y3xlnt E = V103 x 10° P = 1% 1T

Vérifier qu’on trouve :

A = 20 B 90 000 C = 7000

D = 500 E 10000 F = 1000

Exercice 24.

Soit la fonction f(z) = 2* — 22 4+ . Calculer et réduire le plus possible les nombres :

£(0) f(V5) f(=V5) f(V2) f(=V2)
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Exercice 25 (résolu partiellement).

Faire remonter la racine au numérateur dans les expressions suivantes :

o R o= 1+VT by I
V3 4—-7 1- 7 V3

Veérifier qu’on trouve :
N

Solution partielle : Le calcul de A se fait de la facon suivante : pour supprimer le /3
qui figure en bas, on multiplie haut et bas par v/3. Il vient :

1 1xv3 V3

A= B axv3 3

Pour transformer B, on multiplie haut et bas par Pexpression | 4 + /7 | obtenue en chan-

geant le signe devant la racine, et qu’on appelle expression conjuguée de |4 — /7

p__ 1 __ 1x(@+V7) _4+VT _ 4+ V7
CA-VT (=YD x(@+VT) 16-T 9

Ce qui fait tout marcher pour B, c¢’est I'identité remarquable :

(a —b)(a+b) =a® — b?

et la formule :
() =17

Les transformations de C' et D se font de fagon semblable.
Exercice 26.

Faire remonter la racine au numérateur dans les expressions suivantes :

p i - - gt 2+ il

V2 45 IR 2— /5

Exercice 27.

On pose :
1

Calculer a?. Montrer qu’on a :
8a®> =4a +3

Exercice 28.

On pose :
1 1
a=2(\/——‘\/§) bzz(\/g"r’\/é)
Veérifier qu’on a :
a?+b =1
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Exercice 29.

On pose :
a=vV5-1

Calculer a?. En déduire qu’on a :

6—2vV5=v5-1
Exercice 30.

La lettre grecque ¢ se prononce “phi”. On considére le nombre d’or :

1445
LA
ainsi désigné en hommage a Phidias. Ce nombre vaut environ 1,618. Il apparait dans la
nature : disposition des feuilles sur une branche, enroulement des écailles d’'une pomme
de pin, etc. Il est utilisé en architecture pour donner des proportions harmonieuses
aux batiments, tels le Parthénon construit sur I’Acropole d’Athénes par Phidias (voir
ex. 4 p. 89 du livre de 5¢). Voici une photographie actuelle! :

Sa fagade s’inscrit dans un rectangle
HADE. On peut montrer (voir ex. fronton
7.15, p. 229, du livre *) qu’on a :

entablement
HA

AD ~

a. J.-L. Frot : Mathématiques -
Ezercices et problémes de haut niveau
pour les éléves de Premiére et Termi-
nale S qui envisagent une prépa - 2¢
édition révisée, Ellipses (2018).

colonnade

1. Calculer 2. Vérifier qu’on a :

2. En déduire la relation :

1. Site : polyxenia.net
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3. En déduire ensuite :

1
p=1+—=1+—=1+ etc.
1 1 1
1+ — 1~I——1 1-1——1
i 1+ — 1+ —
¥ Yk —
P

4. Calculer sous forme d’entiers ou de fractions irréductibles les nombres suivants :

a:1+% b:1+;1 c:l—{—;1 d=1+ 11
1+I 1-{-—1 1+—1
1+T 1-}-—1
1
5. Vérifier qu’on trouve :
2 3 5 8
G,:T b=§ C=§ dzg

et trouver un moyen simple de passer de a a b, de b a ¢, de ¢ a d.
6. Si on continue de la méme fagon, que trouvera-t-on pour les nombres suivants 7

7. Placer les nombres ¢, a, b, ¢, d sur I’axe réel (prendre une grande échelle).

6 Correction des exercices

Ex.1, p.39.On a :

a? 1 a—1
=) = a+1—a+1=a+1

1 2 a—1 2 a—+1
9(z) = a+1+a2—1—a2—1 2Z2-1 at-1
Ko} = 1 n 1 =a—1+a+1_ 2a

a+1 a—1 a? —1 a2—1 a2-1

Ex. 2, p.39. 1. Les prix sont en euros. Dans 'abonnement A, outre le forfait, un voyage
cotite 10. Donc z voyages cotitent 10z. Le prix total de x voyages est donc :

A(z) =40+ 10z
2. On raisonne de fagon semblable et on trouve :

B(z) =80 + 6z
3. On a alors

A(z) < B(z) & 40+ 102 <80+6z & 10z —6x<80—-40 & 42<40 & <10
4. On en déduit que si on fait peu de voyages (moins de 10), la formule A est plus

économique que la formule B. Si on fait beaucoup de voyages (plus de 10), c’est la
formule B qui est la plus économique des deux.
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Ex. 3, p.39. a/ Dans la premiére inéquation, on remarque que 30 est un multiple com-
mun des dénominateurs 5 et 6, en fait leur ppcm. On réduit au dénominateur 30 les deux
quotients et on multiplie ensuite des deux cotés par 30. On obtient :

.
4+x<29+x g 6(4+x)<o(29+x)
5 — 6 30 - 30

& 6(44+z) <529+ 1)

et on continue :

6(4+x) <5(29+4z) & 62+24<5x+145 &

b/ Pour résoudre la deuxiéme inéquation —z + 11 < 3z + 31, on la retourne pour éviter
le signe — devant z, puis on résout par équivalences :

20
3r+312—z+11 & 3e+2211-31 & 22-20 & z22-7 &

r—1>r—-2 2 z>1-2 &

¢/ La troisiéme :
d/ La quatriéme :
21
Bz+15>6x—6 & 13z—6zx>—-6—-15 & Te>-21 & z>—— & |x>-3
+ = & [z>-3]
e/ Pour la cinquiéme inéquation, on a les équivalences :
s ol e e E cal = E =g @z<z{+5 & 0<5
3 7 6 6 6 — 6 6, — 6 EE i

Or cette inégalité est toujours vraie pour tout réel  (voir § 2, p. 33). Donc I'ensemble .7
des solutions de cette inéquation est :

& =R

x—3+1sx+x+l

f/ Pour résoudre , on chasse les dénominateurs en multipliant par 4

des deux codtés. On obtient :

1
r—3+4<4r+2x+2 & z+1 <6z+2 & z—-6x<2-1 & —S5x<l & (22> —C
5

la derniére inégalité est changée de sens car on a divisé des deux cotés par —5 qui est
négatif.

Ex. 4, p.39. a/ On multiple par 3 les deux c6tés la premiére équation pour chasser le
dénominateur :

b/ Pour la deuxiéme inéquation, on multiplie par 2 les deux cotés :

. 2
2(1—z) > 7“”4-3 & 4(1-2)> —o+6 & 4—4z>—a+6 & —3r>2 & |z <—3

La derniére inégalité est changée de sens car on a divisé des deux cotés par —3 qui est
négatif.
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¢/ Pour la troisiéme, on multiple par 2 les deux cotés :

2x—%>x+2 S dr—1>2x4+4 & 2 >0 & |z >

N | et

d/ La quatriéme se résout directement :

—3z4+15>2z—-6 & —4z>-21 & z<%

La derniére inégalité est changée de sens car on a divisé des deux cotés par —4 qui est
négatif.
e/ Pour la cinquiéme, on multiple par 6 les deux cotés pour chasser les dénominateurs :

+2 <45 o 6xg+6x§ <122430 & 5z < 122430 & —Tx<30 & |z> —=

wly

T
2

La derniére inégalité est changée de sens car on a divisé des deux cotés par —7 qui est
négatif.
f/ Pour la derniére, on multiple par 3 les deux c6tés pour chasser les dénominateurs :

x—3
3

1
+1§x+% & o-343 <3zta+l & o<dotl & —Io<1 & 22—

La derniére inégalité est changée de sens car on a divisé des deux cotés par —3 qui est
négatif.

Ex. 5, p.39. a/ Dans la premiére inéquation, on regroupe d’abord les z :

g—3<l < 2—l<3(!) l<3(:) :L'>l
T x x x x 3

A la derniére étape, on a pris les inverses, ce qui renverse 'ordre, par la prop. 5, p. 34.
b/ Pour la deuxiéme inéquation, on regroupe d’abord les x :
5 2 5 2 3

—-3< —-=2 —_— <32 — <1
r+1 <x-l-l ®x+1 w-i-l< ®x+1<

On prend alors les inverses, ce qui renverse 'ordre :

e o] e 2
rx+1

<H & |lo>

=

d/ Dans la quatriéme on fait passer —% a droite :
2 1 1 2

La derniére inégalité est changée de sens car on a multiplié des deux cotés par —1 qui est
négatif.
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e/ Pour la cinquiéme, on multiple par z + 1 des deux cétés. Comme z + 1 > 0 le sens ne

change pas :
' 5

<
z+1 z+1
Or cette inégalité est fausse. Donc I'ensemble . des solutions de cette cinquiéme équation
est vide :

& 5 <2

=4

f/ Pour la derniére, on multiple par 3 les deux c6tés pour chasser les dénominateurs :

=

§+5w>§ & 24152>5 « 152>3 o x>% o lz>
< 1)

Ot -

Ex. 6, p.39. On multiplie des deux co6tés par a. Le sens ne change pas car a > 0 :
1
a+->2 2 d°+1>2a = a®+1-2a>0 & (a—1)>>0
a

et ceci est toujours vrai, car le carré d’'un nombre réel est toujours > 0.
Ex.7, p.40. 1. On connait la relation :

(voir ex. 16, p. 166) qui donne la distance d parcourue par un mobile pendant un temps ¢,
lorsqu’il est animé d’une vitesse constante v. On déduit :

d
t=—
v
Donc le temps ¢1 mis pour parcourir les 50 premiers km est :
50
tl = ?
et le temps {2 mis pour parcourir les 50 derniers km est :
50
to = —
v

La durée totale du parcours est donc :
5 5
b o e B
3 v 3 v

La vitesse moyenne m cherchée est la vitesse constante qui donne la méme durée t1 +t2
pour parcourir 100 km. On a donc :

100 1 1 100 1 2
m=———= X —=10Xx ———FM — = —— X =
b+t b+t el 1% % 1,1 1,1
Sk §+5 3 v 3w

c’est bien ce qui était annoncé.

3. On sait que le temps total du parcours en heures est :
3 _ 50 " 50 " 50
~ 3 v 3

ce que l'on convertit de la fagon suivante, en heures et minutes :

50 48 4+ 2 48 2 2
33 ~— 3 t3-l6htgh
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2 2 : 60 . . :
Or 3 h = 3 X 60 min = 2 X 3 min = 40 min. Finalement le temps total du parcours est
au minimum de 16 heures et 40 minutes. LL’automobiliste ne sera donc pas arrivé avant
16 h 40 en B.
4/ A la question 2., il a été montré que le moyenne m des deux vitesses 3 et v est < 6,
quelle que soit la vitesse v. Cette valeur 6 km/h correspond a t; = 0. En effet :

100 =100xl=100x3=6

ty +0 ty 50
to = 0 signifie que les 50 derniers km ont été parcourus avec une vitesse infinie. On ne
peut donc aller plus vite! Et malgré cela, la moyenne des vitesses est faible : 6 km/h au
maximum. Ceci montre bien que, quelque soit la rapidité de la deuxiéme partie du trajet,
on ne peut pas rattraper la lenteur (3 km/h) de la premiére partie : le temps qu’on a
perdu dans cette premiére partie (embouteillages, bouchons, ou autres) ne peut pas se
rattraper.

to = m=

Ex. 8, p.40. 1. Voici le schéma du TGV :
MVVVVVMMVVVVVM

2. La longueur du TGV en meétres est donc :
4x19410x 18,3 =176 4+ 183 = 259

3. Entre le moment ou 'avant du TGV est passé devant moi, et le moment ou I'arriére
du TGV est passé devant moi, il s’est écoulé 2,5 secondes. Autrement dit, ’arriére du
TGV a parcouru 259 m en 2,5 secondes. La vitesse v en m par seconde de 'arriére du
TGV, ou du TGV lui-méme, est donc :

=

v}
=}

b5}
v 2’ ’

ot

Exprimons v par une vitesse v’ en km/h. Notons d’ la distance en km et ¢’ le temps en h.

On a:

' 2 2,5
d = 0,259 1= 3600
On en déduit :
, 0,259 0,259 x 3600
D= 35 = 55 ~ 373
3600

Ex.9, p.41. 1. Sib est un diviseur de n, il existe un entier ¢ tel que n = bg. Donc ¢
divise n, c’est-a-dire % divise n. De plus :

b>vn & < — @%S\/ﬁ

| -
N

Pour la deuxiéme équivalence, on a multiplié par n des deux cotés, et utilisé la relation :

n
Y e \/7_1
vn
2. On raisonne par l’absurde. On fait 'hypothése qu’aucun nombre premier p tel
que p < y/n ne divise n. Supposons que cependant, n ne soit pas premier. On va
montrer que cette supposition conduit & une contradiction.
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Par le th. d’Euclide (th. 1, p. 41), n admet au moins un diviseur premier b qui est < n
sinon, n serait premier. Il existe donc un entier ¢ > 1 tel que n = bq. Donc ¢ divise n,
et ¢ = D De plus, d’aprés I’hypothése, b > /n. Par la question 1, on a donc ¢ < y/n.
Par le th. d’Euclide, ¢ admet au moins un diviseur premier 7. On a donc r < y/n et r
divise ¢ qui divise n, donc r divise n. Ceci contredit I’hypothése, la supposition que n
n’est pas premier est donc absurde.

3. Puisque /337 = 18,35..., pour montrer que 337 est premier, il suffit de montrer qu’il
n’est divisible par aucun des entiers 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17. Les critéres de divisibilité
classiques montrent que 337 n’est divisible ni par 2, ni par 3, ni par 5. Il ne reste donc
qu’a voir que les divisions de 337 par 7, 11, 13, 17 ne tombent pas juste, ce qui peut

se faire a la calculette.

Ex.10, p.41. 1. On met donc en évidence des carrés parfaits dans chaque racine, et
on utilise ensuite la propriété : la racine d’un produit est le produit des racines :

VE0=1/25x2=vV25x V2 = 52
VA8 = /16 x3=V16 x V3 = 43
V1000 = V100 x 10 = V100 x V10 = 10V10

2. On utilise donc la propriété : la racine d’un quotient est le quotient des racines :

2 _ V2
25 /25

J10_ 5 _ V5
72 V36 /36

Ex.11, p.42. Il y a des carrés parfaits dans toutes les racines :

[

2 ot
oS “§

A=V36+V100=6+10 = 16
B=v25-v100=5-10 = -5
C=v814+V36 = 94+46=15

D=164—-3/4—-/16=8—-3%x2—-4=4—-6 = -2
E=5V49 —-V49=4V/49=4x7 = 28
F =100 + V10000 = 10 — 100 = —90

Ex.12, p.42. 1 et 2. On utilise les identités remarquables (prop. 3, p. 15) :
A = (1+V3?=12+V3 +2xV3=4+2V/3~ 7,46

i il —P—alr =1 -g—-$

C = (5-V3)?=524V3 —2x5xV3=28—10V/3~ 10,68

&
I
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Ex. 13, p.42. On utilise les formules du cours p. 36, en particulier la formule :

Va2 =a
valable pour tout réel positif a :
A = V/32x81=vV3x/8l=3x9=27
B = V49x52=Va9xV52=Tx5=35
c = 400 = 20
D = V32x50=vV32xV/50=3x5=15
E = 102 =10

F = Ve2x2=V2xV2=7Tx2=14
Ex. 14, p.42. 1. et 2. Puisque f(z) = 322 + 2 — 1, il vient :

f(0) = 3x0°40—-1=-1
f() = 3x1°4+1-1=3

F(WB) = 3x V5 +vVB—1=154+vV6—1=14+ 5~ 16,24
F(V2) = 3xV2Z4vV2-1=64+V2—1=5+V2~641
f(=vV2) = 3x(—vV2)} =-VvV2-1=6-Vv2-1=5—-V2~359

Pour f(—v/2) on a utilisé (—/2)? = V2 =2

Ex. 15, p.42. On a les équivalences :
2m+\/§=0®2x=—\/§®x=—§

4$—\/7=0®4x=\/7®z=§7

z—3V7T=0&z=3V7

Ex. 16, p.42. La régle d’annulation (th. 5, p. 27) permet d’écrire :

2z4+V3)(—z+7) =0 & 2z+V3=0 ou —z+7=0) & (w:—? ou z=17)

[’équation a donc deux solutions. Si on note . I'ensemble de ses solutions, on a :
) 3
r {'% 7}

Pour la deuxiéme équation, on a de méme :

~|S

3
(—224+3)(4x+V7) =0 & (—2¢+3=0 ou 4z+V7=0) < (m=§ ou r=—
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[’équation a donc deux solutions :

7={3 _ﬁ}

2’ 4

Pour la troisiéme équation, on applique la régle | a*=02a=0 | On en déduit :

(z—3VT)? =0 & 2—-3VT=0 & z=3V7

La troisiéeme équation a donc une seule solution :
7 ={3v7}
Passons a la quatriéme équation

V722 —-5)=0 & (v/7=0 ou 26 —5=0) & (z=0 ou ==

N et
SN

Cette équation a donc deux solutions :

Passons a la cinquiéme équation

(2> +3) 42+ VT) =0 & (2°+3=0 ou 42+V7=0) & (z°=-3 ou z=—-—)

Al%

Mais 22 = —3 est impossible car un carré est toujours > 0. Donc la cinquiéme équation

n’a qu’une seule solution :
7
4

Passons a la derniére équation, on raisonne comme pour la troisiéme :
(xVT=3VT)’ =0 & 2V7T-3V7T=0 & V7(z-3)=0 & 2—-3=0 & z=3
La derniére équation n’a donc qu’une solution :

7 = {3}

Ex.17, p.43. On applique la méthode indiquée dans la solution partielle : pour réduire

I’expression B = /5 + /20, on fait apparaitre 5 dans la seconde racine :
B=V5+V56x4=V5+V6xV4=V5+V5x2=3V5
Pour réduire FE = 83 — 21/48, on fait apparaitre 3 dans la seconde racine :
E =8/3-2/3%16 = 8/3-2V3V/16 = 8/3-2V3x4 = 8/3-8V3 =0
Pour réduire F = /10 + /1000, on fait apparaitre 10 dans la seconde racine :

F = v104+ 10 x 100 = v104+ V10 x V100 = V10+ V10 x 10 = 11v10
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Ex. 18, p.43. On remarque que 36 et 100 sont des carrés parfaits. On a donc :
A=V36-V100=6—10=—1
On a ensuite :
B=V5+V80=V5+V5x16=V5+V5x4=5V5
C=V28+V63=VAIXT+VIXT=VAxVT+VIxVT=2VT+3V7=5V7

D=V72-3V/2-V/8=v2x36—-3V2—-V2x4
=V2xV36-3vV2-V2x V4
=V2x6-3V2—-V2x2=2

E=5V34+V48=5V34+/3x16=5V3+V3x V16 =5V34+V3x4=9V3
On remarque que 100 = 10 et 10000 = 100%. On en déduit donc :

F = +/100+ v/10000 = 10 4+ 100 = 110

Ex. 19, p.43. On rapplique la régle : “racine d’un produit=produit des racines” :

V32 11 =432 x Vi1l=3v11

V7 x 5% = VTV5% = VT x 5% = 25V/7
V2 x 106 = V2106 = V2 x 10° = 1000v/2

32 x5t=v32xV/54=3x5 =75
E=V5x2=15x52x2x22=5x2xV5x2=10/10
F=123x2 =V2-3+5 = /22 = 2

=)

A
B
C
D

Il
ot

Ex. 20, p.43. On rapplique la régle : “racine d’un produit=produit des racines” :
A = V500 +3v5 = V5 x 100 + 3v5 = V5 x V100 + 3v5 = 105 + 35 = 13V5
B=3V5-V45=3V5—-vV9x5=3V56-VIx V5=3V/5-3/5=0

C=V98-V32=v2x49—/2x 16
=vV2x V419 — V2 x V4 =7V2 - 2V2 =5V2

D=v45—-v80+V/5=vV5x9—v5x 16+ V5
=\/5X\/§—\/5X\/E+\/5=3\/5—4\/5+\/5=0

E = /150 — /100 + V50 = v/25 x 6 — 10 + /25 x 2
= V25 x (V6+V2) —10 =5(V6 +V2) — 10
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F =+v10+ v1000 = v10 + v/10 x 100
=+v10+ v10 x v100 = v10 + 10v/10 = 11V10

Ex. 21, p.44. On permute les dénominateurs :
30 21 30 21 3 3 X3 \/3X3 3
B: —_— _——= —_— _= - 3= = — =
V7 Vo=V * V7 \/;x‘/_ \/4 N
c_JB. [3_ [15  [35 _ [15x35 _ [#x35 _ [35
T V14 6 V6 15 Veéex15 \6xy» V6

On regroupe en une seule racine :

D=\/gx\/8=,/2§6=\/2x2=2

On transforme séparément chaque racine :

] 24 18
E—\/E—\/g—\/ﬁ—\@—o

F=V32—-v8=v2x16—v2x4=vV2x V16— V2 x V4=4V2-2V/2=2V2

On peut aussi faire :

F=v32-V8=v/4x8—-V8=V4/8-V/8=2V8—-V/8=1/8=2V2

Ex. 22, p.44. On permute les dénominateurs :

a 4b a 4b 1 1 2
Az\/;x E: ﬁx T= a—2->< 4='(—1'X2=‘—1’

3a b 3a b3 \/§ V/3b
B=glw Y=Y * V5 =17 %v5=

On regroupe en une seule racine :
[4b \/? [a2 2 2 b
C: — X —_—= —_—— = — X -
3a a 3a2 a3 V3 a
2 2
BB sl = o0 ™ P —
b b )
a b [ ab
) — —_— —_—= _— 1=1
= \/;X\/; ba Vi

F =/ Jo=2/G—a=a

Calcul immeédiat :
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Ex. 23, p.44. On a :

A = Vax102=v1V/102=2x 10 =20

B = /81x 10® = v8IV10® = 9 x 10* = 90000
c = \/W=\/AE\/W=7><103=7000
D

= V25x 10* =25 x V10 = 500
E = V103 x 10° = V'10% = 10* = 10000
F = 10-13 x 1019 = v/10-13+19 = /106 = 103 = 1000

Ex. 24, p. 44. Puisque f(z) = 2* — 2% + z, il vient :
f0) = 0*—0°4+0=0
FWVB) = V5 — V5 +V5=((V5)?)?—5+vV5=5°—5+V5=20+5
F(=VB) = (VB = (=VB)Y = vB=V5 — V5 —V5=52—5-v/5=20—5
FV2) = (V2)' = (V2 +v2=((v2)*) -2+ Vv2=2"-24+V2=2+V2
(V2 = (—V2)'— (V2 —V2=V2 —VZ —V2=2"—2-V2=2-V2
Pour calculer f(—v/2) et f(—+/5) on a utilisé les formules, valables pour tout a > 0 :
(—va)® = Va'=a
(—va)! = Va'=Vai=d’

Ex. 25, p.45. Pour transformer C, on multiplie haut et bas par Pexpression | 1 + /7

qui est 'expression conjuguée du dénominateur | 1 — /7| . On obtient :

_14+VT O A4+VT)x(A4+VT) (14 VT)?
T1-V7 A=V x(1+V7)  1-T
C14742V7T  —8-2VT —4—VT
B —6 B 6 -3

Pour transformer D, on multiplie haut et bas par v/3. On obtient :

Vi_Vixy3_ VA

D=—= =
V3 V3xv3 3
Ex. 26, p.45. Pour transformer A, on multiplie haut et bas par /2 :
A_"l_-1xv2 V2
V2 VEZx 2 2

Pour transformer B, on multiplie haut et bas par 4 + v/7 qui est I’expression conjuguée
du dénominateur 4 — /7 . On obtient :

3 3x(A+VT) 3x(A+VT) _ 3x(A+VT) 4+ V7
S A—VT A=V x@+VT) 16T 9 -3
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Pour transformer C et D, on procéde encore en multipliant haut et bas par ’expression
conjuguée du dénominateur :

c_1=VT_(1-vV)x0-V7) _(1-V7)’
1+V7T 1+ V7)) x (1-V7) 1-7
1472V 84+2VT 44 VT
B —6 B 6 -3

D=2+\/5=(2+\/5)x(2+\/5)_(2+\/5)2=4+5+4\/5=_9_4\/5
2—-v5 (2—-v5)x(2+5) 4—-5 =il
Ex. 27, p.45. On calcule d’abord a® :
1 1 1 1 1
a=2(1+V7) = o’ = L1+ VD) = L (1+7+2V7) = (8 +2V7) = c(4+V7)

On en déduit :
8aZ =4+V7

D’autre part :
1
4a+3=4xZ(1+\/7)+3=1+\/?+3=4+\/?

On a donc montré que 8a® = 4a + 3.

cqfd
Ex. 28, p.45. On calcule a® et b? :

a=(V6-V2)
g 1 g 1 1 1
= o’ = (V6 - V2)" = (6 +2-2V6V2) = (8 - 2v6V2) = S (4 - V6V2)

b= i(\/é+ Vv?2)
= b= 1—16(\/8+ V2)? = 1—16(6+2+2\/6\/§) = 1—16(8+2\/6\/§) = %(4+ V6v2)
On en déduit :

@+ 8 = L (1 V6VE) + S(4+ VYD) = L (1~ ¥6VD) + 3 (4 +6vD) =

=11

0| =
0] =

Ex. 29, p.46. On calcule a? :
a=V5-1= a>=5+1-2v56=6-2V5

Comme on sait que v/5 2 2,2, on voit que v/5 > 1 donc a > 0. Alors, la définition 1, p. 35
s’applique :

a>0et a2=6—-2vV5 = a=1/6—-2V5
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Ex. 30, p.46. 1. On calcule ©? :

<p=%(1+\/5) = <p2=%(1+\/5)2

=l(1+5+2\/5)=i(6+2\/5)

4
1 1 1 2,
=56+VB) =3(1+2+VB)=c(1+VB)+ 5 =p+1
2. On part de la relation :
P’=p+1
On la divise par ¢ des deux cotés, et on obtient :
1
p=1+—— 1)

3. On reporte I'expression (1) de ¢ que 'on vient d’obtenir, dans ’expression elle-
méme a la place de . 11 vient :

et on peut continuer :

1 1
(p:l-l— i = 1 etc.
1+——— 14 I
1+ —— 14 i
1+ ——
4. On calcule a puis b a partir de a :
i 1 1 i 3
a=1+-=2 b=l+—r=14-=1+-=1=
1 1 1 a 2 2
+_
1
puis on calcule ¢ a partir de b :
1 b 3 3
1+ —
it —
+1
et d a partir de ¢ :
3 8
d=1+ - =1.|.1=1.|._=_
1 c 5 5
14 1
1+ ——
15=
5. On examine les nombres :
2 3 5 8
a—I b—§ C—§ d—g
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et on voit qu’on peut écrire :

a—g b_§_2+1 C_§_3+2 d_§_5+3
1 2 3 8 3 & B
c’est-a-dire qu’on passe d’'un quotient — au quotient suivant . Ainsi
u 8 o ut+v 8+5 13
v 5 vw 8 8
6. Si on continue, on trouvera pour les suivants :
8_)8-!-5_13_)13+8_21_)34_)55_)89_)144 "
5 8 8 13 13 2l 4 55 g9 ¢
7. Voici la figure :
%
3 s s 2
2 5 (13 3
8
21
13
On voit que les réels successifs :
, 3 5 8 1 2
2 3 5 8 13

sont alternativement a droite ou a gauche de ¢ et s’en rapprochent. Par exemple :

S =it S—is %:1,615... ¢ = 1,61803.... %3=1,625

8 = 1,66...
g 5

Wl o
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Chapitre 3

Géomeétrie plane

L’essentiel de la géométrie pratiquée au collége a été exposé pour la premiére fois par
Euclide dans ses Fléments, aux environs de 300 avant Jésus-Christ.
En géométrie, on utilise parfois, pour nommer les angles, les premiéres lettres de

I’alphabet grec : se prononce “alpha”, IE se prononce “béta”, se prononce
“gamma’. Pour certains points, comme les centres de cercles, on utilise aussi la lettre

grecque qui se lit “petit oméga” et la lettre qui se lit “grand oméga”.

1 Cosinus, sinus, tangente

Définition 1. Soit ABC un triangle rectangle en B. On pose :

AB adjacent B
cosA = — = ————
AC hypoténuse
. BC opposé
3 A = —_— = —_—
s AC hypoténuse
sin A BC opposé A C
cos A AB adjacent

Dans ce cours, nous écrivons traditionnellement tg A alors que certains écrivent tan A.

Proposition 2. Si deur angles aigus onl méme cosinus ou méme sinus ou méme
tangente alors ils sont égaux.

Proposition 3. (relation fondamentale de la trigonométrie) Si o est aigu, on a :
cos® a+sina =1
Proposition 4. (angles complémentaires) Soit a un angle aigu. On a :

cos(90 — @) = sina sin(90 — a) = cos
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Proposition 5. (tableau des valeurs usuelles) On a les valeurs usuelles suivantes :

« 0] 30 45 60 | 90

1

3 | - 0
cos «v 5

2

7

—_— 1

w

sinaw | 0

Nl | N
= el

NN

On a vu en classe de 4¢, que la touche d’une calculette donne le cosinus d'un

angle, tandis que la touche donne I’angle dont on connait le cosinus.
Si par exemple, on a :
cosa = 0,2

pour trouver la valeur de «, on tape la touche de la calculette :
a = acos(0,2) = 78°4630...
et on peut vérifier que cette valeur est correcte en prenant son cosinus :
cosa = cos(78,4630...) = 0,2
On dit que la touche est directe et que la est sa réciproque.
Noter que sur certaines calculettes, la touche est nommée [arccos| ou |cos™!

Dans le cas du sinus et de la

touche directe | touche réciproque

tangente, on a aussi les touches

directes et réciproques. Donc la W e
touche donne I’angle dont
on connait le sinus, et la touche —_— - N
m donne Dl’angle dont on
connait la tangente. Un exemple tangente r—

concret se trouve dans ex. 7, p. 67.

2 Reéduction et agrandissement

Définition 6. Soit ABC un triangle. Sur les demi-droites [AB) et [AC), on considére
des points B’ et C', tels que B' # B et (BC) J/ (B'C"). On pose :

_AB’
- AB
Si k > 1, on dit que AB'C' est un agrandissement de ABC dans le rapport k. Si
k <1, on dit que AB'C’ est une réduction de ABC' dans le rapport k.

Cl

k

BI

k>1
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[’énoncé suivant résulte du théoréme de Thalés, voir th. 4, p. 17 :

Proposition 7. Sous les hypothéses précédentes, on a :
AB' = kAB AC' = kKAC B'C’' = kBC
Corollaire 8. Dans ces conditions, on a :

périmétre AB'C’ =k x périmétre ABC
aire AB'C' = k® x aire ABC

3 Orthocentre

Proposition 9. Dans un triangle, les trois hauteurs sont concourantes.

Définition 10. L%intersection des trois hauteurs est appelé orthocentre du triangle.

Démonstration : Notons ABC' le triangle. Soit d la hauteur de ABC relative a C.
Considérons la droite issue de A, et parallele a (BC), la droite issue de B, et paralléle
a (C'A), la droite issue de C, et parallele a (AB). Ces droites se coupent en A’, B’ C’,
comme marqué sur la figure :

'8 C i
B A

Cl
Par hypothése d 1L (AB) et (A’B’) J/ (AB). Donc, par le th. des paralléles, on déduit :

d1l (A'B)

Par ailleurs, le quadrilatére ABA’C' est un parallélogramme. Donc :
CA' = AB

De méme, ABCB’ est un parallélogramme. Donc :

CB' = BA
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On en déduit que CA" = CB’, et donc C est milieu de [A’B’]. La droite d est perpendi-
culaire a [A’B'] et passe par son milieu, c’est donc la médiatrice de [A’B'].
On a donc montré qu’une hauteur du triangle ABC est médiatrice d’un cété du
triangle A’B’C”. On démontrerait que c’est vrai aussi pour les deux autres hauteurs.
Donc, les hauteurs de ABC sont les médiatrices de A’ B’C”. Or on sait que les média-
trices de A’ B’'C” sont concourantes, donc les hauteurs de ABC' sont concourantes.

4 Exercices

Pour réviser le cours de 4¢

Exercice 1.

Soit ABC' un triangle rectangle en C. Soit H le pied de la hauteur relative a C'.
1. Faire une figure avec [AB] horizontal. Tracer le triangle ABC' et la hauteur (C'H).

2. En calculant de deux fagons différentes, montrer qu’on a :

Ao AC_aH
LT UAB T AC
3. En déduire qu’on a la formule :
AC? = AH x AB (1)

Exercice 2.

On reprend les données de 'exercice précédent (ex. 1, p. 64). Soit ABC un triangle
rectangle en C'. Soit H le pied de la hauteur relative a C.

1. Faire une figure avec [AB] horizontal. Tracer le triangle ABC' et la hauteur (CH).
On éléve au carré l'égalité AH + HB = AB, et on obtient la relation :

AH? + HB? +2AH x HB = AB?

2. Dans cette relation, remplacer chaque carré AH?, HB?, AB? par son expression
donnée par théoréme de Pythagore (voir th. 6, p. 18) appliqué dans 'un des
triangles rectangles AHC, HBC, ABC.

3. Vérifier qu’on obtient aprés simplification :

CH? = AH x HB

4. Remplacer dans cette formule C'H? par son expression donnée par le th. de Py-
thagore appliqué dans le triangle rectangle AHC'. Vérifier qu'on obtient :

AC?2 —_AH?=AH x HB

Isoler AC? dans cette formule, mettre AH en facteur. Vérifier qu’on obtient :

ot

AC? = AH x AB

C’est la formule (1), démontrée dans 'exercice précédent (ex. 1, p. 64) par un
tout autre moyen.
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Exercice 3.

Soit AC'B' un triangle, et soit B € [AC] un point distinct de A et C.
e La parallele a (BB'’) issue de C' coupe (AB’) en C".
e La paralléle a (B'C) issue de C’ coupe (AC) en D.
e La parallele a (C'C") issue de D coupe (AB') en D'.
e La paralléle a (C'D) issue de D' coupe (AC) en E.

1.

ot

Tracer le triangle ACB’ pas trop grand. Placer B plus prés de A que de C.
Compléter la figure.

Montrer, par le théoréme de Thalés (voir th. 4, p. 17) qu’on a :
AB AB’
AC ~— AC

Montrer qu’on a de méme :
AC AB’
AD — AC’

En déduire :
AB _ AC -
AC ~ AD

. ) AC AD e o

Calculer de méme les quotients D et AR et en déduire :
AC  AD
AD ~ AL @)

Déduire des relations (1) et (2) qu'on a :

AB _ AC _ AD
AC ~ AD  AE

On suppose AB = 1. Montrer que, si on note AC' = z, on a alors :

AD = z* AE = z*

Exercice 4.

(unité au choix) Soit ABC un triangle tel que :

AB =3 BC =4 CA=5

. Tracer ABC' avec [C'A] horizontal. Démontrer que ABC' est rectangle en B.

Soit J € [C'A] tel que C'J = 3. La parallele a (AB) issue de J coupe (BC) en 1.
La parallele a (C'A) issue de I coupe (AB) en K. Compléter la figure.
a/ Montrer qu'on a :
BI 2
BC 5
b/ En déduire que le triangle K BI est une réduction de ABC' dans le rapport %

¢/ Montrer qu’on a :

cJ
CA

ol W
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d/ En déduire que le triangle JIC' est une réduction de ABC dans le rapport g
5
4. Montrer que l'aire du triangle ABC vaut 6. En déduire, par la prop. 8, p. 63,

qu’on a :
/3 b g
aire KBl =6 x (;) aire JIC = 6 x (;)

3] o]

5. Montrer qu’on a :

aire AKIJ = B
25

Exercice 5.

Soit ABC un triangle. On note H le pied de la hauteur relative & A. On pose comme

d’habitude a = BC, b= CA, ¢ = AB. On note h = AH. On suppose :

ABC = 60° ACB = 45°
On rappelle le formulaire :
cos 30 = ? cos4b = ? cos 60 = é

1. Tracer [BC] horizontal, de longueur arbitraire. Construire le point A. Tracer les
cotés [AB] et [AC].

2. Montrer qu’on a :

HAB = 30° HAC = 45°
3. En déduire les formules :
h = bcos4b h = ccos 30

4. Deéduire des formules précédentes qu’on a
cV3 = bv2

Montrer qu’on a :

(9

a=cxcos60+bxcosdb

6. En déduire :
2a = c+ bV/2

puis

2a=c(1+\/§)

7. Conclure de tout ceci qu’on a :
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Exercice 6 (symétrique de l’orthocentre).

(prendre une grande unité) Dans un repére orthonormé du plan on considére les points
A(0;0), B(5;0), C(2;3), ©2(2.5,0.5). Soit ¢ le cercle circonscrit au triangle ABC, dont
on admet qu’il a pour centre €. Soit H I'orthocentre de ABC, et soit H' le symétrique
de H par rapport a (AB).

On se propose de démontrer le résultat classique suivant :

H €%
1. Tracer le triangle ABC, ses trois hauteurs, son orthocentre. La hauteur relative
a C coupe (AB) en C’'. Marquer ce point. Tracer €.
2. Soit D le symétrique de C' par rapport a 2. Marquer D, tracer [C'D] en pointillés.

Les coordonnées ci-dessus ont servi a obtenir une figure grande et lisible. Elles ne servent
plus dorénavant ; elles ne doivent pas étre utilisées dans les démonstrations.

3. Montrer que les droites (AH) et (DB) sont perpendiculaires a (BC).
4. Montrer que les droites (BH) et (DA) sont perpendiculaires a (AC).
5. Déduire des deux questions précédentes que HAD B est un parallélogramme.

6. On note I le milieu commun des diagonales [H D] et [AB]. Montrer que :

(C'I) /) (H'D)

7. Conclure.

cos, sin, tg

Exercice 7.

(unité le cm) Soit € un cercle de centre A et de rayon 4. Soit un point M € €, tel
que (AM) ne soit ni horizontale ni verticale. Sur la tangente d & ¢ en M, on place un
point B, tel que AB =7.

1. Dessiner la figure.
Calculer sin B

En déduire une valeur approchée de I’angle E, puis une valeur approchée de A.

- W N

Vérifier les valeurs trouvées en mesurant les angles sur la figure.
Exercice 8 (d’aprées brevet 2018).

(unité le cm) On considére un triangle rectangle ABC dont I'angle A est droit. On
note S son aire.
1. On suppose :
AB =14 AC =35
a/ Tracer le triangle.
b/ Calculer tg B.

¢/ En déduire une valeur approchée de I'angle B. Vérifier sur la figure.

d/ Calculer S
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2. On suppose :

BC CA=3

Il
(S

a/ Tracer le triangle.

b/ Calculer sin B.

¢/ En déduire une valeur approchée de I'angle B. Vérifier sur la figure.

d/ Calculer AB. Calculer S
3. On suppose :
BC =6 CBA = 45°

a/ Montrer que ABC est isocéle en A. Tracer ABC.
b/ Calculer BA
¢/ Calculer S

Exercice 9.

(unité le em) Soit ABC' un triangle rectangle en A, tel que AC =7, CB =9.
1. Tracer [AC] puis la perpendiculaire a (AC) issue de A. Compléter la figure.
2. Calculer AB.

3. Montrer qu’on a :

cosB=-3—\/§ sinBzg

>

Calculer les valeurs exactes de cos C' et sin C'.
Calculer tg B et tgC.

Donner les valeurs approchées des angles BetC.

= o4

Vérifier ces valeurs en mesurant les angles sur la figure.
Exercice 10.

Soit ABC un triangle dont I'angle A est aigu. On note comme d’habitude : a = BC,
b= CA, ¢ = AB. La hauteur relative a B coupe (AC) en H. On note h = BH et S 'aire
de ABC.

1. Dessiner la figure.
2. Calculer sin A dans le triangle AHB

3. En déduire qu’on a : |
h=csin A S= EbcsinA
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Exercice 11 (I’arpenteur-géometre (i)).

J’ai tendu des cordes de clocher a clocher; des guirlandes de fenétre a fenétre; des
chaines d’or, d’étoile a étoile, et je danse. (Rimbaud, Les [lluminations)

La figure ci-dessous est en perspective, et il faut imaginer que (AB) est horizontale.

A

. On suppose donc que ABC est un triangle rectangle en B. Calculer tg « en fonc-

tion de certains des cotés de ABC.
En déduire
BC = AB x tg«

Quelle est la hauteur du clocher si AB = 15 m et a = 35°7 On donnera une
valeur approchée au dixiéme.

Exercice 12 (I’arpenteur-géomeétre (ii)).

Un goniométre est un instrument de visée qui permet de mesurer des angles. La
scéne que l'on va décrire se déroule sur un plan horizontal. Pour mesurer la hauteur
d’un clocher, un arpenteur-géomeétre place son goniométre sur un pied, a 1,50 m du
sol, et & 30 m du bas de la tour du clocher. Il procéde ensuite ainsi : il fait une visée
a I’horizontal vers la tour du clocher, puis remonte le viseur de son instrument jusqu’a
viser le sommet du clocher : on suppose qu’il a remonté son viseur de 25°. On se propose
de calculer la hauteur du clocher.

1.

Dessiner la figure. Marquer les points : B = bas de la tour du clocher, H = point
de la tour visé a ’horizontal, S = sommet du clocher, G = position du goniométre.

On a HGS = 25°. Montrer que
HS

> &

tg@:

En déduire
HS = HG x tg25

En déduire la hauteur du clocher : valeur exacte, puis valeur approchée.
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Exercice 13.

(unité au choix) On se place dans un repére orthonormé du plan. Soient les points

<

A(=5

SR o0 D e

;2), B(0;5), C(0;0). Le point A se projette orthogonalement en H sur (BC).
Placer les points. Tracer [AB], [AC], [AH].

Calculer les valeurs exactes de tg B et tgC.

En déduire des valeurs approchées des angles BetC.

En déduire une valeur approchée de BAC.

Vérifier ces valeurs en mesurant les angles sur la figure.

Exercice 14.

Soit ABC' un triangle rectangle en A. On considére un point D € [AC]. On note :

1
2
3
1

a=ABD 8= DBC
. Dessiner une figure assez grande, avec [AB] horizontal.
. Calculer tg a dans le triangle ABD.
. Calculer tg (a + ) dans le triangle ABC.

. En déduire qu’on a :

CD

tg(a+ﬁ)—tga=ﬁ

Exercice 15.

Soit AC'D un triangle rectangle en C. On considére un point B € [AC]. On note :

1
2
3
1

a=CAD B = CBD
. Dessiner une figure assez grande, avec [AC] horizontal.
. Calculer tg o dans le triangle AC'D.
. Calculer tg 3 dans le triangle BC'D.
. En déduire qu'on a :
1

1
AB=CD —_—
X(tga tg B

Exercice 16.

1.

ot

Tracer une demi-droite horizontale [Az). Sur cette demi-droite, marquer un
point B.

Au-dessus de [Az), tracer la demi-droite [Ay) telle que :
BAy = 22°
Au-dessus de [Azx), tracer la demi-droite [Bz) telle que :
2Bz = 34°
Les demi-droites [Ay) et [Bz) se coupent en D). Le point D se projette orthogo-

nalement en C sur [Az). Compléter la figure. On voit que cette figure est un cas
particulier de celle de I'ex. 15, p. 70. On a donc :

1 1
AB=CD X (——= — —
(g2 ~ 1g31)
Calculer :
A 5 R
tg 22 tg 34 tg22 tg34

Mesurer AB et C'D. Vérifier qu’ils sont presque égaux. Pouvait-on le prévoir ?
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5 Correction des exercices

Ex. 1, p.64.
2. Dans le triangle AHC' qui est rectangle en C
H,on a:
AH
cos A = aC
Dans le triangle ABC' qui est rectangle en C|
ona:
cos A = i
AB A H B
Si on compare, il vient :
AC _ Al
AB  AC

3. On égale les produits en croix, et on obtient la formule cherchée :
AC? = AH x AB

Ex. 2, p.64.
2. et 3. Dans la relation : C

AH? + HB? + 2AH x HB = AB?

on remplace les carrés par leur expression pro-
venant du th. de Pythagore appliqué dans les
triangles rectangles AHC, HBC', ABC :

AH? = CA®? — CH? HB? = CB? — CH?

AB? = CA? + CB? A H B
On obtient :
CA’ -CH?+CB*>-CH?+2AHx HB = CA?>+CB?
oA CH*+0B° —-CH*+2AHxHB = GA+08%
—2CH?>+2AHxHB = 0
CH? = AHx HB

4. Par le th. de Pythagore appliqué dans le triangle AHC on a :

CH? = AC® — AH?
On reporte, et on obtient :

. o AC? — AH? = AH x HB
5. Ceci se réécrit :
AC? = AH?+ AH x HB
= AH x (AH + HB)
AH x AB
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Ex. 3, p.65.

A B C D E
2. et 3. On applique le th. de Thalés dans les triangles ACC” et ADC". On obtient :
AB _ AB’ AC AB’
AC — AC’ AD  AC
4. Les quatre quotients sont donc égaux, et en particulier :
AB _ AC -
AC  AD
5. On applique le th. de Thalés dans les triangles ADD" et AED’. On obtient :
AC _ AC AD _ ACt
AD — AD’ AE — AD’
Les quatre quotients sont donc égaux, et en particulier
AC  AD
AD = AR @)

6. Les relations (1) et (2) conduisent aux deux égalités :

AB _ AC _ AD
AC ~ AD  AE

7.51 AB=1et , ces égalités se réécrivent :
L
x AD AD — AE

On fait les produits en croix, et on obtient :

AD = z° et

zAE = AD? & zAE =2 « |AE =2*
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Ex. 4, p.65.

1. Puisque B

BC?® 4+ BA®2=904+16=25=CA’
I K

la réciproque du th. de Pythagore prouve

que ABC est rectangle en B.

3. a/ On va calculer CI, et en déduire BI.

Ceci nous permettra de calculer le quotient A
en vue. J

Par le th. de Thalés, on a :

CI_cr 013 o
CB CA 8 & 5
On en déduit : & B
Bl=3—--=<
5 5
puis :
BI 1 | 2
BC ~BI*Be=5%375
b/ Puisqu'on a (IK) J (CA), et % = %, on peut dire que le triangle K BI est une

réduction de ABC' dans le rapport g
cJ
CA

3
triangle JIC est une réduction de ABC' dans le rapport —.
5

5
c/ et d/ Puisque CJ =3 et CA =5, 0n a . Comme de plus, (JI) J (AB), le

ol w

1
4. L’aire du triangle ABC' vaut 3 x BC x BA = 6. Par la prop. 8, p. 63, on a donc :

A~ 3\°
aire K BI =6 x (;) aire JIC =6 x (;)
5 5
5. L’aire du parallélogramme AKI.J s’obtient par différence :
98" g
aire AKI.J = aire ABC — aire KBl —aire JIC = 6—6 x (5) —6 x (5)

|

9
= Bgllo-m—r
X( 5 25)

12 72
25 = 25

V)
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Ex. 5, p.66.
2. Notons : A
z=HAB y= HAC

Dans le triangle rectangle HAB, la somme
des angles aigus vaut 90 :

60+xz=90 & x=30°
60 45
On montre pareillement que y = 45°. B 1 C

3. Le point H est la projection orthogonale de B sur (AH). Le théoréme de la pro-
jection orthogonale (th. 22, p. 20) donne donc :

AH = ABcos HAB

c’est-a-dire h = ccos 30. On démontre de méme la formule h = bcos 45.
4. On évalue les cosinus, et on obtient :

V3 _ V2

ccos30 =bcosddh & c— =b— s cV/3=b/2

5. Puisque B et C sont aigus, le point H est situé entre B et C'. Donc BC' = BH + HC.
Par théoréme de la projection orthogonale (th. 22, p. 20), on a :

BH = ccos 60 HC = bcos45.

D’ou on déduit :
a=cxco:>'60+b><cos45=cx%+bx \/75
6. et donc :

2a = c+ bV2
On remplace b\/2 par ¢\/3, et on obtient :

2a=c+cx/§=c(1+\/§)

7. ce qui équivaut a :
2a

= =a X
1+v3 1+3

()

Par ailleurs :

=

bWV2=cV3 & b=cx ~— =cX

N W

>
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Ex. 6, p.67.

H’ D
3. La droite (AH) est hauteur de ABC relative a A, elle est donc perpendiculaire a (BC).
Le point B appartient au cercle de diamétre [C'D] donc, par le th. du demi-cercle (voir
th. 10, p. 18), on a :

(BD) L (BC)
4. Avec des arguments analogues, on montre que les droites (BH) et (D A) sont perpen-
diculaires a (AC).
5. On sait, par le th. des perpendiculaires (voir th. 1, p. 8), que si deux droites sont
perpendiculaires & une méme droite, elles sont paralléles entre elles. On déduit donc des
deux questions précédentes que

(AH) JJ (DB) et (BH) JJ (DA)

donc HADB est un parallélogramme.

6. On sait que H et H' sont symétriques par rapport a (AB). Donc C’ est milieu de [H H'].
D’autre part, I est milieu de [HD]. La droite (C'I) est donc droites des milieux du
triangle H'H D. Par le th. 13, p. 19, elle est donc paralléle a (H'D).

7. Par le th. des paralléles, (C'I) J (H'D) et (C'I) L (H'C)= (H'D) L (H'C). On
en déduit, par la réciproque du th. du demi-cercle (th. 11, p. 18) que H’ appartient au
cercle de diameétre [CD), c’est-a-dire a €.
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Ex.7, p.67.

1. On trace d’abord 4" et M. Ensuite, pour que d soit tangente en M a ¢, il faut que d
soit perpendiculaire & (AM). On trace donc d avec une équerre. Ensuite, on pique en A,
on ouvre le compas de 7 cm et on trace un petit arc de cercle. Cet arc coupe d en B :

2. Puisque d 1 (AM), et puisque B € d, le triangle AM B est rectangle en M. Donc :

in B opposé AM 4
Sin = — = —
hypoténuse @ BA 7

3. On en déduit :
B = asin (%) = 34,849... ~ 35°

On sait que dans un triangle rectangle, les angles aigus sont complémentaires. On a donc :

A=90—B~90—35=55°
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Ex. 8, p.67.

1.b/ On a:
_ oppose _ AC _ 35
adjacent  AB 4

i i
tgB = s © B = atan (g) = 41,185... ~ 41°

d/ On connait la formule donnant 'aire d’un tri-
angle rectangle :

S:%xABxAC:%x4x3,5=7cm2 A B

2. a/ On trace [BC] de 5 cm; puis le demi-
cercle supérieur de diamétre [BC]. On pique
en C, on ouvre le compas de 3 ¢cm, on trace
un arc de cercle. Il coupe le demi-cercle en A.

b/ On a:

Q

’ 36 A
gin B = —0PPOS® 4% _

=0,6
hypoténuse B

ol w

B C
¢/ Ona:

sin B = g & B =asin (g) = 36,869... ~ 37°
d/ Par le théoréeme de Pythagore, on a :
AB? =BC? - AC* =5 -3 =16
Donc : AB = /16 = 4. On en déduit :

‘S'=%xABxAC=%x4><3=6cm2
3. a/ On trace [BC] de longueur 6 cm. z Y
Le triangle ABC' est rectangle en A et
son angle en B vaut 45°. Puisque la A
somme des angles aigus d’un triangle
rectangle vaut 90°, son angle en C' vaut
aussi 45°. Donc B = C. On en déduit
que le triangle est isocéle en A.
On peut tracer A comme intersection
de deux demi-droites [By) et [Cz) fai-
sant un angle de 45° avec [BC].
b/ Par le théoréme de la projection or-
thogonale (th. 22, p. 20), on a : B G

V2

BA=BCcos45=6x - = 3vV2=4,242... ~ 4,2

¢/Ona: 1 1 1 .
S=§xABxAC=§x3\/§x3\/§=§x9x2=9cm
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Ex. 9, p.68.

1. Aprés avoir tracé [AC] et la perpendiculaire a (AC) issue de A, on pique en C, on
ouvre le compas de 9 cm, et on trace un arc de cercle. Il coupe la perpendiculaire en B.

A C
2. Par le th. de Pythagore, on a :
AB? = BC? — AC? =81 —49 = 32

On en déduit : AB = /32 = 42
3.0n a:

opposé AC T

o ~ B~ e - 4\/5 hypoténuse “BC 9

hypoténuse BC ~ 9 9

sin B =

cos B =

4. Les angles B et C sont les angles aigus d’un triangle rectangle. Ils sont donc complé-
mentaires. On sait que si deux angles sont complémentaires, le sinus de 1'un est le cosinus
de l'autre (voir prop. 4, p. 61). On a donc :

cosC:sinBzg sinC’:cosB=g\/§

DRl in B 1 g 9 7 7
sin

tB: =‘.B —_— - —_— = — = -

& cosB 1 - cosB 9 o 44/2 a2 8\/—

sinC cosB 1
cosC ~ sinB  tgB

tgC =

6. On en déduit :

C=90—-B~90—-51=39°
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Ex. 10, p. 68.
A
2. Dans le triangle rectangle AHB on a :
H
o _ oppos¢  BH ﬁ
Bl — hypoténuse  AB ¢
3. a/ Ensuite :
h . .
= =sinA = h=csinA
B C

b/ On utilise la formule donnant ’aire d’un triangle :
1 1 o
= -2-base x hauteur = —2-AC x BH = EbcsmA

Ex. 11, p.69.

1. On a redressé le triangle ABC pour
mieux comprendre. On a

opposé BC
k = —_— —
8¥=ad jacent ~AB

2. Et ensuite :

BC

E:tga = BC=ABXxtga

A B

3. La hauteur du clocher est donc :
BC = AB x tga =15 x tg35 = 10,503 =~ 10,5 m

Ex.12, p.69.
1. Le goniométre G est posé sur un pied [AG]. S
Le sol horizontal est représenté par le segment
[AB], la tour par le segment [BS]. La qua-
drilatere ABHG est un rectangle de longueur
HG = 30 m, de largeur HB = 1,5 m.

2.0n a: G I

tg@: oppos¢  HS

adjacent  HG A B

3. On écrit :
HS

T

—tgHGS = HS=HG xtgHGS

soit encore
HS = HG x tg25 =30 x tg25

4. La hauteur du clocher est donc :

BS=HB+HS =15+30x tg25 = 15,489... ~ 15,5 m



80

Ex. 13, p. 70.

2. A et H ont pour ordonnée 2. H et B
ont la méme abscisse. On a donc :

BH=yp —yyg=5—2=23
On prouve de méme que CH = 2. Les

triangles AHB et AHC' étant rectangles
en H,on a:

Chapitre 3. Géométrie plane

opposé AH 5

tg B = = = = -
i adjacent BH 3
4 E

teC = op.)p05e _ AH _5
i adjacent CH 2

3. On en déduit :

5
B = atan (5)

=

= 59,036...

~ b9

o

C = atan (%) — 68,198... ~ 68°

4. Et comme la somme des angles d’un triangle vaut 180°, il vient :

BAC =180 — B — € ~ 180 — 59 — 68 = 53°

Ex. 14, p.70.

2. Dans le triangle ABD, on a :

" opposé AD
= —
& adjacent AB

3. Dans le triangle ABC, on a ABC = a + 3. On en
déduit : AC
tg(a+B) = AB

4. Par différence, il vient :

AC AD _CD

gl — = Zp~ 5= 15

D
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Ex. 15, p. 70.
D
2. Dans le triangle AC'D), rectangle en C, on a :
toro — CD
Y= AC
3. Dans le triangle BC'D, rectangle en C', on a :
CD
tef = po a B
A B C

4. On prend les inverses des deux tangentes pour avoir le méme dénominateur CD. Il
vient alors :

1 _ 1 _AC_BC_AC—BC’_AB
tga  tgp e a0 CD — Gh
D’ou on déduit :
AB 1 1 1 1
cD ~tga wh ~ PP Ga T
Ex. 16, p. 70.
z
Y
D
22 34 T
A B C
4. La calculette donne :
L = 2,475... L = 1,482... L — L =0,992...~ 1
tg 22 tg 34 tg22 tg34

6. Pour construire notre figure, on a pris AB = 3. Aprés avoir placé D, et 'avoir projeté
en C sur [Az), on mesure et on trouve C'D = 3. Donc :

AB=CD

AB _ 1 1,
CD  tg22 tg34

C’était prévisible, puisque
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Chapitre 4

Géomeétrie analytique plane

La géométrie analytique a été inventée au XVII® siécle par Descartes et Fermat. Elle
permet de remplacer certains raisonnements géométriques compliqués par des calculs
algébriques simples. On note Z le plan de la géométrie plane.

1 Coordonnées, longueur, milieu

Définition 1. Un repére orthonormé du plan est constitué de deuxr azes perpendi-
culaires, de méme origine, sur chacun desquels on a la méme unité de
longueur. L’un des azxes et horizontal, orienté vers la droite, c’est l’aze
des abscisses. L’autre est vertical, orienté vers le haut, c¢’est l’ave des
ordonnées. L’intersection des deux azes est l’origine du repére.

B

B

YA |- = e mmimim =~ S A

Théoréme 2. (formule de la longueur) Dans un repére orthonormé du plan, pour
tous points A, B € &2 on a :

AB? = (zg —z4)*> + (yB — ya)?

Dans cette formule, on peut remplacer zp — x4 et yp — ya par les opposés x4 — B
et ya —yp. La valeur n’est pas changée car deux nombres opposés ont les mémes carrés.
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Démonstration : On place le point C' de TA— B
coordonnées (z4;yp). Le triangle BC'A
est rectangle en C, et on a :

CB=z4—2zB CA=yp —ya

On applique le théoréme de Pytha-
gore :

AB? — CB*+CA® = (za—a8)*+(y—ya)?

C’est la formule de la longueur que 'on voulait démontrer.

Lorsque 'on veut calculer ensuite explicitement la longueur AB, on est amené a
utiliser la racine carrée :

AB =+/(zB —74)? + (yB — ya)?

ATTENTION! Cette formule ne se simplifie pas en général, et on ne peut pas

la couper en deux :
Va2 + b2 #Va? + V2

Théoréme 3. (coordonnées d’un milieu) Si A et B sont deux points du plan et si I
est leur milieu, on a :

TA+TB yI_yA+yB
2 2

r] =

2 Rappels sur les vecteurs

Définition 1. Un vecteur du plan est un couple de réels.
Le symbole d’un vecteur est surmonté généralement d’une fléche, ainsi :
i = (a;b) v=(1;0) 7=(0;1) v=(-15;3)

LLe vecteur nul est noté :
0 = (0;0)

L’opposé du vecteur @ = (a;b) est le vecteur :
—i = (—a;-b)

ATTENTION! Les vecteurs (a;b) et (b;a) ne sont pas égaux sauf si a = b.
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Définition 2. A tout vecteur @ = (a;b) est associé le schéma suivant :

Alz;y) — Allw+a;y+b)

Ce schéma est appelé translation. 1l est noté t. On écrit t(A) = A’, et encore :

—
A+a=A et AA" =@

Le point A" est appelé translaté de A par . Le vecteur @ est un objet algébrique

S
(couple de réels), mais 'écriture AA” = @ donne une représentation géométrique
de i@ que I'on peut imaginer comme une fleche allant de A jusqu’a A’.
De plus, on peut montrer que les deux relations algébriques :

t(A)=A et t(B)=B /AI

U
impliquent les deux relations géométriques suivantes : A B
(44') | (BB /
AA' = BB B

Un vecteur et sa translation associée sont définis par une direction, un sens, une lon-
gueur. La direction est celle de la droite (AA"), le sens va de A vers A, la longueur
est AA’. Donnons quelques exemples :

Supposons @ = (2;1) Az +2;y+1)
2 1
A(z;y)

Supposons 7 = (3; —1) A(z;y) 3 R

=

U

Az +3;y—1)

Supposons 4 = (—2; —3) =) A(z;y)
-3 U

Az —29-3)
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A TI’école primaire, on utilise des translations lorsque I'on veut répéter des figures.
Ci-dessous, une figure .# a été translatée vers la droite suivant le vecteur qui monte :

= (4;2)
et suivant le vecteur qui descend :
7= (3;-2)
z i
U
—

Quand on écrit un vecteur sous la forme @ = AB , on dit que A est son origine et
que B est son extrémité.

Proposition 3. Soient A et B deux points et i = (a;b) un vecteur. On a :

—_— rp = Ta+ta

AB =u & B=A+u &
yB = ya+b

Corollaire 4. Pour tous points A et B on a :
—
AB = (B —Ta;YB —Ya)

Pour retenir I'ordre xp — x4 et yB — ya, on pense “extrémité moins origine”. Du
cor. 4, on déduit que pour tout point A on a :

AA =0
Corollaire 5. Pour tous points A et B on a :

BA — _AB
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Définition 6. Si@ = (a;b) et v = (a’;b") sont des vecteurs, leur somme est le vecteur,
noté i + v, défini par :

@+7=(a+a’;b+0b)

Proposition 7. (relation de Chasles) Pour tous points A, B, C on a :

AB +BC =AC
Proposition 8. Soient A, B, I des points. On a :
I est milieu du segment [AB] < A +IB =0

Corollaire 9. Soient des points A, B, C, D. On a :

ABCD est un parallélogramme < AB) = Dd =3 AD> = Bd

Cet énoncé permet de construire la somme de deux C
vecteurs 4 et ¥ par la régle du parallélogramme. ey

On procéde ainsi : on considére des points A, B, D, D

= T = = i z ¢
tels que # = AB et v = AD . On construit ensuite
le point C, tel que ABC'D soit un parallélogramme.
On a donc BC' = ¥, et on en déduit :

i+7=AB + BC / B
La relation de Chasles donne alors : ©

dyrid=2AC

Proposition 10. Si G est le centre de gravité du triangle ABC on a :
GA +GB +GC =0

<L

Démonstration : Soient K le milieu de [AB],
et L le symétrique de GG par rapport a K.
Puisque ses diagonales ont méme milieu,
ALBG est un parallélogramme. Par la régle
du parallélogramme, on en déduit :

GL =GA +GB (1)

Par la prop. 18, p. 19, on sait que

1 1
GK = §CK = §C'G

Done GL = CG, ce qui prouve que G est le milieu de [C'L], et donc :

— —F g
GL G ;s = 0
Par la relation (1), il vient alors : *

GA +GB +GC =0
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3 Norme d’un vecteur

e
Définition 11. Soit @ = AB wun vecteur. La longueur du segment [AB] est appelée
norme (ou longueur) du vecteur . Elle est notée ||d|. On a donc :

@] = AB
et aussi :
IAB'|| = AB

Remarque : Anastasia dit que, quand on prend la norme d’un vecteur :
_’

u

il a lair d’étre en prison...

—
Uy »
On a dessiné ci-contre des vecteurs : b+
—
Wa iE)a o - 1L_8> Y =
uz
tous de méme origine, de méme norme (2 cm),
mais de directions différentes. T
Proposition 12. Sia = (a;b) ona :
g
il = Vo + 52
us
uzr
B
— u
Sii=AB = (2;1) alors ||i|| = AB = V5~ 2,2 1
A
2
C 3
—
Sit=CD = (3;-1) alors ||7]| =CD = v10 = 3,2 i
U
D

En physique, si I—'} est une force, le nombre ||?|| est appelé mesure ou intensité
de la force. Les physiciens notent simplement F' cette intensité.

4 Direction d’un vecteur

On va caractériser algébriquement la propriété pour deux vecteurs d’avoir méme
direction, et d’avoir des directions perpendiculaires (on dit aussi directions orthogonales).

Définition 13. Soient @ = (a,b) un vecteur et o un réel. Le produit de @ par « est le
vecteur :

a4 = (aa,ab)
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Définition 14. (colinéarité) Deux vecteurs @ et ¥ sont dils colinéaires s’il existe un
réel «, tel que :

=i ou U=l

Intuitivement, deux vecteurs non nuls sont coli-
néaires s’ils ont la méme direction. On a dessiné
ci-contre des vecteurs colinéaires :

g B
AB, CD, EF /
F A

Proposition 15. Soient A, B, C, D quatre points. On a :

(AB) J (CD) & AB et CD sont colinéaires

Définition 16. (déterminant) Le déterminant des vecteurs @ = (a,b) et ¥ = (a’,b’)
est le réel, noté det(w,v), qui vaut :

a ad

b b

det(u, ?) = =ab —a'b

Théoréme 17. (critére de colinéarité) Soient @ = (a,b) et ¥ = (a’,b") deuz vecteurs du
plan. On a ’équivalence :

u,U sont colinéaires &< det(w,7) =0

Démonstration : pour simplifier, notons D le déterminant de @ et . Pour prouver ’équi-
valence, on va prouver séparément le sens direct et le sens réciproque :

% et ¥ sont colinéaires = D =0 D =0 = @ et ¥ sont colinéaires

Le premier sens est facile. En effet, par hypothése, @ et ¥ sont colinéaires. Sup-
posons par exemple qu’on ait : 4 = av. On en déduit :

a=ad b=ab
Portant ces expressions de a et b dans ), on obtient :
D=ab —ad'b= (ad )b —a'(ab') = ad'b' — ad'b' =0
Le second sens est subtil. Par hypotheése, ab’ — a’b = 0, ce qui équivaut a :
ab' = a'b (1)

On voudrait pouvoir exprimer 4 sous la forme «a.v. Il faut pour cela calculer a en fonction
de a’, et donc diviser par b’ des deux cotés de I'égalité (1), ce qui n’est pas possible si
b" = 0. Il y a deux possibilités :

1°r cas : . Alors la relation (1) devient :

ab=0
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Donc @’ = 0 ou b = 0. Supposons d’abord . Comme on sait que b’ =0, on a :

Donec :

0
Supposons maintenant | @’ # 0 |. Alors b = 0 donc @ = (a;0). On écrit :

1 3 a
c’est-a-dire 7 = .
a

Passons maintenant au :

2° cas : | b’ # 0| On déduit de la relation (1) :

g—20_ 0 oo
T 7 -b/
Calculons ensuite : b b b
=y Qo _
y'v_(b/a’b/b) ( ’b) u
Donc :
-
F.v—u cqfd

Théoréme 18. (critére d’orthogonalité) Soient @ = (a,b) et v = (a’,b") deux vecteurs
du plan. On a léquivalence :

21T < ad +bb' =0

Démonstration : on va prouver ensemble sens direct : et sens réciproque : en
raisonnant par équivalences. Considérons un point A. Soient les points B et C' tels que
B soit le translaté de A par @, et C, le translaté de A par ¥. On a donc :

AT —ii A =i

On a donc
u 1l v < le triangle ABC est rectangle en A

D’apres le théoréeme de Pythagore et sa réciproque, on sait que :
ABC rectangle en A & BC? = AB* + AC?
On a:
BC =BA +AC = -AB +AC = —i+7 = (—a;—b) + (a';b') = (a — a’;b — V')

On sait que : BC = ||BC’||. On en déduit : BC? = ||BC'||?, et donc :
BC? = (a—d)*+(b-V)?
= a’+a” —2ad +b°>+b” — 200
= a®+b°+d”*+b?—2(ad +bb)
= AB®+ AC® — 2(ad’ + bb")

Finalement,

BC? =AB®>+ AC? & ad' +bb =0 cqfd
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5 Un exemple d’équation de droite

Soient d une droite, et M un point quelconque de coordonnées (z;y). On cherche
a traduire la relation géométrique M € d par une relation algébrique % portant
sur (z;y). On doit donc avoir :

Med & 2

La relation mystérieuse % est appelée équation de la droite d. Nous allons voir
comment on peut la calculer.
Soient par exemple les points A(—2;3) et B(4;1). On s’intéresse a la droite (AB).

\.A\

Soit M (z,y) un point quelconque du plan. On a :

M e (AB) & AM et AB sont colinéaires det(AM ,xﬁ) =

On calcule les vecteurs :

AM = (z—(-2);y—3)=(x+ 2y —3) AB = (4—(-2);1-3)=(6;-2)
On calcule le déterminant :
det(AM ,AB) = ‘”‘_‘2 _62'=—2><(w+2)—6x(y—3)=—2m-6y+14
On a donc :

M e (AB) & —2z — 6y +14=0

On simplifie, et on isole ¥ :

—2rx—-6y+14 = 0
—z—-3y+7 = 0
3y = —z+47
T X
3 3

Finalement, on a montré I’équivalence :
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La relation algébrique :

(1)

Wl

___$+
¥=-3

est la relation mystérieuse Z que l'on cherchait, c’est I’équation de la droite (AB).
Grace a cette équation, on peut calculer tous les points de la droite.

En particulier on peut calculer les points ou (AB) coupe les axes de coordonnées.
Notons I le point d’intersection de (AB) avec 'axe des abscisses. L.’ordonnée de I est
nulle, donc les coordonnées de I sont de la forme (z;0). Pour calculer z, on dit que les
coordonnées de [ satisfont I’équation (1). On a donc :

—x 7
0 = —+4-
3+3
0 = —ax47

x = T

Notons J le point d’intersection de (AB) avec 'axe des ordonnées. L’abscisse de J est
nulle, donc les coordonnées de J sont de la forme (0;y). Pour calculer y, on dit que les
coordonnées de J satisfont I’équation (1). On a donc :

-0 7 7 T
g=g wg—tung=58%e

En mesurant sur la figure, on vérifie en effet que 'abscisse de I vaut 7 et que 'ordonnée
de J vaut environ 2,3.

6 Forme générale de I’équation d’une droite

Définition 1. Une droite est dite verticale si elle est paralléle a l’axe des ordonnées.
Une droite qui n’est pas verticale est dite oblique.

Définition 2. L’équation d’une droite est la condition algébrique nécessaire et suf-
fisante portant sur les réels x et y pour qu’un point de coordonnées (x;y)
appartienne a cette droite.

Théoréme 3. (équation réduite d’une droite oblique) Toute droite oblique du plan a
une équation du type :

y=ax+b

Autrement dit, si d est une droite oblique du plan, il existe des réels a
et b, tels que, pour tout point M de coordonnées (x;y), on ait :

Med & y=ax+b

Proposition 4. (réciproque du précédent) Soient a et b des réels quelconques. L’en-
semble des points M du plan de coordonnées (x;y) tels que :

zeR e y=ax+b

est une droite oblique.
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Définition 5. Pour une droite d d’équation y = ax + b,
le nombre a est appelé pente ou coeffi-
cient directeur, le nombre b est appelé
ordonnée a l'origine.

Proposition 6. Soit d la droite d’équation y = ax+b. Le
vecteur @ = (1;a) est colinéaire a AB
pour tous les points A, B € d.

On dit que : Ti= ({150

est un vecteur directeur de d.

Définition 7. On dit qu’une droite est horizontale si elle est paralléle a l'axze des

abscisses.
\

Proposition 8. Une droite est horizontale si et b b
seulement si son équation est de la y=
forme y=0b.

Proposition 9. Une droite passe par l'origine du -
repére si et seulement si son équa-
tion est de la forme y = ax.

Yy = ax

Proposition 10. Soient d et d' deuz droites d’équations réduites respectives y = ax+b
ety=az+b.Ona:
dfd & a=d
dld < ad=-1 d

Proposition 11. 5% une droite d est wverticale, tous
ses points ont la méme abscisse k. ‘ i
L’équation de d est x = k. Un vec-
teur directeur de d est w = (0;1) -

S

Proposition 12. Soient a un réel, A un point. Soit d la droite issue de A et de coeffi-
cient directeur a. Alors pour tout point B différent de A on a :

YB — YA
TB —TA

Bed&sa=

Corollaire 13. Soient A et B deux points distincts. Soit M un point variable de co-
ordonnées (z;y). On a :

Me (AB) & Y1 ¥4 _ YB U4
r—TA B —TA

On peut interpréter I'égalité des quotients en disant que dans le z |z | za
tableau ci-contre, les accroissements des y sont proportionnels
aux accroissements des x. Y| Y8 | Ya
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7 Meéthode des accroissements proportionnels

Considérons par exemple les points A(0;3), B(2;0). Soit M (z,y) un point quelconque
du plan. D’apreés le cor. 13, p. 93, le point M appartient a (AB) si et seulement si le
tableau suivant a des accroissements proportionnels :

A
z| 2|0
A
y| 0|3
ce qui équivaut a :
y—3  0-3
z—0 ~ 2-0
3
3 \
1 = —§w+3

On constate que cette méthode est rapide. C’est la méthode utilisée en physique et
dans les sciences expérimentales.

8 Méthode du déterminant

—
Le point M (z,y) appartient a la droite (AB) si et seulement si les vecteurs AM et

—

AB sont colinéaires, ce qui se traduit par :

M € (AB) & det(AM ,AB) =0

On calcule les vecteurs :

AM = (z—0;y—3) = (z;y — 3) AB = (2-0;0—3) = (2;—3)
On en déduit :
det(AM,ﬁ): yf‘3 _23':wx(—3)—2x(y—3):—3x—2y+6

L’équation de (AB) est donc :

—3x—-2y+6 = 0
2y = —-3x+6
= —§x+3
v = 73

Cette méthode est abstraite, mais on s’y habitue vite. De plus, elle est générali-
sable. C’est de cette fagon que l'on calcule les équations de plans dans I'espace.
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9 Lecture graphique d’une équation de droite

On va voir comment on peut trouver graphiquement le coeflicient directeur d’une
droite a partir d'un vecteur directeur. Dans les cas simples, on peut alors déduire gra-
phiquement I’équation de la droite. Sur la figure ci-dessous, on a tracé deux droites d; et
d>, et un repére orthonormé.

On sait que si une droite admet un vecteur directeur @ = (1;a) alors a est son
coeflicient directeur. Ceci va nous permettre de calculer le coefficient directeur a partir
d’un vecteur directeur quelconque.

Prenons d,. On a repéré sur la figure un vecteur directeur @ = (3;2). Si on multiplie

1 . . . . .
ce vecteur par 3 on ne change pas sa direction, mais sa premiére coordonnée devient 1 :

2

17:(1;3

2 2
Le vecteur (1; §) est un vecteur directeur de d;, donc 3 est son coefficient directeur. Pour

déterminer l’éc'luation de di, on voit sur la figure que son ordonnée a I'origine est —2. On
en déduit que I’équation de d; est :

2
=Zz—2
y=3c

Faisons de méme pour dz. On a repéré sur la figure un vecteur directeur v = (2; —3). Si

e 1 : ’ z :
on multiplie ce vecteur par 5 onne change pas sa direction, mais sa premiére coordonnée

devient 1 : .
= 1'_'_
7= (-3)

Le vecteur (1; —5) est un vecteur directeur de ds, donc ~3 est son coefficient directeur.

Pour déterminer I’équation de ds, on voit sur la figure que son ordonnée a l'origine est 1.
On en déduit que I'équation de ds est :

<
= ——z
Yy=73
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10 Intersection de deux droites

On sait que si deux droites du plan ne sont pas paralléles, elles se coupent en
un point unique, appelé point d’intersection des deux droites. Soit par exemple les
droites d et d’ d’équations respectives :

3 2
Y 5 + y=3 +
On cherche leur point I d’intersection. Notons (z;y) ses coordonnées. Le point I appar-
tient a d et d’ si et seulement si ses coordonnées vérifient les équations des deux droites,
c’est-a-dire le systéme suivant :

y = ~gw +3
- =0
= -z
¥ 3
Pour résoudre ce systéme, on calcule d’abord x en égalant les valeurs de y :
d
—gx +3 = %x +1 i
dl
2 . 3
=+ = = 3-1
(3+3)°
13
12
T = —
13 /
Reportant cette valeur de z dans ’équation de d ou
dans celle de d’, on obtient facilement : N
_ R
T

Finalement, les droites d et d’ se coupent au point I de coordonnées :

12 21
)

(313
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11 Exercices

Distances et angles
Exercice 1.

Sur un quadrillage en ¢m, on a tracé un repére orthonormé de centre A, et placé des

points :
ioD ;
. A 16 ;
&8, :
{e,
- . ces = -
1. Déterminer les coordonnées des sept points marqués.
2. Calculer les distances BD, BE, BF, BG (valeurs exactes, puis approchées).
3. Vérifier ces distances sur la figure.
4. Montrer que B appartient a la médiatrice de [FG].

Montrer, par les vecteurs, que le quadrilatére ABC'D est un parallélogramme.

ot

Exercice 2.

(unité le em) Dans un repére orthonormé du plan on considére les points A(1;2),
B(-3;2), C(-3;-1).

1. Placer A, B, C. Tracer le triangle ABC.

2. Calculer les cotés du triangle ABC. Montrer que ce triangle est rectangle.
3. Calculer cosC.
4.

En déduire une valeur approchée de C. Vérifier sur la figure.

Exercice 3.
(unité le cm) Dans un repére orthonormé du plan on considére les points A(—2;1),
B(1;3), C(5;-3).
Placer les points A, B, C. Tracer le triangle ABC
Calculer les cotés du triangle ABC. Montrer que ce triangle est rectangle.

Calculer cos A.

ol o

En déduire une valeur approchée de A. Verifier sur la figure.
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Exercice 4 (cercle circonscrit).

(unité le em) Dans un repére orthonormé du plan on considére les points A(0;0),

B(5;0), C(2;3), £(2,5;0,5).

1k

Placer les points A, B, C, ). Tracer le triangle ABC'.

2. Calculer les nombres QA2 QB? QC?.

3. Que peut-on en déduire pour le point €7

4. Tracer le cercle circonscrit au triangle ABC.

Vecteurs

Exercice 5 (pavage (i)).

(unité au choix) On repére les points par abscisse et ordonnée.

1k

Placer les points suivants :

A(-2;0) B(0;-3) C(2;0) D(0;3)

2. Tracer le losange ABCD. Le colorier en bleu. On note . ce losange.

(9

—_— —_—
On note 4 = AD et v = AB . Calculer @ et ¥

On considére la translation | f de vecteur u | et la translation | g de vecteur ¥

a/ Calculer les coordonnées des points D’ et B’ définis par :
D' = f(D) B' = g(B)
et placer les points D’ et B’ sur la figure.
b/ Construire le losange f(.¢), image de . par f. Le colorier en rouge.
¢/ Construire le losange g(.¢), image de . par g. Le colorier en jaune.
d/ Construire le losange fg(.Z), image de g(.%¢) par f. Le colorier en vert.
Les quatre losanges précédents se raccordent entre eux : ils forment le début

d’un pavage du plan. Compléter ce début de pavage avec trois autres losanges
obtenus en translatant par f et g certains des losanges déja tracés.

Exercice 6 (pavage (ii)).

(unité au choix) On repére les points par abscisse et ordonnée.

1k

ws

Placer les points suivants :
A(0;0) B3 1) G(2:2) D(0;2)

Soit I le milieu de [BC]. On désigne par A’ et D’ les symétriques de A et D par

rapport a I. Placer A" et D’.

Tracer I’hexagone ABD'A'CD. Le colorier en bleu. On note .77 cet hexagone.

On note 7 = IE‘) et v = W Calculer @ et v

On considére la translation | f de vecteur u | et la translation | g de vecteur ¥

a/ Construire I’hexagone f(.), image de . par f.

b/ Construire I'hexagone g(.¢’), image de ¢ par g. Le colorier en jaune.
¢/ Construire I'hexagone fg(.7’), image de g(’) par f. Le colorier en vert.

Les quatre hexagones précédents se raccordent entre eux : ils forment le début
d’un pavage du plan. Compléter ce début de pavage avec trois autres hexagones
obtenus en translatant par f et g certains des quatre hexagones.
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Exercice 7.

(unité le cm). On se place dans un repére orthonormé du plan. Soient les vecteurs
i =(2;1) et ¥ =(—3;2). Soient de plus les points O, A, B définis par :

O@0) OA=d2 OB=4%

1. Représenter les points O, A, B. Marquez les vecteurs 4 et v.

2. Calculer les nombres ||| et ||7]]. On donnera les valeurs exactes, puis des valeurs
approchées.

3. Vérifier les valeurs trouvées en mesurant OA et OB sur la figure.

Exercice 8.

(unité le cm) Dans un repére orthonormé du plan on considére les points A(—2;3),

B(1;5), C(2;—4).
1. Représenter les points A, B, C. Dessiner les vecteurs AB et AC .
—_—
2. Calculer les vecteurs AB et AC.
3. Soit D le point tel que :

AD =AB +AC
Construire le point D par la régle du parallélogramme.
4. Calculer AD

_—
. Calculer ||[AD ||. On donnera la valeur exacte, puis une valeur approchée.

ot

6. Vérifer la valeur trouvée en mesurant AD sur la figure.
Exercice 9 (le testament de ’alchimiste, d’aprés Blake et Mortimer).

(unité assez grande) Dans un repére orthonormé du plan on considére les points :

A(0;0) I(1;0) B(2;0) J{2 1) C(%2) K(l1:2) D(0;2) L(0;1)

On note : R N ﬁ:@

1. Placer les points précédents et tracer les huit segments suivants :
J) Dl [N [I€] [CL (LB] [BK] (KA

On obtient un octogone étoilé (octo — huit, gonia — angle)
2. Calculer la longueur ID. Vérifier qu'on trouve :
ID=+/5
On admet que tous les cotés de I'octogone ont pour longueur /5
3. Démontrer que le triangle DK est rectangle en K, et que la droite (K1) est
bissectrice de DIC.
4. Montrer qu’on a

cos — =
2

2
V5

= 26,56... et B

En déduire :

o
%
¥4
o
o

[Vl e
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&T ot DT
. Calculer les vecteurs CI et D.J . Par le test d’orthogonalité, montrer que ces

vecteurs sont perpendiculaires.

. En déduire qu’on a :

a =~ 37°

Vérifier sur la figure les valeurs trouvées pour « et 3.

Exercice 10.

(unité le cm) Soit z un réel inconnu. Dans un repére orthonormé du plan on considére
les points :

IO 9 e

ot

6.

A(0;0)  B(xz;0)  C(0;4) D(-2;3)
Placer les points A, C, D. Tracer le vecteur ﬁ ;
Calculer le vecteur ZT)_)
Calculer le vecteur W en fonction de z.

Déterminer z de sorte que les droites (AD) et (BC) soient paralléles. On pourra
remarquer que :
(AD) ) (BC) & AD’ et BC colinaires

et utiliser le déterminant.

Sur la figure, placer le point B, en prenant pour z la valeur trouvée a la question
précédente.

Vérifier sur la figure que les droites (AD) et (BC) sont paralléles.

Exercice 11.

(unité le grand carreau) Dans un repére orthonormé du plan on considére les points :

ot

A(0;0) B(—4;1) C(—1;-3) D(2;-2) E(4;2)

F(2;0) G(2;1) H{(0;3) 1(1;0) J(—3;3)

Placer les points précédents et tracer les sept vecteurs suivants :
ar 0B oF & AG AD EF

Vérifier qu’on a :

det(lﬁ \ cJ y=1
On en déduit que les vecteurs ITI_) et CTJ) sont colinéaires. Vérifier qu’on a :

CT = —2.HT

Calculer :

det(AG ,CD)

. En déduire que les droites (AG) et (C'D) ne sont pas paralléles.

6. Utiliser les déterminants pour prouver les relations suivantes :

(HB) [ (AG) (EF) X (CD) (EF) X (AG)



11. Exercices 101

Equations de droites
Exercice 12.

(unité le cm)

1. Sur une figure, placer les points suivants :
A(3;5) B(—2;-1)

2. Tracer la droite (AB). Calculer son équation réduite.

3. Cette droite coupe 'axe des abscisses en I et I'axe de ordonnées en .J. Placer ces
deux points sur la figure.

4. Calculer les coordonnées de I et .J.

5. Vérifier sur la figure.
Exercice 13.

(unité le cm)

1. Sur une figure, placer les points suivants :
A(—4;-1) B(2;2)

2. Tracer la droite (AB). Calculer son équation réduite.

3. Cette droite coupe 'axe des abscisses en I et I'axe de ordonnées en J. Placer ces
deux points sur la figure.

4. Calculer les coordonnées de I et J.

5. Vérifier sur la figure.
Exercice 14.

(unité le cm)

1. Sur une figure, placer les points suivants :
A(—4;1) B(2;-2)

2. Tracer la droite (AB). Calculer son équation réduite.

3. Cette droite coupe 'axe des abscisses en I et I'axe de ordonnées en J. Placer ces
deux points sur la figure.

4. Calculer les coordonnées de I et J.

5. Vérifier sur la figure.
Exercice 15.

(unité au choix) On considére les droites di et d2 données par les équations suivantes :

xr

di: y=-35+1
xr

d: y=—5+2
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1. La droite d; coupe I'axe des abscisses en I et I'axe des ordonnées en .J. Calculer
les coordonnées des points [ et J.

2. Placer les points I et J sur une figure. Tracer la droite d;.

3. La droite d2 coupe 'axe des abscisses en K et I'axe des ordonnées en L. Calculer
les coordonnées des points K et L.

4. Placer les points K et L sur la figure. Tracer la droite ds.

5. Montrer que d; et d2 sont paralléles.
Exercice 16.

(unité le cm)

1. Sur une figure, placer les points suivants :
A(—4;-1) B(2;2) C(2;-3) D(4;0)
2. Tracer la droite (AB). Vérifier que son équation est :

+1

_fl:
Yy=3

3. Tracer la droite (C'D). Calculer son équation. Vérifier qu’on trouve :

3
=—z—6
P=

4. Les droites (AB) et (CD) se coupent en un point qu’on note /. Placer ce point.

5. Calculer les coordonnées de . Vérifier sur la figure.
Exercice 17.

(unité au choix)

1. Tracer un repére orthonormé et construire sur la méme figure les droites suivantes :
dy:y=-2x+3 dy:y==zx
2. Calculer I'intersection I de di et d2. Vérifier la position de I sur la figure.
Exercice 18.

(unité au choix)

1. Tracer un repére orthonormé et construire sur la méme figure les droites suivantes :
di:y=2z dy :y=2x—1 ds:y=2x+1 dy:y=2x—14

2. Comment pouvait-on prévoir que les quatre droites seraient paralléles entre elles 7
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Exercice 19.

La figure ci-dessous est quadrillée en cm.

En lisant la figure, déterminer 'ordonnée a l'origine de d; et un vecteur directeur.
En déduire la pente puis I’équation de d;.

Reprendre les mémes questions pour da2, puis pour ds.

ool

Calculer I'intersection I de d; et d2. Vérifier qu’'on trouve 1(18;10)

ot

Calculer l'intersection J de di et d3. Vérifier les coordonnées de J sur la figure.

6. Les droites di et ds sont-elles perpendiculaires ? Justifier votre réponse par un
calcul.

Exercice 20.

La figure ci-dessous est quadrillée en cm.
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En lisant la figure, déterminer 'ordonnée a l'origine de d; et un vecteur directeur.
En déduire la pente puis ’équation de d;.

Reprendre les mémes questions pour ds.

i

Calculer ’équation de ds

ot

Les droites di et d2 sont-elles perpendiculaires? Justifier votre réponse par un
calcul.

Exercice 21.

(unité au choix) On considére le point I(—3;2) et la droite d, issue de I, et de

coeflicient directeur : :

a=——

2
1. Déterminer le vecteur directeur u de d.

2. Montrer que le vecteur 7 = (2; —1) a la méme direction que .
3. Soit J le translaté de I suivant le vecteur ©. Calculer les coordonnées de .J.

4. Placer le point J et tracer la droite d.
Exercice 22.

(unité au choix) On considére le point I(—1;3) et la droite d, issue de I, et de
coefficient directeur :

Calculer ’équation de d.
Soit le point L(2;1). Vérifier que L € d.
Tracer la droite d.

oo e =

Calculer les coordonnées des points d’intersection de d avec les axes de coordon-
nées.

(9

Vérifier sur la figure.
Exercice 23.

On se place dans un repére orthonormé du plan. Soit d la droite d’équation :

2
y=—gw+1

Soit d’' la droite issue de 'origine du repére, et perpendiculaire & d. Ces deux droites se
coupent en [.

1. Construire les deux droites et le point I.
2. Calculer I’équation de d'.

3. Calculer les coordonnées de I. Vérifier sur la figure.
Exercice 24.
On se place dans un repére orthonormé du plan. La droite d d’équation :
y=2zr—3

coupe l'axe des abscisses en A et 'axe des ordonnées en B.
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1i:
2.

Construire d. Placer A et B.

Calculer les coordonnées de ces deux points. Vérifier sur la figure.

Exercice 25.

On se place dans un repére orthonormé du plan. Soit la droite d d’équation :

y=3z+2

On considére le point A(2;3). La droite d’, issue de A, et perpendiculaire a d, coupe d
en I. On se propose de calculer le point A’, symétrique A par rapport a d.

il

(9

6.

Construire la droite d.
Compléter la figure.
Calculer ’équation de d'.

Calculer les coordonnées de I. Vérifier qu’on trouve :
1L T
I(=; =
(3:3)

On note (z;y) les coordonnées de A’. Ecrire les équations qui traduisent que I
est milieu de [AA'].

Résoudre ces équations. Vérifier qu’on trouve finalement : A'(—1;4)

Exercice 26.

On se place dans un repére orthonormé du plan. Soient les points A(3;0), B(0;1).

On note d la médiatrice de [AB], et I le milieu de [AB].

1-

o woN

ot

Soit un point quelconque M (z;y). On sait que :
Med & AM =BM < AM? = BM?

Utiliser cette relation et la formule de la longueur (voir th. 2, p. 83) pour
calculer ’équation de d. Vérifier qu’on trouve :

y=3zr—4

Tracer d. Vérifier avec I’équerre qu’on a bien : d L (AB).
Calculer les coordonnées de I.
Vérifier, grace a ’équation de d, qu'on a : I € d
Calculer I'équation de (AB). Vérifier qu'on trouve :
C

+1

Y= 3

Exercice 27.

(unité le em) Dans un repére orthonormé du plan on considére les points A(0;0),

B(5;0), C(2;5).

1i;
2;

Tracer le triangle ABC.

Soit d la médiatrice de [AC], d’ celle de [AB]. On note  I'intersection de ces deux
médiatrices. Construire d et d'. Tracer le cercle ¢ circonscrit au triangle ABC.
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3. Déterminer 'abscisse de 2. Vérifier qu’on trouve xq =

N | Ot

4. Calculer I'équation de d en utilisant la propriété suivante :

Mede AM? = CM?

5. Déterminer 'ordonnée de 2. Vérifier qu’on trouve yqo = %
6. Soit 7 le rayon de ¢. Calculer 72, puis . Vérifier qu’on trouve :
r= L 986 ~ 3,14
10 -

7. Vérifier sur la figure.
Exercice 28 (la droite d’Euler).

(prendre une grande unité) Dans un repére orthonormé du plan on considére les
points A(0;0), B(5;0), C(2;3).

1. Tracer le triangle ABC'.
2. Calculer les longueurs de ses cotés. Montrer que ce n’est pas un triangle rectangle.

3. On note H l'orthocentre (voir § 3, p. 63) du triangle ABC, et d; la droite
hauteur relative a B.
a/ Déterminer I'abscisse de H. Vérifier qu'on trouve zy = 2.
b/ Calculer le vecteur AC . En déduire le coefficient directeur de la droite (AC).
¢/ Calculer le coeflicient directeur de di, puis I'équation de d;.
d/ Déterminer 'ordonnée de H. Vérifier qu’on trouve yy = 2.

4. On note Q l'intersection des médiatrices de ABC, et dy la médiatrice de [AC]
5
a/ Déterminer I'abscisse de Q. Vérifier qu’on trouve zq = 5

b/ Calculer 'équation de d2 en utilisant la propriété suivante :

Med, &« AM=CM & AM?=cM?

; . 1
¢/ Déterminer I'ordonnée de Q. Vérifier qu’on trouve yo = 5

On note G le centre de gravité du triangle ABC'. Utiliser la prop. 10, p. 87 pour

[

calculer les coordonnées de GG. Vérifier qu’on trouve GG (§, 1)

6. Montrer que les vecteurs QG et QH sont colinéaires. En déduire que les trois
points H, GG, 2 sont alignés.

7. Veérifier que ces trois points appartiennent a la droite d’Euler d’équation :

y=-3z+8
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Récreéation 29 (pavage (iii)).

On considére le motif grisé .# ci-contre, dont le
contour est formé de six arcs de cercles, alternati-
vement sortants et rentrants.

Pour le construire, on trace, comme ci-dessous, un
triangle équilatéral ABC, de coté 3, son centre de
gravité (G, puis le cercle de centre G et de rayon 1.
Ce cercle donne les trois arcs sortants du motif.
On trace ensuite les cercles de centres A, B, C et
de rayon 1. Ces trois cercles donnent les trois arcs
rentrants du motif.

On a esquissé ci-dessous un pavage du plan avec .Z et des translatés. Pour ce faire, on
construit d’abord un empilement de triangles équilatéraux comme ABC, et on marque
leur centre de gravité. On trace ensuite les arcs de cercles des contours. Ils sont centrés
aux centres de gravité ou aux sommets des triangles.
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12 Correction des exercices

Ex.1, p.97. 1. Voici les coordonnées :

A| B |C|D|FE| F G
z |0 1 312(0]-3]-2
y| 0| —-1|01]1]2 0 -2

2. Les carrés des distances s’obtiennent par la formule de la longueur (th. 2, p. 83) :

BD?> = (zp—z8)*+ (yp —yB)* BE®* = (zp—2zB)*+ (yg —yn)’
= E-1+0+D° = (O-1)*+12+1)°
1+4 = 5 = 149 = 10
BF? = (azr—=8)"+ (yr —yB)’ BG* = (wz¢—=8)"+ (yc —yn)’
= (-3-1)2+(0+1)° = (2 f4ferty
16+1 = 17 = 9+1 =10

On en déduit :
BD =V5~22 BE = V10 ~ 3,2 BF =17~ 4,1 BG = V10 ~ 3,2

4. On constate que BE = BG = /10, ce qui prouve que B est équidistant de F et G. 11
appartient donc a la médiatrice de [EG].
5. On calcule :

—
AD = (zp—za3yp—ya) = (2-0;1-0) = (2;1)
BC (xc —zBiyc —yp) = 3—-10+1) = (2;1)

On constate :

AD = BC

Donc, par le cor. 9, p. 87, le quadrilatére ABC' D est un parallélogramme.
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Ex. 2, p.97. 1. Voici la figure :

B

2. Les carrés des cotés s’obtiennent par la formule de la longueur (th. 2, p. 83) :

AB? = (zB—wa)’+ (yB —ya)® BC® = (zc —zB)>+ (yc —yB)®
= (-3-1°+2-2)? = (-3+3)°+(-1-2)°
= 16+0 = 16 = 0+9 =09

CA’> = (za—=c)’+(ya—yo)’
= (1+3°+(@2+1)?

16+9 = 25

On en déduit :
AB=V16 =14 BC=V9=3 CA=V25=5
On constate que :
AB?> + BC* =19+ 9 =25 =CA?

Done, par la réciproque du th. de Pythagore, on conclut que ABC est rectangle en B.
3.0n a:

adjacent ~ BC _ 3 6
hypoténuse CA 5 10

4. Pour calculer 'angle C, on utilise la touche de la calculette. Sur certaines

cosC = =0,6

calculette, cette touche est nommée [arccos| ou cos™!

Ona:

cosC =06 & C =acos 0,6 =53,13... = 53°
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Ex. 3, p.97. 1. Voici la figure :

A
I
|
I
I

C

2. Les carrés des cotés s’obtiennent par la formule de la longueur (th. 2, p. 83) :

AB? = (zp—wa)’+ (yB —va)® BC® = (zc—x)’+ (yc —yB)®
= (1+2°*+@3-1)’ = H-Dr4f8—
9+4 = 13 = 16436 = 52
CA> = (za—2zc)’+ (Wa—wc)
= (-2-5°%+(1+3)?
= 49416 = 65

On en déduit :
AB = V13 BC = /52 = /4 x 13 = 2/13 CA=+65=+5x 13 = v/5/13

On constate que :

AB? + BC? =13+52=65=CA?

Donc, par la réciproque du th. de Pythagore, on conclut que ABC' est rectangle en B.
3.0na:
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Ex. 4, p.98. 1. Voici la figure :

Q

2. Les carrés des longueurs s’obtiennent par la formule de la longueur :

QA% = (za—z0)’ + (ya —y0)? QB> = (zB—x0)’+ (yB —ya)®
= (=2,5)°+(-0,5)° = (5-25)2+(-05)°
6,25+025 = 6,5 = 6,25+025 = 65
QC? = (zc —za)’+ (yc — y9)2

= (2-25)2+(3-0,5)
(_075)2 e (255)2
0,25+ 6,25 = 6,5

3. On constate :

QA2 =QB*=QC* =65
Donc :
A =0QB =QC

Le point © est donc équidistant de A, B, C. C’est le centre du cercle circonscrit au
triangle ABC.

4. Pour tracer le cercle circonscrit, on pique en €2, on ouvre jusqu’au point A, et on
tourne. Si le tracé est précis, le cercle passe aussi par B et C.
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D/
/D {Ig}‘

Ex.5, p.98. Voici les figures :

u
A C A
7 B
B Yy
3. On calcule : B’
3 —_—
“ = AD = (zp—za;yp—ya) = (0—(-2);3-0) = (2;3)
i —_—
v =AB = (zp—zayB—ya) = (0—(-2);-3) = (2;-3)
4. a/ Puisque f est la translation de vecteur @ on a (voir déf. 2, p. 85) :
p Tpr = Tp+2
D=fD) & |D=D+i| e { " P
ypr = yp+3
Or D(0;3), on en déduit donc D’(2;6). On démontrerait de méme B’(2; —6)
Ex. 6, p. 98. A
4. On calcule : D C
u (xc —za59c —ya) = (2,2) 1
v = (rB—=zp;yB—ypn) = (3;1-2) = (3;-1) = D'
A
7 f(#)
f9()
H
el ¥
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Ex. 7, p.99.

1. Les coordonnées de A et B sont celles
de et v:

—— e — - —

A
A(2;1) B(-3;2)
——————————————— —O:——~—~————-—>
En effet :
—
OA =4 & (za—0;ya—0)=(za;y4)=(2;1)
—
OB =t & (zB—0;yB—0)=(zB;yB) =(—3;2)
2.0n a:
@l = V22 +12 = V5~ 2,2 15l = V(-3)2+22=vV9+4=V13x 36
Ex. 8, p.99.
2.0na:
—
AB = (zp—a;YB —Ya)
= (1-(-25-9)
= (32
ac = (xc —za3;yc —ya)

A

(2—(-2);—4-3)
(4;=7)

3. Le point D est a I'intersec-
tion de la parallele a (AC) is-
sue de B, et de la paralléle
a (AB) issue de C.

4. On a:
AD = AB +AC
= (3;2)+(4-7)
(7; -5)
5.0n a
IAD’| = 7+ (52
= V49+25

V74
8.6
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Ex. 9, p.99.
2.0n a:

ID = \/(xo —z1)? + (yp — y1)?

VD222
V5

3. Puique K et D ont la méme ordonnée, la droite
(K D) est horizontale. Puisque K et I ont la méme
abscisse, la droite (K1) est verticale. Donc :

(KD) L (KI)

ce qui montre que le triangle DK est rectangle
en K. La droite (K1) est hauteur principale du
triangle isocele DIC', elle est aussi bissectrice de

I’angle DIC. Donc :

5T = B
DIK = 5

4. Dans le triangle rectangle DKI, on a IK = yk —yr = 2. Donc :
B adjacent IK 2

59 = hypoténuse — 1D~ %

5. On en déduit :

2
g = acosﬁ = 26,56... donc B = 53°
6.0n a:
CT = (¢ —=ciyr —yc) DJ = (vs—=p;ys—yp)
= (1-20-2) = (21-2)

= (-1;-2) = (-1

On constate —1 x 2+ (—2) x (—1) = 0, donc cr Al W, d’aprés le critére d’orthogonalité
(voir th. 18, p. 90).
7. Notons N le point d’intersection des droites (C) et (D.J). Ces droites sont perpendi-

culaires puisque 67 1 DJ . Et donc le triangle DN est rectangle en N. Il s’ensuit que
ses angles aigus « et 3 sont complémentaires, et donc :

a=90—-=~90—53 ~ 37°
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Ex. 10, p. 100.

2. On calcule :

AD = (xp —zA;yD —ya)
= (-2%3)
3. Et de méme :
BC = (2c—aniyc—ys)
= (0—z;4-0)
(—z;4)

4. On connait le critére algébrique de parallé-
lisme (voir prop. 15, p. 89 et th. 17, p. 89) :

(AD) J/ (BC) « AD et BC colinaires < det

Calculons le déterminant :
det(AD, BC) =

La condition algébrique de parallélisme des droites (AD) et (BC) est donc :

-2 -z
3 1

=(—2)x4-3x(—z)=-8+3=

det(ﬁ,B?):O(:}—8+3z=0<=)w=§z2,3

5. et 6. Sur la figure, on place B en (2,3;0) et on vérifie le parallélisme avec la régle.
Ex. 11, p. 100.

c ua

2. On calcule : (V)
ar = (xr —xHiyr —yn) 7 = (x5 —zc3y5 —ye) E

= (1;0-3) = (=3—-(=1)3-(=3)) (o]

(1;-3) = (-2:6) ($)
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On a alors :

6 =1x6—-(-2)x(-3)=0

det(HT,CT) = ’_13 e

3. Comme ce déterminant est nul, on en déduit que les vecteurs H [ et CJ sont coli-
néaires. Plus précisément, on a :

_9HT = —2.(1;—3) = (—2:6) =CJ

4. On calcule :

.7 G CD = (zp-c;yp —¥0)
e @~ (-1) -2~ (-3))
On a alors : (3:1)
det(,ﬁ’,c_ﬁ)='f ?‘=2x1—3x1=—1

—_—
5. Ce déterminant étant # 0, on en déduit que les vecteurs AG et CD ne sont pas
colinéaires, et donc les droites (AG) et (C'D) ne sont pas paralléles.

6. Les propriétés a prouver résultent des calculs suivants :

-2 3

e
D)=‘_2 1‘=—2+67£0

det(HB ,AG ) = .:‘21 ﬂ =—444=0 det(EF ,C

det(EF ,AC ) = ':3 ﬂ = —2+44£0

Ex. 12, p.101. 2. Soit M(z,y) un point quelconque du plan. On utilise la méthode du
déterminant (voir p. 91) :

M € (AB) & AM et AB sont colinéaires det(AM ,E) =0

On calcule les vecteurs :

AM = (z—3;y—5)
AB = (-2—3—1-5)=(=5;,-6)
On calcule le déterminant :

det(m,ﬁ) =

r—3 =5
y—>5H —6

= —6x(xz—3)+5x(y—2>5)
—6x + 5y + 18 — 25
= —6z4+5y—7
On a donc :
Me (AB) & —6z+5y—T7=0

On isole y :
5y = 6x+7 B
6 7
Y = g7t3
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Finalement, I’équation réduite cherchée est :

4. a/ On sait que 'ordonnée de I est nulle. On a donc I(z;0) et on cherche z :

6 T
IE(AB)@O=;$+;

5 5
ce qui équivaut a :

br+T7T=0&z= —g
b/ On sait que 'abscisse de J est nulle. On a donc J(0;y) et on cherche y :

6 7
JE(AB) & y=2 x 0+

D S 4 . =
c’est-a-dire : y = —.

5. On vérifie sur la figure, I’abscisse de [ : et 'ordonnée de J : m

Ex. 13, p.101. 2. Soit M(z,y) un point quelconque du plan. On utilise la méthode du
déterminant (voir p. 91) :

(S|

M e (AB) & AM et AB sont colinéaires < det(AM ,A—B-)) =0

On calcule les vecteurs :

AM' = (z—(-4)y—(-1))
= (z+4y+1)

AB = (24+4;2+1)=(6;3)

On calcule le déterminant :

det(AM,AB) = [°+14 6‘

y+1 3
= 3x(x+4)—-6x(y+1)
3z —6y+12—6

3z —6y+6
On a donc :
Me(AB) & 3z—-6y+6=0
&S z—2y+2=0
&S 2yu=zx+2
s y=éac+1

C’est ’équation réduite cherchée.
4. a/ On sait que 'ordonnée de I est nulle. On a donc I(z;0) et on cherche z :

IG(AB)<:>O=%w+1
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ce qui équivaut a :

%x:—l@z=—2

b/ On sait que I'abscisse de J est nulle. On a donc J(0;y) et on cherche y :

JE(AB)@y:%xO-{-l

c’est-a-dire : y = 1.
5. On veérifie sur la figure, I’abscisse de [ : et ordonnée de J :

Ex. 14, p.101. 2. Soit M (z,y) un point quelconque du plan. On a :

M e (AB) & AM et AB sont colinéaires < det(AM ,E) =0

On calcule les vecteurs :

AM = (z—(-4);9—1)
= (x+4y-1)
AB = (2+4;-2-1)
(6; —3)

—

On remplace AB par le vecteur
colinéaire 7 = (2; —1). On a :
r+4 2 ’

_— s
det(AM ,u) = i

—(z+4)—-2x(y—-1)
—r—2y—2

On a donc :
Me(AB) & —z-2y—2=0

&S 2y=-—ax-—2
1
&S y=—§x—1

C’est ’équation réduite cherchée.
4. a/ On sait que 'ordonnée de I est nulle. On a donc I(z;0) et on cherche z :

IG(AB)<:>O=—$x—1

ce qui équivaut a :
1
—r=—-1&x=-2
2

b/ On sait que I'abscisse de J est nulle. On a donc J(0;y) et on cherche y :
JG(AB)@y=—é x0—1

c’est-a-dire : y = —1.

5. On veérifie sur la figure, I’abscisse de [ : et ordonnée de J : E
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Ex. 15, p. 101.
1. a/ On cherche I € d,

de coordonnées (z;0) :
1
Ie (d1)4:)0=—§a:+1
ce qui équivaut a :
1
—z=1&=2
5% T

b/ On cherche J € d, de

coordonnées (0;y) :

Je(d)ey= —%x0+1

c’est-a-dire : y = 1.
3. On montre de fagon analogue qu’on a : K(4;0) et L(0;2)

5. Sur leur équation, on voit que les droites di et d2 ont le méme coefficient directeur.
On en conclut qu’elles sont paralléles d’aprés la prop. 10, p. 93.

Ex. 16, p. 102.
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2. Puisqu’une droite n’a qu’une équation réduite, pour montrer que (AB) a pour équation

T
réduite y = g + 1, il suffit de prouver que les coordonnées de A et de B vérifient cette

équation. Faisons-le pour A. On calcule g + 1 lorsque x = z 4. On trouve :

TA —4
—4+l=—+4+1=-2+1=-1
5 + 3 + +

et c’est bien la valeur y4 = —1 attendue. Le calcul est analogue pour B.

. . 3 .
3. De méme, pour monter que (C'D) a pour équation réduite y = —x — 6, il suffit de

prouver que les coordonnées de C' et de D vérifient cette équation. Faisons-le pour C'. On

3
calcule 3%~ 6 lorsque x = x¢. On trouve :

3 3
—xc—6==-x2—-6=-3

i 2

et c’est bien la valeur yc = —3 attendue. Le calcul est analogue pour D.

5. On procéde comme expliqué dans le cours au § 10, p. 96 : notons (z;y) les coordonnées
du point I d’intersection de (AB) et (C'D). Ce point appartient a ces deux droites si et
seulement si, ses coordonnées vérifient leurs équations, c’est-a-dire vérifient le systéme
suivant :

y = +1
Yy = gx —6
Pour résoudre ce systéme, on calcule d’abord x en égalant les valeurs de y :
gx—G = §+1
(g — %) r = 641

B = i

Reportant cette valeur de « dans I’équation de (AB), on obtient :

y=;+1=4,5

Les coordonnées de I sont donc (7;4,5). On le vérifie sur la figure.
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Ex.17, p.102.

C

1. a/ Pour tracer d; d’équation y = —2z + 3, deux points suffisent.

Si on fait z = —1 dans son équation, on obtient y = —2 x (—1) + 3 = 5. Ceci nous
donne un premier point A(—1;5).
Si on fait z = 2 dans cette méme équation, on obtient y = —2 x 2+ 3 = —1. Ceci

nous donne un deuxiéme point B(2;—1).

On a donc dy = (AB)
b/ La droite d2 d’équation y = x est remarquable : c’est ’ensemble des points dont les
deux coordonnées sont les mémes :

d2 = {M(z;z), =z € R}

Si on prend par exemple C(—2; —2) et (3;3), on a dy = (CD).

2. On procéde comme expliqué dans le cours au § 10, p. 96 : notons (z;y) les coordonnées
du point I d’intersection de d; et d2. Ce point appartient a ces deux droites si et seulement
si, ses coordonnées vérifient leurs équations, c’est-a-dire vérifient le systéme suivant :

y = —2x+3
y =

On résout ceci en égalant les valeurs de y. On obtient :
z=-2z4+3 & 3z=3 & =1

Les coordonnées de I sont donc (1;1). On le vérifie sur la figure.



122 Chapitre 4. Géométrie analytique plane

Ex.18, p.102. 1. On a choisi de tracer la partie des droites située dans la bande hori-
zontale comprise entre y = 3 et y = —3. On calcule donc les deux points extrémes sur
chacune des quatre droites. Pour d; dont I’équation est y = 2z, on prend :

y=-3 => z=-1,5 y=3 = x=15
Pour dy dont I’équation est y = 2z — 1, on prend :

y=-3 = x=-—1 =3 = =72
Pour ds dont I’équation est y = 2z + 1, on prend :

y=-3 = x=-2 y=3 = z=1
Pour d4 dont I’équation est y = 2z — 4, on prend :

y=-3 = =05 y=3 = £=35

2. Les quatre droites ont le méme coeflicient directeur. Elles sont donc paralléles d’apres
la prop. 10, p. 93.

Ex. 19, p.103. 1. L’ordonnée a l'origine de d; est —2. Un vecteur directeur est @ = (3;2)
2. On met 3 en facteur dans les coordonnées de u :

u=3.(1; =
U (,3

2
On en déduit que la pente (ou coefficient directeur) de d; est 3 [’équation réduite est :

2
y=§x-—2

3. a/ L’ordonnée a 'origine de d2 est 1. Un vecteur directeur est @ = (2;1). On met 2 en
facteur dans les coordonnées de 4 :

1
i =2.(1; =
i=2(L3)
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; 1 . ’
On en déduit que la pente de d> est 3 Son équation réduite est donc :

—lz-{»l
y=3

b/ L’ordonnée a l'origine de d3 est 1. Un vecteur directeur est @ = (2; —3). On met 2 en

facteur dans les coordonnées de u :
3
u=2.(1;—=
i = 2.( =)

On en déduit que la pente de ds est —3- Son équation réduite est donc :

3 +1
= —=I
¥y=73
4. On résout le systéme formé des équations de d; et ds :
2
aff = gx -2
1
aff = §x +1

On calcule d’abord = en égalant les valeurs de y :

gx—2=1x+1¢> g-l x=3®1x=3®x=18
3 2 3 2 6

On porte ensuite cette valeur dans la deuxiéme équation :
1
y= = x 18+ 1=10

L’intersection de d; et d2 est bien le point 7(18;10)
5. On résout le systéme formé des équations de d; et ds :

y = §$-2
y = —gx-{—l

On calcule d’abord = en égalant les valeurs de y :

=it [t s Dh-aga-t
3.’11 = 2(1: 3 B r=. 6:1:——- (L‘-——13

On porte ensuite cette valeur dans la premiére équation :

2 18 12 14
Y=3Xp it it n
; ! y 18 14
L’intersection de d; et ds est donc le point J de coordonnées 31 ~ (1,4;-1,1)

6. Le produit des coeflicients directeurs de d; et ds vaut :

2><3—1
3 27

Ces droites sont donc perpendiculaires d’aprés la prop. 10, p. 93.
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Ex. 20, p.103. 1. L’ordonnée a l'origine de d; est 2. Un vecteur directeur est @ = (1;1)
2. La pente (ou coefficient directeur) de d; est 1. L’équation réduite est donc :

y=x+2

3. L’ordonnée a l'origine de d2 est 2. Un vecteur directeur est @ = (1; —2). On en déduit
que la pente de dy est —2. Son équation réduite est donc :

y=—2x+2
4. La droite d3 est horizontale, et son ordonnée a l'origine est —1. Son équation est donc :
y=—1
5. Le produit des coefficients directeurs de d; et ds vaut :
1x(-2)=-2+#—1

Ces droites ne sont donc pas perpendiculaires, d’aprés la prop. 10, p. 93.

Ex. 21, p.104.

1. Un vecteur directeur d’une droite
de coeflicient directeur a est :

i = (1;a)
Ici, on a donc

i

u=(1;—=

(L—3)

2. On a ¥ = 2u. Les deux vecteurs
sont donc colinéaires. On en déduit

qu’ils ont la méme direction.

3. Puisque J est le translaté de I par ¥ on a :

EEVESI B DA

yg = yr—1

Or on a I(—3;2), donc les coordonnées de J sont (—1;1).
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Ex. 22, p.104.

1. L’équation réduite de d est de la
forme :

y=—§.1:+b

Pour déterminer le réel b, on traduit
algébriquement la relation I € d :

2 7
led & 3—§+b<:>b_§

I’équation de d est donc :

2 7
N

2. Pour que L € d il faut et il suffit que les coordonnées de L, a savoir z;, =2 et y;, = 1
satisfassent I’équation de d. On on a :

2x2+7—3—14:> 2x +7—
3 3737 T ae s b

Donc L € d.
4. a/ L’intersection de d avec I'axe des abscisses est le point d’ordonnée 0 qui satisfait
I’équation de d. Son abscisse est donc solution de 1’équation :
2 ¥ 7
0=—§m+§ & 2e+7=0 & z= 5:3,5

b/ L’intersection de d avec I'axe des ordonnées est le point d’abscisse 0 qui satisfait
I’équation de d. Son ordonnée vaut donc :

2 T 7

Ex. 23, p.104.

2. Le coeflicient directeur de d vaut —%.

Notons a’ celui de d'. Puisque d' L d, on
déduit, par la prop. 10, p. 93 :

N| Ot

—%xa':—l & a =

De plus, d’' passe par 'origine, donc son

équation est :
5

=_—x
=g
3. On résout le systéme formé des équa-

tions de d et d’ :

2
¥ = —gm+1

5
y = S

2

On égale les valeurs de y :
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§w——gx+1® §+g xw—l@ﬁxw—lﬁw—ENO’}
2”5 25 - 07 T 29 7
On reporte dans la deuxiéme équation :
5 10 25
= — —_—=—2509
¥=3X29729°"

On peut vérifier ces coordonnées sur la figure avec une régle graduée.

Ex. 24, p.104.

1. Pour construire d il suffit de calculer deux
points satisfaisant son équation. Par exemple :

r=-05 = y=2x(-05)—3=—4
=25 = y=2x25-—-3=2

2. a/ On cherche sur d le point A(z;0). On a :
3
Aed & 0=2z-3 & T=3
b/ On cherche sur d le point B(0;y). On a :
Bed s g—Pri—3—-3

On peut vérifier ces coordonnées sur la figure
avec une régle graduée.

Ex. 25, p. 105.

1. Pour construire d il suffit de calculer
deux points satisfaisant son équation. Par
exemple :

=—1 = y=3x(-1)+2=-1
=15 = y=3x15+2=6,5
3. Le coefficient directeur de d vaut 3. No-

tons a’ celui de d'. Puisque d’ L d, on dé-
duit, par la prop. 10, p. 93 :

3xad =-1 & a':-l
3

L’équation de d’ est donc de la forme :

y=—%w+b

ot b est un réel inconnu. Pour le calculer, on
traduit 'hypothése que d’ passe par A(2;3) :
2 11

1
!
Aed @3_—§x2+b@b_3+§_§

Finalement, I’équation réduite de d’ est :
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g, 1
= ——2 —
y=—3%773

4. Les coordonnées (z;y) de I sont obtenues en résolvant le systéme formé des équations

dedetd :
y = 3x+2

¥ = Tp'TE

On égale les valeurs de y :

1 11 1 11 10 5
= —_—— — —_ = —— — _ - =5 —
3z+2= 3a:+3 @(34—3)1 3 2 & 3:c 3@1095 5 & =«

On reporte ceci dans la premiére équation, et on obtient :
7

1
=3X=-+2=-
o i

5. Puisque [ est milieu de [AA’], on a, par le th. 3, p. 84 :

1 1
b =§(.”L'A + 24) et yr = §(yA+yA’)
c’est-a-dire : ] 1 7 1

6. On multiplie par 2 ces deux équations pour chasser les dénominateurs et on obtient :
24z=1 & z=-1 et 34+y=7 & y=41

On vérifie sur la figure que les coordonnées du symétrique A’ de A sont bien (—1;4).

Ex. 26, p. 105.
1. On. &
AM? = BM?
(z—3+y> = 2®+(@y-1)°
x2+9—6z+y2 = :L'2+y2+1—2y
F+9-6a+y = F+yF+1-2
1—-2y = 9-—6z
—2y = 8—6x
y = 3r—4
3. Par le th. 3, p. 84, on a :
$I=%($A+$B)=3—;O=g et yz=é(y;x+y3)=%=é

4. On calcule 3z; —4 = g —4 = % Comme y; = %, ceci prouve que [ € d.

5. Pour calculer I’équation de (AB), on peut utiliser le déterminant ou procéder ainsi : le
coefficient directeur de d vaut 3. Notons a’ celui de (AB). Puisque (AB) L d, on déduit,
par la prop. 10, p. 93 :

Ixd =-1 & a':—l
3
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L’équation de (AB) est donc de la forme :
Y= —%x +b

ot b est un réel inconnu. On traduit ’hypothése que (AB) passe par A(3;0) :
Ac(AB) & 0=-%x3+b e =1

Finalement, I’équation réduite de (AB) est :

y=—%x+1

Ex. 27, p.105.

3. Puisque A et B ont la méme or-
donnée, le segment [AB] est hori-
zontal. La médiatrice de [AB] est
donc verticale. Elle passe par le mi-
lieu de [AB] qui a pour abscisse :

d/

0 =
§(xA +xB) = -;o =25

et pour ordonnée 0. Donc I’'équa-
tion de la médiatrice de [AB] est : 0

=25
et donc z = 2,5 d
4. On a :

AM?* = CcM?
?+y’ = (2-2°+(y-5)°
.1L'2-1-y2 = x2+4—4x+y2+25—10y

L+ = Fra—da+F+25-10y

Soit encore : 9 29
0=29-42—-10y & 10y=—-42+29 & y=—— _}.E
5

5 0 leul 2>< +29 2X5+29 +29 19
n calcule yo = HZ9) 10 AT 10
6. On a

2 2
5 19 25 361 625 + 361 986
7-2=AQ2=(§_0) +(__0) - O+_=L=_

ce qui implique :

936
\/986 ~ 3,14
"=V100 "

7. On vérifie cette valeur de r sur la ﬁgure en mesurant QA.
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Ex. 28, p. 106.

.

2. Par la formule de la longueur, on trouve :
AC? = (zc —z4)’ + (yc —ya)’ =4+9=13

On trouve de méme AB? = 25, BC? = 18. Si le triangle ABC était rectangle, la somme
des deux plus petits de ces trois nombres vaudrait le troisiéme. Ce n’est pas le cas ici.

3. a/ Puisque (AB) est horizontale, la hauteur relative a C est verticale. Elle a donc pour
équation x = x¢, c’est-a-dire, x = 2. Puisque H appartient a cette hauteur, on a xpg = 2.

b/ On a:
ﬁ = (-’l'C —TAYC — yA) = (2,3) = 2.(1; g)

Le coefficient directeur de la droite (AC') est donc 3
¢/ On sait que si deux droites sont perpendiculaires le produit de leur coefficients direc-

2
teurs vaut —1. Donc, le coeflicient directeur de d; est —g [’équation de cette droite est

donc de la forme :

y= —ga: +b
De plus :
2 2 10
Finalement, I’équation de d; est :
2 4 10
= ——2 —
=" " g
d/ Le point H est sur di, et son abscisse vaut 2. Son ordonnée vaut donc :
2 10 6
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4. a/ Puisque (AB) est horizontale, la médiatrice de [AB] est verticale. Le milieu de [AB]
ayant pour abscisse :

Nt

%(-’L'A +zp) = -

la médiatrice de [AB] a pour équation z = —. Comme 2 appartient a cette médiatrice,

N et

| ot

on a bien zg =

b/ Puisqu’on a :
Med, & AM=CM & AM?=CM?

I’équation de d2 s’obtient par équivalences. Soit donc M (z;y). On a :

AM? = CM?
4y’ = (z-2°+(y-3)°
xz-l—y2 = x2+4—4:1:+y2+9-—6y
L+ = Fra—ta+//+9-6y
0 = —4z—6y+13
¥ = 737§

5
¢/ Le point Q est sur da, et son abscisse vaut 3 Son ordonnée vaut donc :

__2,5, 13_3_1
M="s*FTE" B B

5. La prop. 10, p. 87 affirme que G vérifie la relation :

GA +CB +GC =0

On applique la relation de Chasles :

GA +(CA +AB)+(GA +AC)=03.GA = -AB —AC « AG = %(AB)—i—AC“\)

On calcule :

AB +AC = (5:0)+ (23) = (7;3) AG = (zc;ye)
Donc :

(z0390) = 2 (7:3) = (%;1)
nyG ‘—'3 b = 31

6. On a :

7 5 1 11 S 5 1 1 3

0C = (5-5i1-5) =(—5i3) OF = (2-352-3) = (-533)

On constate que Q—H) = 3Q_Cf Les vecteurs (W et (ﬁ sont donc colinéaires, ce qui
prouve que H, GG, ) sont alignés.

7. Puisque les trois points sont alignés, il suffit de prouver que deux d’entre eux, par
exemple H et GG, vérifient I’équation y = —3z + 8 de la droite d’Euler. Ceci résulte des
deux calculs suivants :

3z +8=-3x2+8=2=ygy —3:1:G+8=-—3xg+8=—7+8=1=yc
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Géomeétrie dans l'espace

1 Prisme, cylindre, pyramide

131

On a vu dans les classes précédentes le prisme, le cylindre, la pyramide. La base
d’un prisme ou d’une pyramide est un polygdéne. Le pavé droit est un prisme a base
rectangulaire, le cube est un prisme dont toutes les faces sont des carrés. La base d’un

cylindre est un cercle.

h

h

h

h
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2 Cone

Chapitre 5. GEéométrie dans I'espace

et pyramide droite

Définition 1.

Définition 2.

Définition 3.

Soient 22 un plan et S un point de l'espace. Il existe une droite unique
issue de S, et orthogonale a &. Cetle droite coupe & en un point H
appelé projection orthogonale de S sur 2.

Un point S se projette orthogonalement au centre H d’un cercle situé
dans un plan 2. Le céne, dont la base est le cercle, et le sommet le
point S, est U'ensemble de tous les segments joignant S aux points du
cercle. La distance SH est appelée hauteur du cone.

Une pyramide est dite droite si sa
base est un polygone régulier (voir
déf. 2, p. 17), et si la projection or-
thogonale de son sommet sur le plan
de base est le centre de ce polygone.

3 Spheére

On a vu, en classe de 6°, la définition suivante, que nous rappelons :

Définition 4. Soient Q un point de ’espace, r un réel > 0. La sphére de centre Q) et
de rayon r est la surface formée des points M tels que QM = r.

Sur les représentations en perspective, on voit que la sphére est une surface creuse.

sphére ouverte

sphére fermée



4. Volumes 133

On sait ce que signifie quun plan et une droite de I'espace sont perpendiculaires (voir
déf. 3, p. 21). Ceci permet de poser :

Définition 5. Soient . une sphére de centre §2, et M un point de .. Le plan tan-
gent a ¥ en M est le plan & issu de M et perpendiculaire a (QM).

On a schématisé ci-dessous un morceau de la sphére . et son plan tangent 22 en M.
Il faut imaginer que 22 est situé devant, et la sphére derriére.

QM) L (MA) et (QM) L (MB)

Me? et 21 (QM)

4 Volumes

Commengons par quelques rappels de la classe de 6° :
Proposition 6. Le volume V' d’un pavé droit est égal au produit de ses trois dimensions :
V=axbxh
et le volume V d’un cube d’aréte a est :

V=axaxa=ad>

Les volumes se mesurent en centimétre cube qui s’écrit cm®, décimétre cube qui
s’écrit dm®, métre cube qui s’écrit m®. Le dm® est aussi appelé litre, de symbole £.

Définition 7. Le cm?® est le volume d’un cube d’aréte 1 cm. Le dm® est le volume
d’un cube d’aréte 1 dm. Le m® est le volume d’un cube d’aréte 1 m.
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On a les formules :

1 dm® = 1000 cm?®

1 m® = 1000 dm® = 1000 ¢

Revenons a la classe de 3°. Pour un prisme, un cylindre, une pyramide ou un céne,
le volume V ne dépend que de 'aire %4 de la base et de la hauteur h :

Proposition 8. On considére un prisme, un cylindre, une pyramide et un céne d’aire
de la base A et de hauteur h. Soit de plus, une sphére de rayon r. Leur
volume V' est donné par les formules suivantes :

prisme | cylindre | pyramide cone sphere
1 1 4 3
[ [ =0 —a =
%4 PBh PBh 3 Bh 3 Bh 3™

5 Réduction et agrandissement

Définition 9. Soit ABCD une pyramide de sommet A. Sur les demi-droites [AB),
[AC) et [AD), on considére des points B', C' et D', tels que B' # B
et (BC) J| (B'C") et (BD) J/ (B'D"). On pose :

AB’
AB

Sik > 1, on dit que AB'C'D’ est un agrandissement de ABCD dans le rapport k.
Sik <1, on dit que AB'C'D’ est une réduction de ABCD dans le rapport k.

k=

k1 eS|

[’énoncé suivant résulte du théoréme de Thalés (voir th. 4, p. 17) appliqué dans

les plans ABC', ADB, ACD :
Proposition 10. Sous les hypotheéses précédentes, on a :
AB'=kAB AC'=kAC AD'=kAD B'C'=kBC D'B'=kDB C'D'=kCD
Corollaire 11. Dans ces conditions, on a :
aire B'C'D’ =k’ x aire BCD
volume AB'C'D" = k* x volume ABCD
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6 Exercices

Exercice 1.

On assimile la surface de la Terre a une sphére . de centre 2. On note N le péle
Nord, S le péle Sud. Tout demi-cercle de centre € et d’extrémités N et S est appelé
méridien [on en a tracé un en pointillés, noté ¢’|. On définit 'équateur comme étant
I'intersection de .# avec le plan issu de 2 et perpendiculaire a (2N) [on a représenté
I’équateur par un cercle horizontal, vu en perspective|. L’équateur est un grand cercle
de .. Il partage .7 en deux hémisphéres. LL’hémisphére contenant le pole Nord est appelé
hémisphére nord.

Soit M un point de I'hémisphére nord, qui n’est pas sur I'équateur et est différent
de N. Le méridien de M coupe I’équateur en A. On appelle latitude de M l'angle «
défini par :

a=MQA

On se propose de déterminer cette lati-
tude par une visée astronomique noc-
turne, suivant une méthode utilisée par
les navigateurs depuis le Moyen-Age,
et que nous allons décrire maintenant :

e Avec un instrument (astrolabe, sex-
tant) placé en M, on évalue l'angle
aigu IE qui mesure 1’élévation de
I’étoile polaire au-dessus de I'horizon.
e Supposant que la direction de I'étoile

polaire soit celle de (2N), on va mon-
trer :

B=a

Pour ce faire, appelons plan méridien d
de M, le plan qui contient le méridien étoile polaire
de M. |

On remarque que le plan horizontal :
contenant M est le plan tangent a . :

en M (voir déf. 5, p. 133). |

Le plan tangent et le plan meéridien se :
coupent suivant une droite d. B
Dans le plan méridien, d est la tangente M,

en M au demi-cercle ¢, donc d L (MQ).

La figure ci-contre est dessinée dans le
plan méridien. La droite d coupe la Y

droite (2N) en B. On note v = MQB. A Q

1. Montrer que MBQ = B.
2. Montrer que v+ 3 =90° et v+ a=90°. En déduire 3 = a.
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Exercice 2.

On coupe la sphére .7 de centre €2 et de rayon r par un plan Z2. Le point €2 se projette
orthogonalement en [ sur 2. On note :

fa=31

et on suppose que h < r. On note ¢ 'intersection de .¥ et £, c¢’est-a-dire ’ensemble
des points qu’ils ont en commun.

1. Soit M un point de ¢. Utiliser la prop. 4, p. 21, pour montrer qu’on a :
() L (IM)

2. Dessiner une figure plane du triangle 2/ M montrant bien son angle droit.

3. Calculer IM par le théoréme de Pythagore (on pourra remarquer que QM = r).

4. En déduire que M appartient au cercle du plan 22, de centre est I, et dont le

\/r2 — h2

rayon vaut :

Remarque : au stade ou nous sommes, nous n’avons pas démontré que ¢ est un
cercle. Nous avons seulement prouvé que si M € ¢, il est a distance fixe du point I, ce
qui prouve que ¢ est un morceau de cercle.

Pour prouver que ¢ est un cercle complet, il faudrait démontrer I'implication réci-
proque, (voir § 3, p. 26), a savoir que si M € &, et si :

IM = /72 — h?

alors M € €. Mais ceci résulte de 1’équivalence suivante, qui résulte du th. de Pythagore :

IM=+\/r2—-h & QM =r
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Exercice 3.

(unité au choix) On a représenté un cube dont I'aréte vaut 1

1.

2. Que vaut AF 7
3. Tracer en vraie grandeur le rectangle AFGD.

4. Soit I le milieu de [AF]. Les droites (AG) et

ot

Montrer que le quadrilatére AFGD est un rec-
tangle.

(DI) se coupent en J. Compléter la figure.

On se propose de montrer que les droites (AG) b,}
et (DI) sont perpendiculaires. On note :

JF

«=IDh o=10G g=3GF §#=A0D A~ |

Calculer tg a et tgf. B

7. Montrer que si v est un angle aigu, alors :

1
tg (90 —v) = e

8. Déduire de cette formule qu’on a tg o = V2.

9. On admet que si deux angles aigus ont la méme tangente alors ils sont égaux. En

10.
11.

déduire que o’ = f3.
Montrer que o’ 4+ 3’ = 90

Conclure.

Exercice 4.

Dans un cylindre de diamétre 10 cm, et contenant de I’eau, on plonge une pyramide
dont la base est un carré de co6té 5 cm et dont la hauteur vaut 5 cm. La pyramide se
trouve entiérement immergée, sans que l'eau du cylindre ne déborde. De quelle hauteur
I’eau a-t-elle monté dans le cylindre ?

1. Calculer le volume de la pyramide.

Noter x la hauteur cherchée. Ecrire la formule donnant le volume d’un cylindre
de rayon 10 cm et de hauteur .

3. Déterminer une équation satisfaite par x.

4. Résoudre cette équation. Vérifier qu’on trouve :

&= ~ 0,5 cm

5
3T
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Exercice 5.

Un

cylindre de rayon R, fermé au fond, contient de I’eau. On y plonge une bille sphé-

rique de rayon r, tel que » < R. La bille descend jusqu’au fond, et se trouve entiérement
immergée, sans que I'eau du cylindre ne déborde. De quelle hauteur 'eau a-t-elle monté

dans le

cylindre ?

1. Ecrire le volume d’une sphére de rayon 7.

Noter z la hauteur cherchée. Ecrire le volume d’un cylindre de rayon R et de
hauteur z.

3. Déterminer une équation satisfaite par x.

4. Résoudre cette équation. Vérifier qu’on trouve :

4 r3
r=——
3 R?

Exercice 6.

On

considére une pyramide a base carrée ABC'D et de sommet S, et telle que :

(SA) L (ABCD)

. Dessiner cette pyramide en perspective en prenant, par exemple, les coordonnées

fictives suivantes sur la feuille de papier :

A B|[C|D
z|0]| 3 |6 3
y| 0| -1]0]1

o O W

On suppose : AB =3 cm et SA =4 cm. Calculer le volume de la pyramide.

3. Soient A’, B’, C', D’ les milieux respectifs des arétes [SA], [SB], [SC], [SD].

Placer ces points.

Colorier la pyramide de base A'B’'C'D’ et de sommet S. Calculer son volume.

Exercice 7 (pyramide tronquée).

On considére une grande pyramide droite &2 de
hauteur h. On la coupe par le plan issu du milieu de
sa hauteur et paralléle a sa base. On obtient une pe-
tite pyramide 22’ et un tronc de pyramide 22",

dont la

On se propose de calculer le volume de 2”. No-

tons V
de 22"

1.

2:

3.

réunion est 2.

le volume de &2, V' celui de &', V" celui

Reproduire le dessin de la pyramide Z2. Le compléter en tracant les cinq arétes

de la base de &’

Montrer qu’on a :

En déduire qu'on a :
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Exercice 8 (un cube partagé en trois pyramides).

1. Reproduire en grand le cube ci-dessous, vue en perspective conique (voir p. 22),
en prenant les coordonnées fictives suivantes en cm sur la feuille de papier :

A B [CIDIE|JF]|G]|H
z| 43| 02| 3| -1]| 5] 0 |36 —1
y | 24 0 | 342 8 [68] 8 |88

On considére les trois pyramides 22y, %25, %5 de sommet F' et de base (DAFH),
(DCGH), (DABC).

2. Tracer les segments [FH], [FA], [FD], H
[FC], et colorier les trois pyramides avec
des couleurs différentes.

3. Montrer que :
(FE) L (AEH)

4. Notant a 'aréte du cube, montrer que le
volume V de chacune des trois pyramides
est : "

a
V=—
3

Montrer que ce résultat est compatible
avec le volume du cube.

ot

Exercice 9.

Question préliminaire : Montrer qu’un triangle rectangle qui a un angle de 45° est
isocéle. On pourra raisonner sur les angles.

On considére un céone de demi-angle au sommet 45°,
de hauteur h, de volume V. Prendre garde que la
figure ci-contre n’est qu’indicative : les angles n’y sont
pas respecteés.
1. Dessiner la section de ce céne par un plan pas-
sant par son axe.

2. Montrer que 'aire de son disque de base vaut :
B = mh’

3. Calculer V en fonction de h.
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Exercice 10 (d’aprés brevet 2018).

On  souhaite faire
construire une terrasse
en béton devant une
maison. Cette terrasse

aura la forme d’un
prisme couché, de
base ABCD et de
hauteur [CG]. Sur le

plan, le point P est la
projection orthogonale
de B sur (AD).

Pour ce faire, on
contacte un macgon
dont D’entreprise est
située a 23 km de la
maison.

Dans cet exercice, on ne s’intéresse qu’a la fabrication et au transport du béton

par camion-toupie. Les données fournies par le magon sont les suivantes :
e prix de fabrication du m® de béton : 95 euros
e capacité maximum du camion-toupie : 6 m®
e frais de transport : 5 euros par km.

1. Volume de la terrasse. On note V' le volume du prisme et £ 'aire de sa base.

a/ Calculer laire du triangle BPA

b/ Calculer I'aire du rectangle BCDP

¢/ En déduire qu'on a :
% =105 m?

d/ Montrer qu'on a : '
V=84m’

2. Calcul du coit
a/ Combien d’aller et retour le camion doit-il faire ?
b/ Calculer le prix du transport du béton.

¢/ Calculer le prix du béton.
d/ En déduire le montant de la facture présentée par le magon.
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Exercice 11 (empilements, d’aprés brevet 2019).

On a représenté ci-dessous quatre empilements de boulets de canon. Ces empile-
ments sont a base carrée. Le premier comporte 2 niveaux, les suivants ont 3, 4, 5 niveaux.
Pour un empilement ayant n niveaux, on note b le nombre de boulets qu’il contient.

1. Sur la premiére des quatre figures, on voit que si n = 2 alors b = 5. Reproduire
et compléter le tableau suivant :

n|2|3|4
b |5

(94

Indication : si on compte les boulets a partir du sommet de I’empilement, on voit
que b s’écrit : b=1+2%1...
2. On suppose que tous les boulets sont des boules de rayon » = 6 cm. Calculer le

volume d’un boulet.
3. On suppose que tous les boulets sont en fonte, dont la masse volumique est :

p =173 kg/dm®
Calculer la masse d’un boulet.

4. On admet que si n = 5 alors b = 55. Calculer la masse d’'un empilement a
5 niveaux. Vérifier qu’on trouve environ :
363 kg

Exercice 12 (la confiture d’abricots).

Une bassine a confiture cylindrique a pour diameétre intérieur 24 cm, et pour profon-
deur 14 ¢m. On dispose d’un grand nombre de petits pots a confiture cylindriques de
7 cm de diameétre et 8 em de hauteur.

1. Calculer le volume exact Vi de la bassine en cm®. Donner aussi une valeur appro-
chée en litre. Vérifier qu’on trouve :

Vi=122x 14 x 7 cm® = 6333,45... cm® ~ 6,3 ¢

2. Calculer le volume Va d’un petit pot a confiture en em®. Vérifier qu’on trouve :
Vo =98 x ™ cm®
3. On veut remplir les petits pots avec la confiture d’abricots bouillante que 'on
vient de cuire dans la bassine. Sachant qu’elle est pleine aux deux tiers, combien
de pots pourra-t-on remplir ?
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Exercice 13.

On considére une pyramide &2 de sommet S, a base carrée ABCD), et dont les faces
latérales sont des triangles équilatéraux de coté 1.

1.

ot

. Soit I le centre du carré ABC'D

Reproduire puis découper le patron de 22 ci-dessous. Pour construire #2, plier
les quatre faces latérales suivant leurs trois arétes communes. Les assembler
ensuite avec la languette supérieure. La base est ensuite repliée suivant son

aréte commune avec la face qui est a sa droite. Puis on I'assemble avec les

faces latérales grace aux trois languettes de droite.

la

a/ Montrer que la droite (ST) est
la meédiatrice de [AC] dans le
plan (SAC). En déduire :

(SI) L (AC)
b/ Montrer de méme qu’'on a :

(SI) L (BD)
¢/ En déduire :
(SI) L (ABCD)

et donc que [SI] est la hauteur
de 2 relative a S.

Montrer par la réciproque du th. de Pythagore (voir th. 9, p. 18) que ASC' est
un triangle rectangle.

En déduire qu’on a : 1
SI=—
V2

Calculer le volume V de #2. Vérifier qu’on trouve :

7

3v2
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Exercice 14.

On reprend la pyramide 22 de 'exercice 13, p. 142. Elle a pour sommet S, sa base
(ABCD) est un carré de centre I, ses faces latérales sont équilatérales de coté 1.

1. Calculer I A. Vérifier qu'on trouve : g

V2

Sl
S

2. Montrer que la droite (I.5) est meé-
diatrice de [AC] dans le plan (SAC)

3. En déduire qu’on peut calculer IS
par le th. de Pythagore, et quon 4

trouve :

1
IS =— B

V2

4. En déduire que la sphére de centre I et de rayon % passe par S, A, B, C, D.

On lappelle la sphére circonscrite a la pyramide.
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Récréation 15 (répartition de l’énergie du Soleil).

On se propose de montrer par le calcul, que les régions polaires de la Terre recoivent
beaucoup moins d’énergie du Soleil que les régions équatoriales. Pour éviter de faire
intervenir I'inclinaison de ’axe de la Terre, on raisonne en période d’équinoxe.

On sait qu’en ces périodes, c’est-a-dire aux environs du 20 mars pour le Printemps,
et du 20 septembre pour I’Automne, le Soleil éclaire autant I’hémisphére Nord que I’hé-
misphére Sud. Ceci correspond aux positions P et A de la Terre sur la figure ci-dessous :

P — Printemps

A — Automne

On s’intéresse a la position P de la Terre. La Terre, supposée sphérique, est a droite,
le Soleil a gauche, trés loin, donc non visible sur la figure ci-dessous. On suppose que
ses rayons arrivent horizontalement sur la Terre. Le centre de la Terre est noté €2, le
pole Nord est noté N. Sur un méridien, on considére un point I, et les points J et K
symeétriques par rapport au plan de I’équateur :

On suppose de plus que I, J, K sont placés sur le méridien de sorte que la méme
quantité d’énergie, mesurée par I’écart a entre les rayons dessinés, arrive sur I'arc de

cercle NI et sur arc JK.
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On note R le rayon de la Terre. On a alors :

sing—gxl-i cosB—R-a—l-g
2 2 R 2R R R
- R . :

Pour fixer les idées, prenons a = (TR Il vient successivement :
"a—ax1~Rx1—1 B=1 a__1 1_11
Mo =2 "RT24"R™ 2 PEITRT I TI2T 12
g~'1.sini—236 = a~4°8 B = acos — = 23,55... = 23°6
2'_‘( 24— " . ~~ e 12— I, cee NV

Le raisonnement qui va suivre est intuitif. Le rendre rigoureux demanderait des dévelop-
pements longs et pénibles dont nous ferons grace au lecteur.

On constate que 8 =~ 5 x «a. Par la prop. 20, p. 20, on en déduit que 'arc NI est
environ 5 fois plus long que 'arc JK. De plus, si a et 3 sont assez petits, on a :

longueur (J_K) =~ JK longueur (NI) ~ NI

Donc :

NI=5x JK

Comme 52 = 25, on en déduit qu’a la surface de la Terre, le disque de diamétre N1,
qui touche le pole Nord, et est situé dans le cercle polaire, a une aire vingt-cinqg fois plus
grande que le disque de diameétre J K traversé par I’équateur. Et puisque la méme quantité
d’énergie (mesurée par a) est dispersée sur le grand disque et sur le petit disque, les points
du grand disque recoivent beaucoup moins d’énergie ' que ceux du petit disque. Ceci
explique en partie la différence des climats entre les zones polaire et équatoriale.

7 Correction des exercices

Ex.1, p.135.

1. Puisque la direction de I’étoile polaire est d
celle de (2N), les angles MBQ et B sont étoile polaire
en position alterne-interne. Ils sont donc [
égaux : MBQ = B :
2. a/ Puisque d L (MQ), le triangle M B Q :
est rectangle en M. On sait que dans un tri- ;
angle rectangle, les angles aigus sont com- |
plémentaires. Donc : :
|
|

v+ B =90°
b/ Le plan de I’équateur est perpendiculaire
a (QN). Donc :

(24 L (QN)
On en déduit : v + a = 90°. Finalement
Y+B=7+a=>B=c. A 0

M

1. En période d’équinoxe, le péle Nord ne regoit aucune énergie du Soleil, car les rayons
solaires qui 'atteignent sont rasants.
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Ex. 2, p.136.

1. Puisque I est la projection orthogonale
de Q sur 2 la droite (£21) est perpendiculaire
a 2. Elle est donc perpendiculaire a toutes les
droites de ce plan, en particulier a (IM).

3. et 4. Le triangle Q1M est rectangle en /. Son
hypoténuse est [QM]. Or QM = r, puisque
M € .. Par le th. de Pythagore, il vient donc :

IM2=QM? —-QI? =+2—HK?

Donc IM = +/r2 — h2. On voit que cette ex-
pression ne dépend pas de M, mais seulement
de . (a cause de r) et Z? (a cause de h). Ceci
montre que M est sur le cercle de centre I et

de rayon vr? — h?.
Ex. 3, p.137.

1. Toutes les faces du cube sont des carrés. Sur la face
droite, on a donc :

(GF) L (FB)
Sur la face arriére droite, on a aussi :

(GF) L (FE)

Donc (G'F') est perpendiculaire 4 deux droites sécantes
du plan FEB. On en déduit que (GF') est perpendicu-
laire a toute droite de ce plan, donc :

(GF) L (FA) B

Donc le quadrilatéere AFGD a un angle droit en /. On montrerait de méme que ses trois
autres angles sont droits. C’est donc un rectangle.
2. Le triangle ABF" est rectangle en B. Le th. de Pythagore donne :

AF?=1%*41°
Donc AF = /2
6.On a: D = 7 G
tga:xg—i:?:% tgﬁ=%=\/§ “ ; i

7.0n a: .

tg(90—1) = 22283:3 - 2?:;: - téy A ; F
8. Onaa+a’=C/D\A=90, donc a'=90—1a. On en déduit :

tga/ = tg_a =

9. On constate que o’ et 3 ont la méme tangente, ils sont donc égaux.

10.Onap+p = FGD = 90. Et puisque 3 = o', cette relation se réécrit :
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o +p =90
11. Dans le triangle GJD on a alors :

GJD =180 — (¢ + ') = 180 — 90 = 90

On en déduit : (JG) L (JD).
cqfd

Ex.4, p.137. 1. La prop. 8, p. 134 donne le volume V; d’'une pyramide dont I'aire de
base est 4 et la hauteur h : -

5

2

2. Par la méme prop. 8, le volume du cylindre de rayon 5 et de hauteur x est :

Vl=%£'3h=52x

Vo=Br=1x5 Xz

3. et 4. La colonne d’eau de hauteur z a le méme volume que la pyramide, donc Vo, =V :

x:z:—52x5 s 7r1:—§ S g = -
a 3 T8 T 3n

T X 52

Ex.5, p.138. 1. La prop. 8, p. 134 donne le volume V; d’une sphére de rayon r :
V] = §7l'7‘3

2. Par la prop. 8, p. 134, le volume du cylindre de rayon R et de hauteur x est :
Vo = Bz = tR%*z

3. et 4. La colonne d’eau de hauteur z a le méme volume que la sphére, donc Vo = V] :

1rRZ:1:=é7rr3 & R’z = é'r & r=—=-—
3 3
Ex. 6, p.138.

2. On applique la formule du volume d’une py-
ramide d’aire de base Z et de hauteur h :

[ § 1 9
Vi=-%Bh=- —
1 3 3x3 X4=12

’

. SA 1 . :
4. Puisque SA = 3 la petite pyramide de

7
base A'B'C’D’ et de sommet S est une ré- -
duction de rapport 1 de la grande. Par le

cor. 11, p. 134, le volume V> de la petite est
donc :

1\* 1 3
il = 5= xm="
4 Q)X‘ 8 T3
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Ex.7, p.138.

2. La petite pyramide 2’ est une réduction de
rapport % de la grande £2. Par le cor. 11, p. 134,

le volume V' de la petite est donc :

; 13" 1

3. D’aprés I’énoncé, on peut imaginer que la grande pyramide 22 est obtenue en posant
la petite 22’ sur le tronc de pyramide #”. On a donc :

V=V,+V”

On en déduit : .
V":V—V’:V—§V=—V

Ex.8, p.139. 1. et 2. Voir la figure ci-contre :

3. Toutes les faces du cube sont des carrés. Sur
la face avant gauche, on a donc :

(FE) L (EA)
Sur la face supérieure, on a aussi :

(FE) L (EH)
Donc (F'E) est perpendiculaire & deux droites
sécantes du plan AEH. On en déduit que (F'E)
est perpendiculaire a ce plan.
4. Puisque (FE) L (AFH), le segment [F'E] est
hauteur de #;. Le volume V de £ est donc :

ad

1 . o 5
V = galreDAEHxI'E— 3

On trouverait la méme chose pour les deux
autres pyramides.

5. La somme des volumes des trois pyramides vaut donc :

3
a 3
3)(—:
3 a

On trouve le volume du cube. C’est logique, puisque les trois pyramides sont accolées
et remplissent le cube.
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Ex. 9, p.139. Question préliminaire : on sait que dans un triangle rectangle, la somme
des angles aigus vaut 90°. Ici, comme 'un des angles aigus vaut 45°, 'autre vaut donc
aussi 45°. Ce triangle a donc deux angles égaux. On en déduit qu’il est isocéle.

1. On a noté S le sommet du coéne, [AB] un dia-

meétre de sa base, I le centre du disque de base. 45
Le triangle SAB est isocéle en S.

2. Puisque I est le centre du disque de base, le

segment [ST] est hauteur du coéne. Donc :

SI=h

A I B

Le triangle STB rectangle en I, et a un angle de 45°. Il est donc isocéle en I, d’aprés la
question préliminaire. On en déduit que le rayon I B du disque de base vaut h. L’aire de

ce disque vaut donc :
B = h’

3. Et le volume du céne vaut :

1 g mh?
=—,0 e = e—
1% BAh 37rh x h 5

Ex.10, p.140. 1. Volume de la terrasse. On sait que le volume V du prisme d’aire
de base Z et de hauteur h est :
V = %h

On calcule Z en deux morceaux :
P = aire BPA + aire BCDP
a/ Comme il est sous-entendu que :
DP=CB=GF =0,15
on peut calculer PA par différence :
PA=DA—-DP=027-0,15=0,12

Le triangle BP A est rectangle en P. Son aire vaut donc :

0,12 x 5

57— = 0,3 m?

aire BPA = % X PA % PB=

b/ Le quadrilatére BC'DP est un rectangle, donc :
aire BCDP = DP x PB =0,15 x 5= 0,75 m>

¢/ On en déduit :
#B=03+0,75=1,05m?>

d/ On a enfin :
V=%h=105x8=84m"
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2. Calcul du cofit. a/ Le camion ne peut livrer que 6 m® de béton a la fois. Il doit

donc faire deux livraisons pour en apporter 8,4 m®. Ce qui fait 2 allers et retours, donc
4 x 23 =92 km.

b/ Le transport cotitera donc :

92 x 5 = 460 euros

¢/ Le béton cotitera :
8.4 x 95 = 798 euros

d/ Le montant de la facture, comprenant le cotit du transport + le cotit du béton, est :
460 + 798 = 1258 euros

Ex.11, p.141. 1. Les valeurs successives de b sont :

1+22 = 5
1+2°+3 = 5+9 = 14
1422432442 = 14416 = 30
1 ¥ 2394525 = 30395 — 58
2. Le volume d’un boulet est :
V= -‘%w“ =37 X 6% = %n e dig— 22 U0 o o — 988 ™ — 98B 10~ Y

ce qui fait environ 900 cm? soit 0,9 dm?, c’est-a-dire 0,9 ¢, donc presque un litre.
3. La masse d’un boulet est :

e , 2887 x 1073 x 7,3 kg
ce qui fait environ 7 kg.

4. La masse de 55 boulets est donc :
2887 x 107> x 7,3 x 55 ~ 363 kg

Ex.12, p.141. 1. On applique la formule donnant le volume d’un cylindre d’aire de
base # et de hauteur h :
V=%Bxh
Pour la bassine, on a :
B=1r’=mx122
Donc :
Vi=%Bxh=mx12? x 14 ecm® = 6333.45... cm®

Les conversions d’unités sont toujours pénibles. Par définition 1£ = 1dm®. De plus :

_ 633345... . 3

: : p 1 ; ,
1 dm®=1000 cm® = 1em® = —— dm® = 6333,45... cm® m

1000 1000
On a donc :

_ 633345...

3 _ & 3 3 _
Vi = 1000 dm” =6,33345... dm” = 6,3 dm” =6,3 ¢
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2. Pour un petit pot cylindrique, on a :
’ 7\* 49
.%=7rr2=7rx(—) = — XT

Donc : 15
V2=.98xh=7x7rx8=98chm3

3. Le volume V3 de confiture contenu dans la bassine est :

2 2
V3=§xvl=§x7r><122><14=7rx2°.3.7

Le nombre de pots qu’on pourra remplir est donc :

volume de la confiture V5 7 x2°37 2°x3 96 13.71
volume d'un pot ~ Vo w7 x27* 7 = 13,7l

On pourra donc remplir complétement 13 pots, et un 14¢ plus qu’a demi.

Ex. 13, p. 142.
2.a/ Ona SA = SC. De plus, ABCD est S

un parallélogramme, donc /A = IC. On
en déduit que, dans le plan (SAC), (ST)
est la médiatrice de [AC], et donc :

(SI) L (AC)
b/ Par un raisonnement analogue, on
montre :
(SI) L (BD) C

¢/ La droite (ST) étant perpendiculaire a

deux droites sécantes du plan (ABCD), A

elle est perpendiculaire a ce plan. On en

déduit que [ST] est la hauteur de 2 rela-

tive 4 S. B

3. Puisque ABCD est un carré de coté 1, on a AC = /2. Or SA =SB = 1. Donc :
AC? = SA’? + SB?

on en déduit, par la réciproque du th. de Pythagore, que ASC est rectangle en S.

4. Par la réciproque du th. du demi-cercle (th. 11, p. 18), le cercle circonscrit au triangle
rectangle ASC' a pour centre le milieu de son hypoténuse [AC]. Or I est milieu de [AC],
donc :

AC V2 1
2 2 2

5. Le volume d’une pyramide d’aire de base Z et de hauteur h est :

1 -
= _4
V = 3 PBh

SI=IC=

Comme ici, Z =1 et h = SI, on en déduit que le volume de notre pyramide 2 est :

V=%x51=i

3v2
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Ex. 14, p.143. 1. Puisque ABCD est un carré de coté 1, sa diagonale [AC] vaut :
AC=1xV2=+2

Le point [ étant le centre du carré, c’est aussi le milieu des diagonales. Donc :

ja=AC _v2_ 1
2 2 V2
2. Puisque :
SA=S5SC=1 IA=1IC

les points S et I sont équidistants de A et C. On en déduit que (1.S) est médiatrice de
[AC] dans le plan (SAC).

3. Puisque (IS) est médiatrice de [AC], on a :
(IS) L (AC)

Donc le triangle SIC' est rectangle en I, et par le th. de Pythagore, il vient :

2 2 2 2 . 1 1
IS =SA"—-JA" =1 —<E> =1_§=§
d’ou :
7S = L
V2

4. De plus, puisque I est le milieu des diagonales, et que les diagonales sont égales, on a :

IA=IB=IC'=ID=L

V2

Finalement :

1
IS=IA=IB=IC=1D=—
V2
ce qui montre que la sphére de centre I et de rayon £ passe par S, A, B, C, D

2
ge cqfd
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Chapitre 6

Fonctions réelles

Une machine fabrique pour tout réel

une image réelle notée | f(z) T s D N
e [

R étant I'ensemble des réels (voir § 1, p. 15), \: f :

cette machine est appelée fonction ou applica- ! Suig,

tion de R dans R. On la désigne par: 7777 ™ \\

R L R
955
. = £ f(x)

Pour chaque z € R, la fonction f produit donc une image notée f(x).

ATTENTION! f n’est pas un nombre | f(z) # f x | [ est une machine.

1 Graphe d’une fonction

Définition 1. La courbe représentative ¢ (ou graphe) d’une fonction :

z - f(z)
de R dans R, est l'ensemble des points A de coordonnées (z; f(z)) pour
tous les x € R. On dit que y = f(x) est l’équation de € .

A f(z)

On lit un graphe dans le sens croissant des abscisses. Le premier graphe est une
courbe qui descend puis remonte. Le second est une droite qui descend.
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[1 faut imaginer que la courbe ¢ est décrite par le point A(z; f(x)) quand = parcourt
P’axe réel, de gauche a droite, comme un crayon qui trace sur un papier :

A 4

A
[ N
-5 -3 B

On a dessiné ci-dessus un morceau du graphe d’une certaine fonction  +— f(z). On
peut évaluer I’image d’un réel par f en tracant des segments de droites :
e Pour évaluer f(1), on trace le segment vertical qui part du point A(1;0) et qui va
jusqu’a la courbe. Il I'atteint en un point dont 'ordonnée est environ 1,5. On a donc :

Ff(D) =15
e Pour évaluer f(—2), on trace le segment vertical qui part du point B(—2;0) et qui va
jusqu’a la courbe. Il I'atteint en un point dont 'ordonnée est environ —2,8. On a donc :

f(=2) ~ —238

e On montrerait de méme f(—5) = —1

e On voit que pour les réels > 0 la fonction f admet un maximum M = 2 et que ce
maximum est atteint quand z =3 car f(3) = 2.

e On voit aussi que pour les réels x < 0 la fonction f admet un minimum m = —3 et
que ce minimum est atteint quand x = —3 car f(—3) = —3.
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3 Lecture graphique d’un antécédent

On a dessiné ci-contre le graphe d’une
fonction z — f(z). On imagine un réel b
sur 'axe des y. On voit que si b est tel
que :

—-5<b< -3

la droite horizontale d’équation y = b
coupe la courbe en deux points [ et J
dont les abscisses sont a et 3. On a donc :

fla)=0b f(B)=">
On dit que a et 8 sont les antécédents
de b par f.

Par contre, si b < —5, la droite horizon-
tale d’équation y = b ne coupe pas la

courbe. Un tel nombre b n’a pas d’an-
técédent par f.

Ainsi, le nombre b = —5.,5 n’a pas d’antécédent par f. Autrement dit, ’équation d’incon-
nue x :
f(z)=-55
n’a pas de solution.
Explorons a présent la partie haute du graphe A
de f. On voit que si b est tel que
-3<b<5

la droite horizontale d’équation y = b coupe b
la courbe en un point unique I dont ’abscisse
est a. On a donc :

fla)=1b

Le nombre a est donc I'unique antécédent
de b par f.

Par contre, si b > 5, la droite horizontale
d’équation y = b ne coupe pas la courbe.
Un tel nombre b n’a pas d’antécédent par f.

Ainsi le nombre b = 5,5 n’a pas d’antécédent par f. Autrement dit, I’équation d’incon-
nue x :
flz) =55

n’a pas de solution.
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4 Polynémes

Définition 2. Un mondéme est une fonction de R dans R de la forme x — ax™ ou a
est un réel ne dépendant pas de x, appellé le coefficient, et n est un
entier > 0 appelé le degré. Un polynéme est une somme de monoémes.

Exemple : z ++ —3z" est un monoéme de degré 4, de coefficient —3.

Pour mieux comprendre la suite, on peut imaginer que f est le polynéme défini pour
tout z € R par :
f@)=2>+1—2>+5z—2° — 4z

Réduire f c’est I’écrire comme somme de mondémes de degrés tous différents, en appliquant
autant de fois que nécessaire la régle :

az” + bz" = (a + b)z"
Une fois f réduit, il y a deux possibilités :
e soit tous les monomes de f se sont simplifiés, et alors f(z) = 0 pour tout réel z;

e soit il reste au moins un monéme. On admet que les différents monémes restant ne
dépendent pas de la fagon dont on a réduit f. Cette écriture de f est unique (a l'ordre
prés des mondémes). On Pappelle I’écriture réduite de f.

Le degré du monome de plus haut degré figurant dans cette écriture réduite est appelé
degré de f, on le note deg f.

Sur I'exemple précédent :
flz)=2+1—2°+5z—2° — 4x
on peut simplifier et réduire :
f(z) =zz+1—/+5x—w3—4w=1+x—x3
Donc f est de degré 3.
Définition 3. Factoriser un polynome f, c’est l’écrire comme produit de polynémes :
f=gxh

dont les degrés sont > 1.

Exemple : Supposons que le polynéme f soit défini par :
f(x)=2*-2z+4+1-3(z—1)(2z —5)

On utilise I'identité remarquable 2> — 2z 41 = (z — 1)?, (voir prop. 3, p. 15). On a donc,
pour tout réel z :
fl@) = (z-1)*=3(z—1)(2z —5)
= (z—1)(z—1-3(2z-5))
(z — 1)(—bz + 14)
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On a factorisé [ par deux facteurs, tous deux de degré 1. Précisons les notations. Si on
désigne par g et h les polynomes :

r — x—1

r — —=bxr+14
On voit qu’on a montré que pour tout z € R, on a :
f(x) = g(z) x h(z)

ce qu’on résume en écrivant :

f=gxh

5 Fonctions affines

Définition 4. Soit f une fonction de R dans R. Le taux d’accroissement de f entre
deuz valeurs distinctes x1 et x2 de la variable = est le nombre :

ﬂ . f(x2) — f(z1)

Ax To — T1

Définition 5. Soit f une fonction de R dans R. On dit que f est une fonction affine
s’il existe des réels a et b ne dépendant pas de x, et tels que pour tout  :

f(z)=az+b

Si a = 0, la fonction affine prend toujours la méme valeur b pour tous les réels z. On
dit qu’elle est constante. Si a # 0, la fonction affine est un polynéme de degré 1.

Proposition 6. Soient a et b des réels. Le graphe de la fonction affine z +— azxz +b

est la droite d’équation |y = ax +b|. Si b= 0 cette droite passe par

lorigine. St a =0 elle est horizontale, si a # 0 elle est oblique.

y=axr+b

ax

@
Il

Proposition 7. Le tauz d’accroissement d’une fonction affine est constant entre deux
réels distincts. Pour U'application affine x — ax +b on a :

Ay
Az~ *
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6 Signe de ar + b

Proposition 8. Soient a, b des réels. Sia >0 alors ax+b>0 & x> .
a

St a < 0 alors a,$+b>0(=):v<—é
a

Ceci correspond aux deux cas de figure suivants :

b b
a T a

7 Exercices

Exercice 1 (parabole (i)).

On considére la fonction f de R dans R définie par :

z—x—1

. Recopier et compléter le tableau de valeurs arrondies suivant (on pourra faire

certains calculs avec la calculette) :

z | -1]-04|0]l03|06]| 1]1,

ot

f(z) | o | —0,8

. Sur une feuille de papier millimétré, tracer un repére. Marquer ensuite les sept

points dont les coordonnées sont :

(=15 0) (—-0,4 ;-0,8) etc.

. Joindre au crayon ces sept points, dans 'ordre croissant des abscisses, en tragant

une courbe bien lisse.
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Exercice 2 (représentation graphique d’une fonction (i)).
On considére la fonction f définie pour tout x réel par :
f@) = (=+1)(z-1)°

1. Recopier et compléter le tableau de valeurs arrondies suivant (on pourra faire
certains calculs avec la calculette) :

z | -15|-1|-05|0 | 1|1,

(S
(SV]

f@) | =31 ] 0

2. Sur une feuille de papier millimétré, tracer un repére. Marquer ensuite les sept
points dont les coordonnées sont :

(=1,5;-3,1) (=15 0) etc.

3. Joindre au crayon ces sept points, dans 'ordre croissant des abscisses, en tragant
une courbe bien lisse.

Exercice 3 (représentation graphique d’une fonction (ii)).
On consideére la fonction f définie pour tout x réel par :
f(@) = (52 +2)(—x +1)

1. Développer et réduire f(x).

2. On dispose donc de deux formules pour f(z) : I'une factorisée, donnée par
I’énoncé, I'autre développée et réduite, que 'on vient d’obtenir. Calculer, par la
formule de votre choix, les nombres :

o sw ey ()

3. Recopier et compléter le tableau de valeurs suivant (on pourra faire certains
calculs avec la calculette) :

ot

z | -1]|-04| 00306 1]1,
f(z) | —6 0

4. Sur une feuille de papier millimétré, tracer un repére. Marquer ensuite les sept
points dont les coordonnées sont :

(-1 ;-6) (—-0,4 ;0) etc.

ot

Joindre au crayon ces sept points, dans I'ordre croissant des abscisses, en tragant
une courbe bien lisse. Vérifier qu’on obtient une sorte de cloche.
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Exercice 4 (météorologie (i)).

26 février 2018, midi. Un péle soleil d’hiver illumine la cathédrale de Strasbourg,
dont la fléche s’élance vers le ciel bleu. L’air qu’on respire est glacé, vif, tonique.

Le double tableau suivant fournit heure par heure, la température extérieure (en
dégreé), relevée a la station météorologique de Strasbourg/Entzheim :

heure 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10| 11| 12
temp. | 44 | 48| 54| 8 -85 |71 |-15 | -Fi & | -5l | -84 | <886
heure 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20| 21| 22| 23| 24
temp. | -36 | 31| 28| -29| 38|-45|-52|-58|-56]|-61|-64]| -7

1. Tracer la courbe de ces températures. On prendra :
e en abscisse : 1 h = 5 mm
e en ordonnée : 1 degré = 1 cm. Faire commencer les ordonnées a 0.

2. Relever la plus haute température de ce jour, et la plus basse. A quelle heure
ont-elles été atteintes ?

3. On sait que ce jour-la, le soleil s’est levé & 7 h 19 et s’est couché a 18 h 05.
Expliquez pourquoi ces données sont cohérentes avec la courbe.

Exercice 5 (météorologie (ii)).

Cing mois ont passé, nous sommes a Strasbourg, le 26 juillet 2018, il est midi. Le
soleil d’été darde ses rayons briilants. La chaleur est torride, ’air étouffant. On cherche
un peu de fraicheur & 'ombre de la cathédrale.

Le double tableau suivant fournit heure par heure, la température extérieure (en
dégreé), relevée a la station météorologique de Strasbourg/Entzheim :

heure 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
temp. | 21,1 | 20,1 | 19,6 | 18,9 | 18,7 | 17,7 | 19,5 | 22,6 | 24,7 | 26,9 | 28,6 | 30,2

heure 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
temp. | 32,6 | 33,8 | 34,2 | 345 | 34,5 | 34,2 | 33,5 | 32,1 | 30,3 | 26,7 | 23,6 | 21,7

1. Tracer la courbe de ces températures. On prendra :
e en abscisse : 1 h = 5 mm
e en ordonnée : 1 degré = 1 cm. Faire commencer les ordonnées 4 17 et non a 0.

2. Relever la plus haute température de ce jour, et la plus basse. A quelle heure
ont-elles été atteintes ?

3. On sait que ce jour-la, le soleil s’est levé a 6 h et s’est couché a 19 h 11. Expliquez
pourquoi ces données sont cohérentes avec la courbe.
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Exercice 6 (parabole (ii)).

A
- o =
/
P/

La figure® ci-dessus représente le graphe d’une fonction z + f(x) pour —5 < x < 5.

1. Construire les segments qui permettent de déterminer graphiquement une valeur
approchée de f(—4). Compléter :
f(-9=

2. Construire de méme les segments qui permettent de déterminer graphiquement
une valeur approchée de f(2). Compléter :

f(2) =

3. Dresser un tableau donnant les valeurs approchées de f(x) pour tous les entiers z
allant de —5 a 5.

1. Il est conseillé de photocopier cette page et de réaliser les tracés demandés sur la photocopie.
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Exercice 7 (dos de chameau (i)).

3

La figure ? ci-dessus représente le graphe d’une fonction z — f (z) pour =5 <z <5.

1. Construire les segments qui permettent de déterminer f(—3). Compléter :
7(=3) =
2. Construire de méme les segments qui permettent de déterminer f(2). Compléter :
f(2)=

3. Dresser un tableau donnant les valeurs approchées ou exactes de f(z) pour tous
les x tels que :
xze{-5,-4,-1, 0, 1, 3, 4, 5}

4. D’apres la figure, pour quelle valeur de x le nombre f(z) est-il maximum ? Quelle
est la valeur de ce maximum ?

2. Il est conseillé de photocopier cette page et de réaliser les tracés demandés sur la photocopie.
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Exercice 8 (dos de chameau (ii)).

L + | i

La figure ® ci-dessus est une portion du graphe d’une fonction z + f(z) pour —5 < z < 5.
1. Tracer en rouge la droite d’équation y = 1. En déduire les valeurs de = pour
lesquelles f(z) = 1.
2. Tracer en rouge la droite d’équation y = —2. En déduire les valeurs de = pour
lesquelles f(z) = —2.

3. Tracer en rouge la droite d’équation y = 5. En déduire qu’il n’y a pas de valeurs

de x pour lesquelles f(z) = 5.

3. Il est conseillé de photocopier cette page et de réaliser les tracés demandés sur la photocopie.
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Exercice 9 (dos d’ane).

WWMyWW!MM[Wm{Mww_wwmmﬂymm[mm!mwlmmwwmﬁ

La figure ? ci-dessus est une portion du graphe ¢ d’une fonction z — f(z).

1. D’apres la figure, évaluer approximativement ou exactement les nombres suivants :

f(=4)  f(=3)  f(=15) f(0) f(05) f(2) f(45)  f(5)
2. Tracer en bleu la droite d’équation y = —2. En déduire les valeurs de x pour
lesquelles f(z) = —2.
3. Tracer en rouge la droite d’équation y = 0,8. Déterminer = tel que f(z) =0,8

4. D’apreés la figure, quelle est la valeur maximum M de f(z)? Pour quelle valeur
de z ce maximum est-il atteint ?

(9

D’apres la figure, quelle est la valeur minimum m de f(z)? Pour quelle valeur de
z ce minimum est-il atteint 7

Exercice 10.
Soient les polynémes f, g, h suivants :
Hfig— %m(Gx _9) 9(z) = 7 (282 + 19) h(z) = (52 — 4)(3z — 2)
1. Utiliser la régle d’annulation (th. 5, p. 27) pour résoudre les trois équations :
f(z) =0 gw) =0 h(z) =0

2. Deévelopper, réduire et ordonner f, g, h.

4. Il est conseillé de photocopier cette page et de réaliser les tracés demandés sur la photocopie.
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Exercice 11.

Développer, réduire et ordonner les polynémes suivants :

fz) = (§x+ %) (2x— %) g9(z) = (% +2w) (% —21:) h(z) = (% = 12) x %

Exercice 12.
1. Factoriser par z le polynéme suivant :
f(z) =z(3z — 1) — z(4x + 100) + =
2. Factoriser par 1 — 3z les polynomes suivants :
f(z) =5z(3z — 1) + (z — 4)(2 — 6z) g(z) = (1 —3z)* + (5z + 3)(1 — 3x)

3. Utiliser certaines identités remarquables (prop. 3, p. 15) pour factoriser les poly-
noémes suivants :

f(z)=42> -9 g(z) =4—2° h(z) = 2° — 6z + 9
Exercice 13.

Dans cet exercice et les deux suivants, on sera amené a utiliser certaines identités
remarquables (prop. 3, p. 15) étudiées en classe de 4°.
Soit la fonction z +— f(z) = (4z — 2)? — (2z — 1)(z + 3).

Factoriser f(z) avec deux facteurs du premier degré.
Développer, réduire et ordonner f(z).

Résoudre I'équation f(x) = 0.

e 001 o i

Calculer le plus simplement possible les nombres suivants :

10) 1) f(=3) TV

(On donnera les résultats sous la forme d’entiers ou de fractions irréductibles ou
sous la forme a + b\/7 avec a, b entiers relatifs, pour le dernier calcul).

Exercice 14.

Soit la fonction z +— f(z) = (=5 + 2)* + (4 — 10z)(x + 3).
Factoriser f(z) avec deux facteurs du premier degré.
Développer, réduire et ordonner f(z).

Résoudre 'équation f(z) = 0.

> S

Calculer le plus simplement possible les nombres suivants :

1G) 1) f-1) SV 01—V

(On donnera les résultats sous la forme d’entiers ou de fractions irréductibles ou
sous la forme a + byv/2 avec a, b entiers relatifs, pour les deux derniers calculs).
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Exercice 15.

Soit la fonction z +— f(z) = (5z — 2)(x + 1) + 1 — z°.
Factoriser f(z) avec deux facteurs du premier degré.
Développer, réduire et ordonner f(z).

Résoudre 'équation f(z) = 0.

A S

Calculer le plus simplement possible les nombres suivants :

1) 10) f-7) SG) F(V?)

(On donnera les résultats sous la forme d’entiers ou de fractions irréductibles ou
sous la forme a + b\/2 avec a, b entiers relatifs, pour le dernier calcul).

Exercice 16 (Matthieu et Justine).

Introduction : cet exercice aborde (en petit) la cinématique, c’est-a-dire ’étude
mathématique des mouvements. Il faut connaitre la relation :

qui donne la distance d parcourue pendant un temps t, lorsqu’on est animé d’une vitesse
constante v (avec des unités convenables). Dans les fonctions de la cinématique, la variable
n’est pas notée x comme d’habitude : elle est notée t initiale de temps.

Enoncé : les villes A et B sont distantes de 4 km. Matthieu part de A a 8 h et
se dirige 4 pied vers B a la vitesse de 6 km/h. A la méme heure Justine part de B en
courant pour aller en A a la vitesse de 10 km/h. Les distances sont mesurées en km. On
compte les heures de course a partir de 8 h. On définit les fonctions :

e {+— M(t) = distance parcourue par Matthieu au bout de ¢ heures de course.
e t+— J(t) = distance parcourue par Justine au bout de ¢ heures de course.

1. Faire un schéma du trajet entre A et B. Sur ce trajet, placer les points M et J
représentant Matthieu et Justine a un certain moment de leur course.

2. Calculer les fonctions t — M(t) et t — J(t).

3. Calculer au bout de combien de temps le croisement aura lieu. En déduire ’heure
de ce croisement en heures + minutes.

4. Calculer au bout de combien de temps Matthieu arrivera en B. En déduire son
heure d’arrivée en heures -+ minutes.

5. Calculer de méme I’heure d’arrivée de Justine en A.
Exercice 17 (d’apreés brevet 2016, simplifié).

I1 faut limiter ses efforts durant des activités sportives, afin de ménager son ceceur. La
relation entre I’age & d’une personne (en année) et la fréquence cardiaque maximale re-
commandée (FCMR) notée f(x) (en pulsations par minute), est donnée par la formule :

f(z) =220 —x

1. Avec cette formule, quelle est la FCMR pour un enfant de 10 ans ? Pour un adulte
de 20 ans? De 50 ans?
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2. Sur une feuille de papier millimétré, on considére un repére ayant comme unités :
e en abscisse : 1 ¢cm pour une 10 années. Commencer les abscisses a z = 0;
e en ordonnée : 5 cm pour 100 pulsations. Commencer les ordonnées a y = 100.

Tracer le graphe de la fonction f, pour les abscisses telles que 0 < < 70.

3. Vérifiez que les points correspondant a la question 1. sont bien sur le graphe.
Exercice 18 (d’aprés brevet 2016).

(hauteurs en m, temps en s) Lors d'une course de moto-cross, Gaétan a fait un saut
en moto. Il a pris son élan a 'aide d’un tremplin qui monte a 4,5 m de hauteur, puis
il s’est envolé. Le temps est mesuré a partir du moment ou Gaétan s’est envolé. Au
temps ¢, on note h(t) la hauteur de sa position, depuis le niveau du sol. Attention, le
schéma suivant n’est pas a ’échelle :

On suppose qu’on a :

h(t) = (5t +1,5) x (3 —1)

1. Recopier puis compléter le tableau suivant des valeurs de la fonction ¢ +— h(t) :

t | 0]o02]/05|1|12]15]2|22]|25]3
h(t) | 45 | 7 0

2. Utiliser ces valeurs pour tracer le graphe de la fonction ¢ +— h(t) pour 0 <t < 3
dans un repére bien choisi.

3. Combien de temps dure le saut de Gaétan?

4. A quelle hauteur culmine-il environ ?
Exercice 19.
(voir ex. 2, p. 39) La SNCF propose deux abonnements annuels pour les trajets de
Saverne a Nancy :
e 'abonnement A comporte un forfait annuel de 40 euros et 10 euros par voyage ;
e I'abonnement B comporte un forfait annuel de 80 euros et 6 euros par voyage.
Un voyageur qui doit faire  voyages dans ’année hésite entre les deux possibilités.
1. Calculer I'expression A(z) du prix qu’il devra payer s’il choisit 'abonnement A.
2. Calculer 'expression B(z) du prix qu’il devra payer s’il choisit ’'abonnement B.

3. Sur la méme figure, tracer les graphes des fonctions z — A(z) et « — B(z) pour
0 <z < 15. On prendra en abscisses, 1 carreau = 2 voyages, et en ordonnées,
1 carreau = 10 euros, et on commencera les ordonnées a y = 40.
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4. Résoudre graphiquement I’équation :
A(z) = B(z)

5. Déterminer graphiquement pour quelles valeurs de z on a A(z) < B(z).

6. Quels conseils donneriez-vous au voyageur pour lever ses hésitations ?
Exercice 20 (d’aprés brevet 2015).

Pierre, Paul et Jacques sont livreurs de pizzas, avec trois contrats différents. Ainsi,
chaque mois :
e Pierre recgoit un salaire fixe de 700 euros.
e Paul recoit un salaire composé d’une partie fixe de 500 euros, a laquelle s’ajoute 1 euro
par livraison faite.
e Jacques n’a pas de fixe, mais il est payé 2 euros par livraison.

1. Si durant un mois, la pizzeria ne regoit que trés peu de commandes, lequel des

trois livreurs gagnera le plus? Lequel gagnera le moins ?

2. Durant un mois, combien de livraisons Paul doit-il faire pour avoir le méme salaire
que Pierre?

3. Durant un mois, combien de livraisons Jacques doit-il faire pour avoir le méme
salaire que Pierre ?

4. On suppose qu'un certain mois, Paul et Jacques ont fait le méme nombre de
livraisons. On note x ce nombre.
a/ Calculer le salaire P(z) requ par Paul. Calculer le salaire J(z) regu par
Jacques.
b/ Représenter graphiquement les fonctions z — P(z) et x — J(z) dans un
méme repére, pour 0 < z < 600, avec I’échelle suivante :

l abscisses : 1 carreau = 40 livraisonsl Iordonnées : 1 carreau — 100 euros|

¢/ Résoudre l'inéquation :
J(x) = P(x)

d/ A partir de combien de livraisons Jacques gagnera-t-il plus que Paul? Reé-
pondre a cette question par une phrase claire en frangais.
Récréation 21 (images itérées d’un nombre).
Soit la fonction f qui a tout entier > 1 associe la somme des carrés de ses chiffres :
f31)=324+1>=9+1=10 f(5)=25 f(89) =8 +9% =64+81 =145
1. Calculer de méme les images :
f(1) f(7) f(49) f(10) f27)
2. Vérifier qu’on a :
f(7) =49 f(49) =97 f(97) =130
Continuer ainsi et montrer qu’on a

£(130) = 10 f(10) =1 f(1)=1
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On dit que 49, 97, 130, 10, 1 sont les images itérées de 7 par f.

La suite des itérées de

169

est représentée par la 49 97 130 10 1
branche ci-contre : . . . . .
3. Vérifier qu’on a :
f(4) =16 f(16) =37 f(37) =58
Montrer que les itérés suivants de 4 sont :
f(58) =89 f(89) =145 f(145) = 42 f(42) =20 f(20) =4
89 58
145 37
On représente la suite des itérés de par
le cycle d’ordre 8 suivant :
42 16
20
4. Montrer qu’on a
f(5)=25 f(25) =29 f(29) =85 f(85) =89

On représente toutes ces images sur le schéma suivant, ou ’on voit que la branche

des itérées de 5 se raccorde au cycle de 4 au point 89 :

25 29 §5
89 58 |
145 37 |
42 16

' 49

197

130

10

20
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ot

Montrer que les images itérées de 3 sont :
f(3)=9 f(9) =81 f(81) =65 f(65) =61 f(61) =37
6. Calculer les images itérées de 6 jusqu’a 25 :
7{6) =36 f(36) =45 (i) =2
7. Calculer les images itérées de 8 jusqu’a 29 :
f(8) =64 f(7) =29

8. Représenter les branches de 3, de 6, de 8 que 'on vient de calculer. Vérifier que
la branche de 3 se raccorde au cycle de 4, et que les branches de 6 et de 8 se
raccordent a la branche de 5 et aboutissent donc finalement au cycle de 4.

9. On peut montrer que les itérées de tous les entiers > 1 se raccordent finalement
soit au cycle de 4 soit a la branche qui aboutit a 1. Le lecteur courageux pourra
vérifier cette propriété pour tous les entiers de 1 a 50.

8 Correction des exercices

Ex.1, p.158. 1. On évalue f(z) pour les valeurs de = indiquées :

f0) = 0%-1 f(03) = 03*-1 f(06) = 06°—1
= il = 0,09-1 = 036-—1
1 = —(1-0,09) = —(1-0,36)
—0,91 — —0,64
fay = 1°-1 fas = 152-1
= 1-1 = 2251
=3 il = 125

On en déduit le tableau de valeurs complété :

z | -1|-04] 0| 03 0,6 1| 15

f(z) 0 -08 | -1| -091 | -0,64 | 0 | 1,25

2. et 3. Voici les figures :

On a d’abord marqué les
points dans un repére.
Puis, on les a joints de fa-

con lisse. V\'\< /
s ®
Y

L]
L]
4
>
4
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Ex.2, p.159. 1. On développe d’abord le carré :
(-1 =2>-2z+1
On reporte dans I'expression de f(x) et on obtient :

fl@) = (z+1)(a®—2z+1)

= :1:3—2:1:2+:1:+:1:2—2a:+1
:1:3—:1:2—.7:+1

On évalue ensuite f(z) pour les valeurs de z indiquées :

f(=05) = (=0,541)(—0,5—1) f15) = (1,54+1)(1,5—1)>
= 05x(-1,5) = 2,5x0,5°
= %x2,25 = 22’55; 0,25
= 1,125 = S
f(0O) = 0-0-0+1 = 0,625
= 1 f@ = @+1@e2-1?
fl) = 1-1-1+1 = 3x1°
0 = 3

On en déduit le tableau de valeurs complété :

T -15| -1 -0,5] 0 1 1,5 2

f(z) | =3,1 0 | 1,125 1 0 [0625]| 3

2. et 3. Voici les figures :

On a d’abord marqué les
points dans un repére.
Puis, on les a joints de
fagcon lisse dans l'ordre
croissant des abscisses.

[ ]
[ ]

Y
Y




172 Chapitre 6. Fonctions réelles

Ex. 3, p.159. 1. On développe et on réduit :
flz) = (Gx+2)(—xz+1)
—5a% + 5z — 2 + 2

—5x +3x+2

2. Par la formule développée, on obtient :
f(0)=2 f(-1)=-5-342=-6

Par la formule factorisée, on obtient :

=0 (2)-o

5
-2
car —z + 1 s’annule en 1 et 5z + 2 s’annule en —.
5
3. Voici le tableau de valeurs complété :
T -1 -0,4| 0| 0,3 | 0,6 1 1.5

f@) | =6 | o0 2 |245| 2 | 0| —4,75

4. et 5. Voici les figures :

]
]
4
4

On a d’abord marqué les points
dans un repére. Puis, on les a
joint de fagon lisse dans 'ordre
croissant des abscisses.
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Ex.4, p.160. 1. Voici la courbe :

.

—2°8

—7°5

2. et 3. On voit sur la courbe que le minimum des températures est —7°5, atteint a
7 h, et que le maximum est —2°8, atteint & 15 h.

L’heure du lever du Soleil étant 7 h 19, on voit que c’est a4 peu prés 'heure ou la
température était la plus basse. Ensuite, le Soleil réchauffant la Terre, la température a
commencé d’augmenter.

L’heure du coucher du Soleil est 18 h 05, mais la température avait commencé a
diminuer trois heures plus toét, car vers 15 h, le Soleil était bas dans le ciel, et il chauffait
déja moins.

Ex.5, p.160. 1. Voici la courbe :

] e e

e Y
6h

[ T i
[ I i ettt

[
=
[a—

h

2. et 3. On voit sur la courbe que le minimum des températures est 17°7, atteint a 6 h,
et que le maximum est 34°5, atteint & 16 h, et aussi 4 17 h

[’heure du lever du Soleil étant 6 h, on voit que c’est I'heure ou la température
était la plus basse. Ensuite, le Soleil réchauffant la Terre, la température a commencé
d’augmenter.
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L’heure du coucher du Soleil est 19 h 11, mais la température avait commencé a

diminuer trois heures plus tét, car vers 16 h, le Soleil était plus bas dans le ciel, et il

chauffait déja moins.

Ex. 6, p.161.

1. On trace la verticale issue du point
de I'axe des = d’abscisse —4. Cette ver-

ticale coupe le graphe en un point d’or-
donnée —5,1. Donc :

2. La verticale issue du point de 'axe
des x d’abscisse 2 coupe le graphe en
un point d’ordonnée —2,6. Donc :

f(2)

—2,6

3. Voici le tableau de valeurs : Ll A A

x -5 —4

f(z) | =4 | =51 —6,2

—42 | —26| —02|22]|6

Ex.7, p. 162.

1. On trace la verticale issue du point
de 'axe des & d’abscisse —3. Cette ver-
ticale coupe le graphe en un point d’or-
donnée 2. Donc :

f(=3)=2

2. La verticale issue du point de 'axe
des x d’abscisse 2 coupe le graphe en
un point d’ordonnée 2. Donc :

/@) =2

3. Voici le tableau de valeurs :

T -5 | —4

fl@) | -6 12| 1

02|43

4. On voit que f admet un maximum M = 4.

Il est atteint en = 3 puisque f(3) = 4.
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Ex. 8, p.163.

1. La droite d’équation y = 1 est hori- v+ gy =45 -
zontale. Elle coupe le graphe en quatre —
points, d’abscisses : —4,1, —1,1,7,4,6.On -~ - = = -
& s

f(=41) = f(=1) = fA7) = f(46) =1 - - fy=1

2. La droite d’équation y = —2 coupe le —f4——— —————lle——

graphe en deux points, dont les abscisses . :|f . . 1.
sont : —4,8, 4,9. On a donc : ;) syl

f(—478) = f(4s9) =-2

3. La droite d’équation y = 4,5 ne coupe [
pas le graphe. Donc I’équation :

flz) =45

n’a pas de solutions.
Ex. 9, p.164.

1. On trouve :

f(—4) = -25 f(-3)=-3
f(-1,5) ~ —2,8 f(0)=0
£(0,5) ~ 1,2 f(2)~1,9
f45) =~ 1,5 f5) =1

2. On voit que la droite horizontale
d’équation y = —2 coupe ¢ en deux
points dont les abscisses valent envi-
ron —4,2 et —0,7. Donc :

f(=4,2) = f(-0,7) = -2
3. On voit de méme que la droite horizontale d’équation y = 0,8 coupe ¢ en un seul
point dont ’abscisse est environ 0,3. Donc :

f(0.3)=108
4. Le graphe montre que le maximum de f vaut M = 2. Il est atteint en x = 3
car f(3) =2
5. De méme, on voit sur le graphe que le minimum de f vaut m = —3. Il est atteint

en x = —3 car f(—3)=-3
Ex.10, p.164. 1. a/ Par la régle d’annulation (th. 5, p. 27) on a :

%m(Gx—-Q):O & %:0 ou x=0 ou 6z2—9=0

1 :
Comme 3 n’est pas nul, il reste :

r=0 ou 6z—9=0
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On a: 3
6r—9=0 & 2r—3=0 & w=§

Finalement

w

fle) =0 =& 2=0 ou =

o |

b/ De fagon analogue, on a :

$(28x+49)=0 s ”—7”=0 ou 28z +49 =0

%:0 £8P % 0 =0

et
49 7
28 49 =0 = —— = ——
T + < T 23 1

Finalement

7
glz)=0 & 2=0 ou T =-7

¢/ On trouve :

4
h(m):O(:):z:g ou r=-
2. Développons :
fl=) = l:1:(6:17:—9):1X(Sa:r“)—l><9:1:=2:1:2—3:v
3 3 3
o@) = Z(Wr+49)= 22+ D12+
7 7 i
h(z) = (5z—4)(3z—2) =152 — 10z — 12z + 8 = 152> — 22z + 8
Ex.11, p.165. Ona:
5 K 5
flz) = (%z+4)(2z—5)=%x2xx2—%z+8x—20
r“—
= 5221, a5
1 1 1\’ 1
alz) = (§+2x) (5—2:1;):(5) —(2:1:)2=Z—4w2
2 2
h(z) = (2—12)x£=x——2z=w——21
5 6 30 6 30

Pour développer g(z), on a utilisé I'identité remarquable : (a + b)(a — b) = a® — b*.
Ex.12, p.165. 1. Pour factoriser facilement, on remplace x par z x 1 dans f :
flz) = z(Bxz—-1)—z(4z+ 100) + =
= z(3z—1)—z(4z +100) +z x 1
= z(3z—1—42z —100+1)
= z(—x — 100)
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2. a/ On remarque que 3z — 1 = —(1 — 3z) et 2 — 6z = 2(1 — 3z). On a donc :

fz) = b5z(Bz—1)+ (z—4)(2-6x)
—52(1 — 3z) + 2(z — 4)(1 — 3z)
(1 —3z)(—5x + 2z — 8)

(1 —3z)(—3z — 8)

b/ On a :
g(z) = (1-3z)*+ (5z+3)(1—3z)
(1 —3z)(1 — 3z + 5z + 3)
= (1-32)(2z+4)

3. Pour factoriser f et g, on fait apparaitre la formule a® —b* = (a—b)(a+b) . Pour h,
on utilise la formule a® — 2ab + b* = (a — b)? (voir prop. 3, p. 15) :

f(x) = 4z -9=(22)>-3%=(2x—-3)(2z+3)
gz) = 4-2*=22—2*’=(2-2)2+12)
h(z) = a2’ —6z+9=(xz—3)°

2
Ex. 13, p.165. 1. On remarque (4z —2)* = (2(21‘ - 1)) = 4(2z — 1)2. On peut donc

factoriser 2z — 1 dans f :
flx) = (4z-2°-(2z-1)(z+3)=42x—-1)> - (2z-1)(z+3)
= 2e-1)(42z—1) = (@+3)) =@z —1)(Tz = 7) = 7(2x — 1)(z — 1)
2. Pour développer f, on utilise sa forme factorisée :
f@)=72x—1)(x—1)=7(22°> -3z +1) = 142> — 21z + 7

3. Pour résoudre I'équation f(z) = 0, on utilise la forme factorisée de f. Par la régle
d’annulation (th. 5, p. 27) on a :

fle)=0 & 72z—-1)(z—1)=0 & 7=0 ou 2z—1=0 ou z—1=0

et puisque 7 n’est pas nul, on a :

flz)=0 & zzé ou z=1

4. a/ Pour calculer f(0), on utilise la forme développée de f :

f(0)=14x0° =21 x0+7=047=7
b/ D’apreés la question 3. f(%) = 0.
¢/ Pour calculer f (—5) on utilise la forme factorisée de f :

13 =7(2x 1) =1) (5-0=7(Fx -1 -1) - =Tx(Dx(-)) ==

d/ Pour calculer f (\/’? ), on utilise la forme développée de f :

FWD) =14 x VT =2l x VT+T=14 x T—21V/T+7 =98 + 7 — 213/7 = 105 — 21/7
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Ex. 14, p.165. 1. On remarque 4 — 10z = 2(2 — 5z). On peut donc factoriser —5z + 2
dans f :

flx) = (-5z+2)°+(4—-10z)(z+3) = (=52 + 2)% +2(2 — 5z)(z + 3)
(—5z + 2) ( — 5z +2+2(z+ 3)) = (=52 +2)(=3z +7)

2. Pour développer f, on utilise sa forme factorisée :
f(x) = (—5x +2)(—3z +7) = 152° — 41z + 14
3. Pour résoudre I’équation f(z) = 0, on utilise la forme factorisée de f. On a :
f(z)=0 & (-52+4+2)(-32z+7)=0 & —52+2=0 ou —3z+7=0

on obtient donc :

f(x):O(:):v:% ou z=g
4. a/ Pour calculer f(%) et f(%) on utilise la forme factorisée de f :
1 o1 B, P
1 1 1, , 5 1
f3) = (Bxg+2(Bxg+N)=(-3+2)(-1+7)=3x6=2

b/ Les trois derniers calculs se font sur la forme développée de f :
f(=1) = 15x(-1)?—41x(-1)+14=154+414+14="T70
F(V2) = 5x V2 —41xV2+14=10—41V2 + 14 = 24 — 4112
fA—v2) = 5x(1-v2)?—-41x(1—-vV2)+14=5(3-2V2)—41+41vV2+ 14

—-12 +31V2
Ex. 15, p.166. 1. On remarque que 1 — 2> = (1 — z)(1 4+ z). On peut donc factoriser
1+ x dans [ :
flx) = Gr—2)+D)+1-2>=06Bz—-2)(z+1)+(1—-2)(1+2)

(1+2) (5w—2+ 1 —x) = (1+z)(dz— 1)
2. Pour développer f, on utilise sa forme factorisée :
f@x)=Q+z)(4x—1) =42+ 3z -1
3. Pour résoudre I’équation f(z) = 0, on utilise la forme factorisée de f. On a :
flz)=0 & (1+z)4xc—-1)=0 & 14+2=0 ou 4a—1=0

on obtient donc :

f(z)=0 & 2=—-1 ou z:%
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4. a/ Pour calculer f(1), f(0), f(v/2) on utilise la forme développée de f :

f) = 4x12°43x1-1=44+3-1=6
f(0) = 4x0°+3x0-1=0—1=—1

F(V2) = 4v2 +3vV2-1=4x243V2-1=74+3V2

b/ Pour calculer f(—i) et f(%), on utilise la forme factorisée de f :

iep = (1-7) (axep-1)=ix2--3

f(%) = (1+%) (4x(%)—1)=gx(2—1)=g

Ex.16, p.166. 1. On a représenté ci-dessous les positions de Matthieu (M) et de
Justine (J) au bout de ¢ heures de course, ainsi que les distances parcourues.

2. On applique la formule :
d=uXit

Pour Matthieu, on a v = 6, donc M (t) = 6t. Pour Justine, on a v = 10, donc J(t) = 10t.

3. Matthieu et Justine se croiseront lorsque la somme des distances qu’ils auront parcou-
rues sera égale a AB, c’est-a-dire 4 4 km. Ceci se produira au bout de ¢ heures de course,
tel que :

M(t) + J(t) 1
6t+ 10t = 4
16t = 4

. 4_1

16 4

Ils se rencontreront donc au bout d’un quart d’heure de course, et il sera 8 h 15.

4. Matthieu arrivera en B lorsqu’il aura parcouru les 4 km qui séparent les deux villes.
Ceci se produira au bout de ¢ heures de course, tel que :

M) = 4
6t = 4
3t = 2
t = 2

Or % h = % x 60 min = 40 min. Matthieu arrivera donc en B a 8 h 40.

5. Justine arrivera en A lorsqu’elle aura parcouru les 4 km qui séparent les deux villes.
Ceci se produira au bout de ¢ heures de course, tel que :

J(t) =4
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C’est-a-dire :
10t = 4
56 = 2
2
t = g

2 2 4
Or - heures — — X 60 min = T x 60 = 24 min. Justine arrivera donc en A 4 8 h 24.
5 5

Ex.17, p.166. 1. Pour un age z, le nombre de pulsations est f(z) = 220 — z. Donc :
f(10) = 210 pulsations f(20) = 200 pulsations f(50) = 170 pulsations
2. Puisque f est une fonction affine, son graphe est une droite, qui a pour équation :
y=220—=x

On peut la tracer en joignant les points (0;220) et (70;150). Noter que les questions
d’unité de mesure sont toujours pénibles, mais qu’elles sont incontournables si on
veut avoir des figures lisibles. Ici, en abscisse, il n’y a pas de difficulté, car

10 années = 1 cm =- 20 années = 2 cm, etc.

Mais en ordonnée, il vaut mieux dresser un tableau de pro-

: 3 : Isations | 100
portionnalité : p est le nombre de pulsations, représenté par pisations P

cm

(S
e

une ordonnée y sur la figure. On égale les produits en croix :

1000xy=5xp
5p _p
y — = —_—
100 20
Sur la figure, I’ordonnée y en cm, comptée a partir de 0, vaut donc le nombre de
pulsations divisé par 20.

On en déduit :

pulsations

220
210
200

170

100 age

10 20 50 70

3. On a marqué les pointillés de coordonnées des points (10;210), (20;200), (50; 170)
qui ont été calculés dans la question 1. On voit qu’ils sont bien sur la droite.
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Ex.18, p.167. 1 Voici le tableau complété des valeurs de h :

2. Pour tracer le graphe
de h, on a pris en abscisses
2 ¢cm pour une unité, et en
ordonnée, 1 ¢cm pour deux
unités. Ainsi, le graphe est
large, et pas trop haut.

3. et 4. Le saut dure 3 se-
condes. Il culmine a environ
13,5 m.

Attention! Le graphe ci-
contre n’est pas la trajec-
toire de Gaétan dans l'es-
pace. En effet, 'axe des abs-
cisses représente le temps,
et non la distance horizon-
tale parcouru que nous ne
connaissons pas.

t 0 0,2 ] 0,5 1 1.2 1,5 2 22125 |3
h(t) | 4,5 7 10 | 13 |1 13,5 | 13,5 | 11,5 | 10 7 0
hauteur

Y e

2

3

181

temps

Ex.19, p.167. 1. Les prix sont en euros. Dans I'abonnement A, outre le forfait, un
voyage cotite 10. Donc x voyages cottent 10x. Le prix total de z voyages est donc :

A(z) =40 + 10z

2. On raisonne de fagon semblable et on trouve :

B(z) =80 + 6z

3. Les fonctions A et B sont donc affines, leurs graphes sont des
droites. On les trace grace au tableau de valeurs ci-contre :

x | 0] 15
A(z) | 40 | 190
B(z) | 80 | 170
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Prix
y = A(z)
PO = = =i i = i = S S R i 2 S e i = i 1
1
1
1
1
1
1
| —
170 ======--cccmcmccccmcccccccc e cceefee e 1y = B(z)
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1 T R :
! 1
! 1
! 1
! 1
! |
| |
| 1
| 1
| 1
| 1
| 1
| 1
| 1
| 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! |
80 ! |
! |
| 1
| 1
| 1
| 1
| 1
| 1
| 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
[
! |
40 1 voyages
10 15

4. et 5. On voit que les deux droites se coupent en (10;140). A gauche de ce point, la
droite représentant x — A(x) est en-dessous de la droite représentant  — B(z). Donc :

r<10 = A(z) < B(z)

A droite du point (10; 140), la droite représentant x +— A(zx) est au-dessus de la droite
représentant x — B(z). Donc :

z>10 = A(z) > B(x)

6. On en déduit que si on fait peu de voyages (moins de 10), la formule A est plus
économique que la formule B. Si on fait beaucoup de voyages (plus de 10), c’est la
formule B qui est la plus économique des deux.
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Ex.20, p.168 1. Méme si la pizzeria recoit peu de commandes, Pierre continue de
gagner 700 euros. Il gagne donc plus que les deux autres, et c’est Jacques qui gagne le
moins.

2. Notons z le nombre cherché. Paul a gagné 500+x et Pierre 700. La condition demandée

équivaut donc a :
500 +x =700 & z =200

3. Notons z le nombre cherché. Jacques a gagné 2z et Pierre 700. La condition demandée
équivaut donc a :

20 =700 & z = 350
4. a/ Si Paul et Jacques ont fait x livraisons, Paul a gagné P(z) = 550 + z, Jacques a
gagné J(z) = 2z

@ 0 [ 600
P(z) | 500 | 1100
J(x) | 0 [ 1200

b/ Les fonctions P et J sont donc affines, leurs graphes sont
des droites. On les trace grace au tableau de valeurs ci-contre :

gains
\
y=J(z)
1200 F === - = == - - s s s s s s m s m e m o — s mmmm——mm ooy 1
|
|
1 R i D i --Ay=P(z)
|
|
1000/ = === mmmn s s mme sws = sises o s = e o s : !
! 1
' [
' [
! I
! I
! [
' [
! |
' 1
! 1
' 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
I
500 | :
. :
' [
' |
' I
' I
’ [
' |
) |
: |
. |
! |
: |
: |
‘ |
! 1
! 1
! 1
. p1zzas
500 600
c/etd/ Ona:

J(z) > P(z) & 2x>500+2 < x> 500

Donc si Jacques fait 500 livraisons il gagne autant que Paul, s’il fait plus de 500 livraisons,
il gagne plus que Paul. On peut voir aussi cela sur la figure.
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Epilogue

Il n’est pas nécessaire d’espérer
pour entreprendre

Le voila terminé, ce chantier gigantesque. Commencé il y a cinq ans par une ébauche
du livre de 6¢, le livre de 6¢ est paru® il y a quelques jours. Les livres de 5¢ et 4¢ paraitront
au printemps, et le manuscrit du livre de 3¢ est achevé aujourd’hui.

[’auteur s’étonne : toutes ces pages écrites, corrigées, réécrites, refondues depuis cing
ans! Comment les a-t-il imaginées 7 Et ces livres édités!

Javais écrit, il y a cing ans, que “la curiosité et I'intelligence des enfants et des jeunes
ne demandent qu’a croitre et a se fortifier” et que mon intention était “d’écrire un livre
de mathématiques de niveau collége qui contribuat a la formation des enfants.” Y suis-je
parvenu ? Le lecteur trouvera-t-il dans ces pages “une nourriture intellectuelle vivifiante” ?
C’est mon espoir.

Je pense a ces générations d’éléves de collége auxquels j’ai eu I’honneur de dispenser
mes cours pendant quinze ans, au lycée Henri Bergson et au lycée Henri IV a Paris. La
plupart étaient heureux de découvrir et de comprendre. Certains avaient une curiosité
et une capacité déductive remarquables. Les éléves faibles étaient contents que je puisse
m’occuper d’eux en plus, dans un petit groupe de soutien. Ce fut stimulant de répondre
aux questions de tous les éléves, et de voir comment fonctionnaient leur intelligence et
leur instinct. La plupart des exercices que j’ai congus prolongeaient les échanges que
nous avions en classe, et c’est a leur intention que j’ai écrit les schémas de cours que j’ai
améliorés au fil des ans.

Bien avant, je revois mon professeur de 4¢ et 3¢ qui, dans mon petit colléege, m’a
ouvert la porte des mathématiques. Certains soirs, je rapportais 4 la maison un pro-
bléme de géométrie dans I'espace. Je dessinais la figure et nous commencions a réfléchir,
ma mére, qui avait son brevet élémentaire, un ami de la famille, bachelier, et moi. Et
c¢’était a celui qui trouverait le premier la bonne idée pour résoudre chaque question...

Je remercie les éditions Ellipses qui ont accueilli mon texte avec bienveillance.

Terminons par un conseil au lecteur qui achéve son année de 3¢. D’abord, profiter des
grandes vacances pour se reposer ’esprit, et oublier un peu les mathématiques. Ensuite,
prévoir une dizaine de jours fin aoit pour relire les quatre chapitres essentiels du cours
de 3¢ : e logique e géométrie analytique e géométrie dans 'espace e fonctions réelles.
Cette lecture, accompagnée de la résolution de quelques exercices, constituera une bonne
préparation au cours de mathématiques de 29¢, tel qu’il est exposé par exemple dans le

livre cité ci-dessous ®.

Ami lecteur, je vous souhaite :

Bonne réussite!

Bitche, en Lorraine, janvier 2021

5. J.-L. Frot : Mathématiques - Classe de siziéme - Pour ceux qui veulent comprendre,
Ellipses (2021).

6. J.-L. Frot : Mathématiques - Classe de seconde - Pour ceux qui ont besoin d’étre rassurés,
Ellipses (a paraitre).
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<, 31, 33, 53
0, 34, 50

va, 35

u, 84

llz]|, 88

R - R, 153
a, 61

acos, 62, 109

agrandissement, 62, 134
Anastasia, 35, 88

angle, 19

angle au centre, 20

angles complémentaires, 61
application, 153
approximation de /2, 38
arc, 20

Aristote, 25

Arnauld (le grand Arnauld), 25

arpenteur, 69
asin, 62
atan, 62

B, 61
base d’un prisme, 131
boule et sphére, 22

calcul mental, 30
calculette, 30

carré parfait, 35, 37, 52, 55
centre de gravité, 19, 87
cercle circonscrit, 17

chasser les dénominateurs, 127

cinématique, 166

clocher, 69

coefficient, 33, 156
coefficient directeur, 93
constante, 33, 157
contradiction, 37, 51
conversions d’unités, 150
coordonnées d’un milieu, 84
corollaire (cor.), 7
cosinus d’un angle, 20, 61
coté adjacent, 61

coté opposé, 61

couple solution, 32

courbe représentative, 153
critere, 29

critére d’orthogonalité, 90
critére de colinéarité, 89
cylindre, 131

définition (déf.), 7
degré d’un polynome, 156
démonstration facile, 89
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démonstration par 'absurde, 37, 41, 51

démonstration subtile, 89
Descartes, 83

déterminant de deux vecteurs, 89

distance, 83

dos d’ane, 164

dos de chameau, 162, 163
droite d’Euler, 106

droite des milieux, 19
droite horizontale, 93, 157
droite oblique, 92, 157

droite perpendiculaire & un plan, 21

droite verticale, 92

écriture réduite, 156
énoncé logique, 25

ensemble des solutions, 31, 33, 53

entier relatif, 16
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équation d’une courbe, 153
équation d’une droite, 92
équation étrange, 33
équivalence, 26, 89
Euclide, 41, 61

expression conjuguée, 45

factoriser un polynéme, 156
Fermat, 83

fonction, 153

fonction affine, 157

formule de la longueur, 83

v, 61
goniometre, 69
graphe, 153

hauteur d’un céne, 132
hypoténuse, 18

identités remarquables, 15, 165, 176, 177
image, 153

images itérées, 169

implication directe, 26

implication réciproque, 26, 32

intensité d’une force, 88

intersection, 136

latitude, 135
lecteur courageux, 170

météorologie a Strasbourg, 160

Matthieu et Justine, 166

maximum d’une fonction, 154

médiane, 19

méthode des accroissements proportionnels,
94

méthode du déterminant, 94

minimum d’une fonction, 154

monome, 156

morceau de cercle, 136

Nicole, 25

nombre d’or, 46
nombre irrationnel, 37
nombre premier, 41
nombre rationnel, 37
nombre réel, 15

norme d’un vecteur, 88

Index

w, 61

Q, 22, 61

opposé d’'un vecteur, 84
ordonnée a l'origine, 93
ordre de grandeur, 36
origine du repére, 83
orthocentre, 63, 67, 106

papyrus de Rhindt, 5
parabole, 158, 161
Parthénon, 46

partie littérale, 33

pavage du plan, 98, 107
pente, 93

perspective, 21, 22

Phidias, 46

point d’intersection, 83, 96
polygone régulier, 17
polynome, 156

prisme, 131

projection orthogonale sur un plan, 132
proportions harmonieuses, 46
proposition (prop.), 7
propriétés mystérieuses, 41
pyramide, 131

pyramide tronquée, 138

racine carrée, 35

raisonner par équivalences, 90
réciproque d’une fonction, 62
réciproque d’une implication, 26, 32
réduction, 62, 134

régle d’annulation, 15, 27

régle du parallélogramme, 87
relation de Chasles, 87

relation fondamentale trigonométrie, 61
remonter la racine, 45

repére orthonormeé, 83

répartition de ’énergie du Soleil, 144
résolution par équivalences, 48
résultat classique, 67

satisfaire une équation, 92
sinus d’'un angle, 61

somme de vecteurs, 87

somme des carrés, 26

sortir un carré d’une racine, 37
spheére, 132

sphére circonscrite, 143
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symétrique de l'orthocentre, 67 théoréme du demi-cercle, 18

systéme d’équations, 32, 96, 120, 121 théoréme (th.), 7
translation, 85

tables de multiplications, 30 translation a 1’école primaire, 86

tangente d’un angle, 61 trapéze, 29

taux d’accroissement, 157

terme constant, 33 unité de mesure, 180

testament de I'alchimiste, 99

théoréeme d’Euclide, 41 variable, 33

théoréeme de Pythagore, 18, 35 vecteur, 84

théoréeme de Thales, 17 vecteur directeur, 93

théoréme des perpendiculaires, 8 vecteurs colinéaires, 89
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