N
O
-
1]
-
O
=
‘0
i e
eje=
O
=

Pour ceux

lent comprendre

qui veu




Mathématiques

CLASSE DE 4¢

Pour ceux
qui veulent comprendre

Jean-Louis FROT



Avant-propos

Les années passées jadis au milieu de mes éléves de collége m’ont conduit a penser
que dans les petites classes, il faut essayer de donner aux enfants :

le goiit et ’émerveillement des nombres, des figures et des jolis calculs.

J’ai enseigné les mathématiques dans toutes les classes du collége et du lycée, mais surtout
(dans des conditions trés privilégiées, au lycée Henri IV, a Paris) en classes de premiére S
et terminale S. Je sais que la principale difficulté pour enseigner les mathématiques est
de les rendre humaines, attractives et intéressantes, ce qui ne veut pas dire ludiques ou
amusantes car les mathématiques sont une chose sérieuse.

Bien souvent, les mathématiques sont enseignées de fagon rébarbative et ennuyeuse.
Pourtant, et j’ai pu le constater tout au long de ma carriére, la curiosité et I'intelligence
des enfants et des jeunes ne demandent qu’a croitre et a se fortifier. Il leur faut donc une
nourriture intellectuelle vivifiante.

C’est ce qui m’a décidé a prendre la plume, avec 'intention d’écrire un livre de
mathématiques de niveau collége qui contribuit a la formation des enfants, du point
de vue intellectuel, humain, spirituel, et qui exaltit aussi le sens de la beauté et du
courage, conscient que ces grands mots vont contre ’air du temps.

L’origine des mathématiques se perd dans la nuit des temps. On connait le papyrus
de Rhindt, découvert sur un site archéologique de Thébes, en Egypte, qui date du xvie
siecle avant Jésus-Christ. Il contient des problémes résolus d’arithmétique et d’arpentage.

On doit aux Grecs de I’Antiquité, a partir du ve siécle avant Jésus-Christ, les plus
anciennes démonstrations écrites et rigoureuses qui nous soient parvenues. Elles portent
sur la géométrie et 'arithmétique. Les grands mathématiciens de la Gréce antique sont
Thales, Euclide, Pythagore, Archiméde, Diophante, etc.

Il semble que les mathématiques soient entrées en sommeil aprés le déclin et la chute
de Rome (476), et qu’elles ne se soient réveillées que sous Charlemagne (800). Mais au
cours de cette période de latence, des mathématiques venant de I'Inde et de la Chine ont
été transmises et enrichies par des mathématiciens chrétiens ou perses du bassin
méditerranéen qui écrivaient en latin, ou en arabe du fait des conquétes musulmanes com-
mencées au VII® siécle et poursuivies bien au-deld. On connait ainsi un écrit de quelques
pages, datant du I1X® siécle, et qui a pour titre “al jabr” (algeébre). Le savant moine
bénédictin Gerbert, de I'abbaye d’Aurillac, élu pape en 999 sous le nom de Sylvestre II,
a introduit ’algébre en Europe.

Le développement ultérieur des sciences est en grande partie di aux progrés accomplis
en mathématiques dans le formalisme et les notations, a partir du Xve siécle (Chuquet,
Viete) et a I'intrépidité de quelques expérimentateurs et géomeétres (Cardan, Bombielli,
Toriccelli, Galilée, Descartes, Pascal, Fermat, etc.). C’est le nouvel essor des mathéma-
tiques qui s’est produit dans I’Europe chrétienne qui a permis le développement specta-
culaire de la physique a partir du XvII® siécle.

Depuis cette époque, on ne peut plus rien faire de sérieux en sciences sans une
formation de base solide en mathématiques. « La nature est un livre écrit en langage
mathématique » disait Galilée au XVI® siécle.



6 Avant-propos

Les mathématiques sont le lieu privilégié des certitudes rationnelles, des notions abs-
traites et des démonstrations rigoureuses. Elles ont contribué au développement intel-
lectuel de '’homme au cours des siécles, elles sont une de ses conquétes, laborieusement
acquise, elles constituent une composante majeure de la culture universelle.

Nombre de prélats et de princes chrétiens, depuis le Moyen Age, n’ont pas hésité a
se frotter aux sciences de leur époque, a les maintenir, a les protéger et a s’entourer de
savants. On a déja cité le pape de 'an mil, Gerbert d’Aurillac (Sylvestre II). Plus avant,
on peut évoquer saint Augustin (mort en 430) qui relate quelques faits de ses années
d’apprentissage dans ses Confessions (Liv. 4, chap. 16) :

« J’ai compris sans beaucoup de peine, et sans étre aidé d’aucun homme tout ce que
j’ai pu lire touchant I'art de I’Eloquence, la Dialectique, la Géométrie, la Musique et
I’ Arithmétique. »

En France, depuis le milieu des années 1980, les programmes de mathématiques du
collége et du lycée ont été progressivement bouleversés et saccagés. Ayant déja évoqué
ce sujet dans I’épilogue du livre référencé en note', je ne dirai rien ici des partis pris
idéologiques qui ont conduit a ces bouleversements et a ce saccage. Mais je dirai quelques
mots des conséquences : il ne subsiste plus dans ’enseignement qui est dispensé aux
éléves aujourd’hui, qu’une caricature grimagante des mathématiques. Les mathématiques
n’ont plus d’attrait pour les éléves, et la plupart d’entre eux en sont justement dégottés.
Certains parviennent cependant a échapper au massacre, griace a leurs parents qui ont
les moyens de leur fournir une bonne instruction.

Je ne dis pas que les programmes de mathématiques des années 1950 & 1980 n’avaient
pas de défauts, mais je dis que les programmes actuels ne sont plus des mathématiques.
Et quand on feuillette la plupart des manuels frangais de mathématiques destinés a
I’enseignement d’aujourd’hui, on est consterné, saisi de colére. Et on se dit :

Quel gachis! Quelle décadence ! Pauvres éléves!

Prenant la plume, disais-je, je me suis attaché, dans mes livres destinés au collége,
a exposer et expliquer de mon mieux les bases de ce que doit étre un enseignement de
qualité. La matiére abordée est accessible a un éléve de niveau moyen, aidé d’un professeur
qui choisira ce qui 'intéresse pour faire son cours. Mes livres ne sont qu’un outil entre les
mains du professeur et de ses éléves. Le role du professeur est déterminant, c’est lui qui
détient le savoir, c’est la référence, le modeéle que 'enfant doit d’abord tacher d’imiter
lors de son initiation. Un bon professeur sait transmettre son enthousiasme. Il fait preuve
de bienveillance, de patience et d’ingéniosité pour faire comprendre les mathématiques et
les rendre familiéres. Tout un savoir non écrit passe par le professeur. Mais je ne voudrais
pas laisser croire que je détiens une formule miracle pour enseigner les mathématiques,
ou que les mathématiques sont une discipline facile, que I'on peut maitriser sans efforts.

Pour bien faire comprendre les notions nouvelles, les livres comportent des explica-
tions concrétes et, aux niveaux 6°, 5°, 4°, ils sont parsemés de petites questions posées
a l’éleve, et qui sont résolues un peu plus loin.

Une série d’exercices clét chaque chapitre, la plupart originaux. Ils sont corrigés
entiérement pour montrer aux éléves les méthodes de raisonnement. Presque tous de ni-
veau facile ou moyen, ils ont pour ambition premiére de faciliter I'assimilation du cours et
d’entrainer 1’éléve a la pratique aisée des techniques de base, un peu comme les gammes et
les exercices d’assouplissement des doigts pour le piano. Mais 'auteur n’a pas pu s’empé-
cher de glisser quand méme quelques exercices plus relevés, intéressants et instructifs,

1. J.-L. Frot : Mathématiques - Cours de haut niveau pour les éléves de Premiere et Termi-
nale S qui envisagent une prépa - 2¢ édition révisée, Ellipses (2018).
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destinés a faire aimer les mathématiques, et & donner aux enfants suffisamment de
satisfaction pour justifier les efforts qu’ils auront consentis pour les comprendre et les
résoudre. (Pour les éléves qui veulent aller plus loin, il y a des exercices de niveau plus
ambitieux dans le livre référencé en note?).

Il ne faut pas se précipiter sur les corrections d’exercices. Il faut se donner la peine de
chercher pour avoir la satisfaction de trouver par soi-méme. Si on parvient sans aide
a résoudre ne serait-ce qu’une petite partie des questions, c’est déja bien. Et puis, rien
n’empéche de laisser de coté un exercice qui parait hors d’atteinte a un moment donné,
et d’y revenir un autre jour, lorsqu’on aura acquis plus de connaissances et d’aisance.

Un exercice doit toujours étre d’abord cherché au brouillon. Quand on a résolu la
premiére question au brouillon, on peut rédiger la solution de cette premiére question au
propre. On passe ensuite a la deuxiéme question, et on continue de la méme fagon. Si on
bute sur une question, on peut souvent 'admettre, et passer a la suivante sans dommage.

Un cours de mathématique introduit et explique des notions nouvelles. Si on veut en
tirer profit, ces notions doivent étre étudiées avec soin pour pouvoir les comprendre,
et doivent ensuite étre apprises par cceur, jusqu’a pouvoir réciter définitions, régles
et théoréemes (voir ci-aprés). C’est un bon entrainement pour les éléves de travailler
a deux, de réciter et de s’interroger a tour de réle. Le livre de mathématiques doit
devenir un compagnon familier auquel on pourra méme avoir recours I'année suivante.
[’idéal étant de conserver précieusement ses livres de mathématiques des quatre années
du college.

Le style mathématique

On verra apparaitre, au fil des pages de ce livre, les mots suivants :

e définition (abrégé parfois en déf.) dit ce que signifie un mot mathématique nouveau,
e proposition (abrégé parfois en prop.) = propriéteé,

e théoréme (abrégé parfois en th.) = propriété importante,

e corollaire (abrégé parfois en cor.) = conséquence.

On donne dans le livre (lorsque c’est possible) des définitions rigoureuses des termes
que l'on utilise. Ensuite, on énonce (et démontre parfois) des propositions et des théo-
réemes. Pour formaliser les énoncés, on utilise des symboles qui ont déja été introduits en
classe de 6° ou de 5° et qui seront revus cette année. Voyons-en ici quelques-uns :

Symbole Lecture Exemple Traduction
€ appartient Aed A est un point de d.
#* différent 1#0 1 n’est pas nul.
= implique, alors | z=1= 2 #0 | Siz =1 alors il n’est pas nul.
& équivaut a’> =0« a=0 | a® est nul équivaut a a est nul.
AL perpendiculaire | d; L do dy et dy sont perpendiculaires.
/ paralléle dy [ d2 dy et da sont paralléles.

2. J.-L. Frot : Mathématiques, exercices avec corrigés et rappels de cours pour ceuxr qui veulent
s’initier pour de bon, 6° a 3¢, 2¢ édition révisée, Clovis (2020).
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Prenons pour exemple ’énoncé suivant :

Théoréme 1. (théoréeme des perpendiculaires) Si deuz droites du plan sont perpen-
diculaires a une méme droite, elles sont paralléles entre elles.

Il peut se formuler ainsi, les symboles di, d2, d désignant des droites du plan :

(d1 1d et dzld)#dl//dz

Les textes mathématiques comportent parfois un vocabulaire lourd, pénible a écrire
et a lire pour le débutant. Quand quelques abréviations et symboles peuvent alléger le
style et mieux faire comprendre ’essentiel, on les utilise. Comparer :

“ Les droites d; et d> sont paralléles d’aprés le théoréeme
des perpendiculaires (voir théoréme 1).”

“d, [| dy d’apreés le th. des perpendiculaires (voir th. 1) ”

On verra dans tout le livre, qu’abréviations et symboles mettent 1'accent sur les
propriétés, les raisonnements, et les points importants. Ils rendent le texte plus
fluide, plus court, et donc plus facile a appréhender.

Ceci ne veut pas dire que l'auteur soit hostile ou indifférent au beau style. Ce
qu’il veut ici, c¢’est donner au lecteur des modeéles simples pour lui apprendre a réfléchir,
raisonner et rédiger clairement.

Le livre de quatriéme

La classe de quatriéme c’est I'année du calcul algébrique. On s’appuie sur les
connaissances et I'expérience acquises en classe de cinquiéme (addition et multiplication
des entiers relatifs, calculs sur les fractions, développement et factorisation de petites
expressions) pour se lancer dans la grande aventure des calculs abstraits.

Mais nous y allons progressivement, en commengant par des révisions sur les dé-
cimaux (§ 2, p. 23). Nous résolvons des équations en utilisant les deux régles de base
de l’algébre élémentaire et la régle d’annulation. Nous définissons les puissances, et le
lecteur est entrainé a leur utilisation par de nombreux exercices. Nous développons ou
factorisons certaines fonctions numériques trés simples (§ 3, p. 87).

Le calcul algébrique au service de la géométrie (théoréeme de Thales, théoréme de
Pythagore, cosinus d’un angle) nous permet d’obtenir dans les exercices plusieurs résul-
tats remarquables : position du pied de la bissectrice dans un triangle (ex. 7, p. 104),
distance de la ligne d’horizon (ex. 25, p. 109), formule du cosinus (ex. 44, p. 115), etc.

I1 y a aussi un chapitre sur les vecteurs qui culmine avec la régle du parallélogramme.

Alors, hardi petits!
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16 Chapitre 1. Géométrie plane

Chapitre 1

Géomeétrie plane

1 Meédiatrices et cercle circonscrit

En géométrie, on note parfois les angles avec les premiéres lettres de 'alphabet
grec : se prononce “alpha”, IEI se prononce “béta”, se prononce “gamma’.

Pour certains points, on utilise aussi la lettre grecque qui se lit “petit oméga” et
la lettre qui se lit “grand oméga”

Définition 2. La médiatrice d’un segment est la droite issue du milieu de ce segment,
et qui lui est perpendiculaire.

Tout point de la médiatrice d’un segment, est équidistant de ses extrémités :

Théoréme 3. Soient A et B deux points du plan, distincts, et soit d la médiatrice
de [AB]. Pour tout point M du plan on a :

Med == MA=MB

Le symbole logique se lit “implique”, et signifie “alors”. La réciproque de
ce théoréeme est vraie, et dit que tout point équidistant de deux points, est sur la
médiatrice du segment joignant ces deux points :

Théoréme 4. Soient A et B deux points du plan, distincts, et soit d la médiatrice
de [AB]. Pour tout point M du plan on a :

MA=MB = Med

Proposition 5. Les médiatrices des trois cotés d’un triangle
sont concourantes en un méme point §).
Le cercle centré en €2 el passant par l’un des
sommets du triangle passe aussi par les deux
autres sommels.

Q
A\_/B

Définition 6. Le cercle précédent est appelé cercle circonserit au triangle ABC.
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2 Les angles

Théoréme 1. La somme des angles d’un triangle vaut 180°.
Définition 2. Deux angles dont la somme vaut 90° sont dits complémentaires.
Corollaire 3. Dans un triangle rectangle, les angles aigus sont complémentaires.

Proposition 4. Si un triangle est a la fois rectangle et isocéle, ses angles a la base
valent 45°.

Définition 5. Soient d et d' des droites paralléles, cou- d
pées par une droite d'’. Ces trois droiles d / B
définissent trois angles o, B et vy qui sont
nommes ainsi :

e « et B opposés par le sommet,
e [3 el 7y alternes-internes, d \Y
e « el 7y correspondants. /

Proposition 6. Les angles alternes-internes, opposés par le sommet, correspondants
sont égaur.

3 Bissectrices et cercle inscrit

Proposition 1. Soit m/A\y un angle. Il existe une demi-droite

[AK) telle qu’on ait K € zAy et de plus :

KAz = KAy &

Définition 2. La demi-droite [AK) est appelée bissectrice de l'angle x’/Ty La bis-
sectrice d’un angle est donc la demi-droite issue du sommet de cet angle,
et qui partage l’angle en deux angles égaux.

Proposition 3. Les trois bissectrices d’un triangle sont
concourantes en un meéme point w. Le
cercle centré en w et tangent a l'un des
cotés du triangle est tangent auxr deux
autres célés.

A B

Définition 4. Le cercle précédent est appelé cercle inserit dans le triangle ABC'.
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4 Théoréme du demi-cercle

Théoréme 1. (théoreme du demi-cercle) Pour tout point M d’un cercle de dia-

métre [AB], si M # A et M # B, alors (M A) L (MB).

Théoréme 2. (réciproque du théoréme du demi-cercle) Si un triangle MAB est rec-
tangle en M, son cercle circonscrit a pour diamétre [AB].

5 Parallélogramme

Dans ce livre, les quadrilatéres considérés ne sont pas croisés :

S

quadrilatére non croisé quadrilatére croisé

dont les cotés opposés sont paralléles.

D
Définition 1. Un parallélogramme est un quadrilatere /
A

B

Proposition 2. Dans un parallélogramme, les angles opposés sont égauzx, les angles
consécutifs sont supplémentaires.

Proposition 3. Dans un parallélogramme, les c6tés opposés sont égau.

On a les équivalences ou critéres suivants :

parallélogramme < deux cétés paralléles et égaux

| parallélogramme < deux couples de cotés opposés égaux |

| parallélogramme < diagonales de méme milieul

Définition 4. On appelle centre d’un parallélogramme le milieu de ses diagonales.

D C
Définition 5. Un losange est un quadrilatére dont les
quatre cotés ont méme longueur.

Proposition 6. Un losange est un parallélogramme.



6 Tangente a un cercle

Définition 1.

Soit un cercle € de centre I, et soit un
point A appartenant a ¢. La droite issue
de A et perpendiculaire a (I A) est appelée
tangente en A au cercle. On dit que la
droite et le cercle sont tangents en A.

19
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Chapitre 2

Arithmétique

1 Multiples et diviseurs

Définition 1. On dit qu’un entier a est divisible par un entier b si la division de a
par b tombe juste, ce qui revient a dire qu’il existe un entier q tel que :

a=0bxgqg

ce qui correspond a la division suivante :
alb
01gq
Définition 2. Sia est divisible par b, on dit que b est un diviseur de a, el que a est
un multiple de b.

On peut trouver les diviseurs d’un entier en les associant deux a deux. Par exemple
les diviseurs de 24 :

1o 24
(O 12 24
I 8 12 24

123 4 6 812 24
——

et les diviseurs de 16 :

1 . 16
1, ... & 16
N——

Proposition 3. Les multiples non nuls de b sont : b 2b 3b 4b 5b 6b ... Il yen
a une infinité.
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2 Plus grand commun diviseur

Définition 1. Soient a et b des entiers non nuls. On note pged(a,b) le plus grand
commun diviseur des entiers a el b, c’est-a-dire le nombre qui divise
a la fois a et b, et qui est le plus grand possible.

Considérons, par exemple, les diviseurs de 12 :

puis ceux de 8 :

1(2]4]8

Les diviseurs communs de 12 et de 8 sont donc :

et le plus grand d’entre eux est 4. Donc :

pged (12,8) =4

3 Plus petit commun multiple

Définition 1. Soient a et b des entiers non nuls. On note ppcm(a,b) le plus petit
commun multiple de a et b, c’est-a-dire le multiple non nul de a et
de b qui est le plus petit possible.

Par exemple, les multiples (non nuls) de 6 sont :
6 12 18 24 30 36 42 48 54 ...
La liste ne s’arréte pas, elle est infinie. De méme, les multiples (non nuls) de 8 sont :
8 16 24 32 40 48 56 ...

On voit donc que le premier multiple commun non nul de 6 et de 8 est 24. On a donc :

ppem(6,8) = 24




Classe de quatrieme
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Chapitre 1

Les nombres décimaux

1 Définition

Un nombre décimal est soit un entier, soit un nombre a virgule qui peut comporter
un nombre fini de chiffres a droite de la virgule. Un nombre décimal peut étre positif,
négatif ou nul. Les nombres suivants sont décimaux :

1 0 -2 —14 37,05 3,14 — 557,123008

2 Opérations de base sur les décimaux

Proposition 1. Pour multiplier un décimal par 10, on déplace sa virgule d’un cran
vers la droite. Pour diviser un décimal par 10, on déplace sa virgule
d’un cran vers la gauche. Si, alors, il n’y a plus de chiffre a gauche de
la virgule, on met un 0 a gauche de la virgule.

Donnons des exemples. Soit le décimal a = 0,38. On a :
a
10a =3,8 et — =0,038
a 8 et 5

On peut aussi, avant de le diviser par 10, compléter le décimal avec des 0 en téte, puis
supprimer les 0 inutiles aprés la division. Reprenons a = 0,38. On écrit :

a = 0000,38 donc IiO = 000,038 = 0,038

Plus généralement, afin de pouvoir aisément multiplier ou diviser un décimal par
10 ou 100 ou 1000, etc., il est commode de commencer par compléter son écriture avec
suffisamment de 0 a gauche, si on veut le diviser, et a droite, si on veut le multiplier. Par

exemple :
a = 0,38 = 000,38000 et b=5=0005,000

Proposition 2. Soit un décimal dont on a complété écriture avec suffisamment de 0
a gauche et a droite. Pour multiplier ce décimal par 100, on déplace
sa virgule de 2 crans vers la droite. Pour diviser ce décimal par 100,
on déplace sa virqule de 2 crans vers la gauche.
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Reprenons a = 0,38 et b=15. On a :

100a = 100 x 0,3800 = 38,00 = 38 et 100 =~ 100 - 0,0038
100b = 100 x 5,000 = 500,0 = 500 et L = i = 0,050 = 0,05
100 100

Proposition 3. Soit un décimal dont on a complété l’écriture avec suffisamment de 0
a gauche et a droite. Pour multiplier ce décimal par 1000, on déplace
sa virgule de 3 crans vers la droite. Pour diviser ce décimal par 1000,
on déplace sa virgule de 3 crans vers la gauche.

Reprenons a = 0,38 et b=15. On a :

1000a = 1000 x 0,3800 = 380,0 = 380
a 00000,38 B
500 = oog— = 00.00038 =0,00038
1000b = 1000 x 5,0000 = 5000,0 = 5000
b 00005,0

506 = ogg = 00,0050 = 0,005

Questions (correction p. 28)

Effectuer les calculs suivants :

3,14x10 =
3,14
10
3,14 x 100 =
3,14
100
3,14 x 1000 =

3 Ecriture fractionnaire des décimaux

1 ” : s | - | e
Rappelons que 10 ¢ lit un dixiéme, 100 ¢ lit un centiéme, 1000 ¢ lit un milliéme.
Et3 se lit trois dixié 5 S se lit trente sept tie 5, et
1o Se lit trois dixiemes, -5 se lit trente sept centiémes, etc.
Proposition 1. On a :
= 0,01 = — 0,001 = ——
10 100 1000

Plus généralement, on a par exemple :

3 37 708
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On peut donc écrire :

37 708
76,37 = 76 + 0,37 = 76 + = 10,708 = 10 +0,708 = 10 + =&

Dans I’écriture précédente du nombre ¢ = 76,37, on dit que :

z oi : 37 . . .
e 76 est la partie entiére de ¢ tandis que 100 est la partie fractionnaire de c.

4 Approximations

Reprenons le décimal ¢ = 76,37. Il est compris entre les deux entiers successifs 76
et 77, plus prés du premier que du second. L’entier 76 est appelé arrondi entier de c.

Si on tronque maintenant I’écriture décimale de ¢ en ne gardant qu’un chiffre apreés la
virgule, on obtient I’encadrement suivant entre deux décimaux d’ordre un consécutifs :

76,3 < c <764

L’amplitude de cet encadrement est :

1
? ? ? 10

et on dit que :

e 76,3 est 'approximation par défaut de ¢ au dixiéme.

e 76,4 est 'approximation par excés de ¢ au dixiéme.
De plus, comme c est plus proche de 76,4 que de 76,3, on dit que 76,4 est 'arrondi au
dixieme de c.

Plus généralement, si on tronque une écriture décimale en ne gardant aprés la virgule
que zéro ou un, deux, trois chiffres, etc. (suivant la précision que I'on souhaite), on obtient
des approximations par défaut entiére, ou au dixiéme, au centiéme, au milliéme, etc.

Prenons le nombre d = 76,8527. Son arrondi entier est 77. Tronquons maintenant
I’écriture décimale de d au milliéme, ce qui revient a ne garder que trois chiffres aprés la
virgule. On obtient I’encadrement suivant entre deux décimaux d’ordre trois consé-
cutifs :

76,852 < d < 76,853
e 76,852 est 'approximation par défaut de d au milliéme.
e 76,853 est 'approximation par exceés de d au milliéme.
L’arrondi au millieme de d est 76,853.

Au lieu du terme arrondi, on utilise parfois le I'expression meilleure approxima-

tion. Soient les nombres :

1,207 1,414 1,49 1,91 2,6823

On les place sur un axe, et on obtient le schéma suivant :

/AN

1,207 / 1,49 1,91

1,414 2,6823
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Pour chacun de ces nombres, on cherche la meilleure approximation, avec un seul
chiffre apreés la virgule. Voici les résultats que 1’'on obtient :

1,207 == 12 1,414~ 1,4 1,49~15 1,91=19 2,6823 ~ 2,7
e Pour prouver ces résultats, on peut procéder par encadrement. On a par exemple :

1,2 < 1,207 < 1,3

1,2 1,3

5

1,207

Il est clair que 1,207 est plus proche de 1,2 que de 1,3. Donc : | 1,207 ~ 1,2

On raisonne de méme avec 1,414 et 1,91. Par ailleurs, on a :

14<149< 15

et il est clair que 1,49 est plus proche de 1,5 que de 1,4. Donc :| 1,49 =~ 1,5

On a de méme :
2,6 < 2,6823 < 2,7

mais 2,6823 est plus proche de 2,7 que de 2,6 car :
2,7000 — 2,6823 = 0,0177 2,6823 — 2,6000 = 0,0823

et 177 < 823. On en déduit : | 2,6823 =~ 2,7

e On peut aussi procéder directement, sans encadrement. Voici la méthode :

1. Soit & approximer le nombre 1,247 avec un seul chiffre apreés la virgule. Fabriquons
le nombre a en ne gardant qu'un chiffre aprés la virgule de 1,247. On obtient le nombre
tronqué : @ = 1,2. La premiére décimale négligée est b = 4, qui est un petit chiffre,
donc a est 'approximation cherchée :

1,247 ~ 1,2

2. Soit a approximer de méme le nombre 1,267. Fabriquons le nombre a en ne gardant
qu’un chiffre aprés la virgule de 1,267. On obtient le nombre tronqué : @ = 1,2. La premiére
décimale négligée est b = 6, qui est un grand chiffre. On ajoute alors 1 a la premiére
décimale qui n’a pas été négligée, et on obtient 'approximation cherchée :

1,267 ~ 1,3

3. En fait, on considére comme petits les chiffres 0 1 2 3 4 et on considére comme
grands les chiffres 5 6 7 8 9.

4. I1 y a une subtilité lorsque ’ajout de 1 produit une retenue. C’est le cas lorsque
le chiffre b est grand et que la premiére décimale non négligée est 9. Prenons 'exemple
du nombre 1,239 672 que I'on veut approximer avec 3 décimales. On le tronque avec trois
chiffres aprés la virgule. On obtient le nombre tronqué : @ = 1,239. La premiére décimale
négligée est b = 6, qui est un grand chiffre. On ajoute donc 1 a la premiére décimale
qui n’a pas été négligée, et qui est 9. L’approximation cherchée est donc :

1,239672 ~ 1,240

car 39-+1=40.
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Les calculs d’approximations sont basés sur des régles simples qu’il faut mémoriser.
Il faut aussi étudier les exemples traités et s’entrainer suffisamment. Au bout de quelques
temps, tout ¢a devient naturel...

Questions (correction p. 29)

Donner la meilleure approximation, avec un seul chiffre aprés la virgule :

3,14 =
3,57 =~
103,91 =

Voici des exemples concrets : si on mesure au rapporteur les angles A et C' du
triangle ci-dessous, on voit qu’ils n’ont pas des mesures entiéres.

B

On trouve :
63° < A < 64°

96° <« & < 27°

A C
En fait, une mesure plus précise montrerait que A est plus proche de 63° que de 64°.
Donc 63° est la valeur arrondie de A et on écrit :

A~ 63°

Cette mesure plus précise montre aussi que C est plus proche de 27° que de 26°. Donc 27°
est la valeur arrondie de C et on écrit :

C =~ 27°

En géométrie, en physique, en chimie, etc. les instruments de mesure ne fournissent
que des valeurs approximatives, mais suffisantes pour les applications en vue. Ainsi,
pour un angle A, une longueur AC, une intensité de courant électrique I (en ampére),
une masse m (en gramme), on écrira par exemple :

—~

A =~ 63°
AC =~ 3,75 cm
I ~ 08A

m =~ b534¢g

Le nombre 63 est une valeur approchée entiére, le nombre 3,75 est une valeur approchée
décimale d’ordre 2, les nombres 0.8 et 53,4 sont des valeurs approchées décimales
d’ordre 1.
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5 Exercices

Exercice 1.

On suppose : a = 3,6 b=25,1 c=1,25.

1.

(3]

Pour chacun de ces trois nombres, donner un encadrement entre deux entiers
consécutifs.

En déduire, pour chacun d’entre eux, la valeur approchée entiére la meilleure
possible.

Calculer les nombres :
r=a+b y=a+c z=b+c

Pour chacun, donner un encadrement entre deux entiers consécutifs.

En déduire, pour chacun, la valeur approchée entiére la meilleure possible.

6. Pour chacun des nombres y et z, donner un encadrement entre deux décimaux

d’ordre un consécutifs.

En déduire, pour y et z, la valeur approchée décimale d’ordre un la meilleure
possible.

Exercice 2.

On suppose : a = 5,383 b=1,07 c=36.

1.

[

Pour chacun de ces trois nombres, donner un encadrement entre deux entiers
consécutifs.

En déduire, pour chacun d’entre eux, la valeur approchée entiére la meilleure
possible.

Calculer les nombres :
w:a—{—b y:a+c Z:b+C

Pour chacun, donner un encadrement entre deux entiers consécutifs.

n déduire, pour chacun, la valeur approchée entiére la meilleure possible.

6. Pour z et y, donner un encadrement entre deux décimaux d’ordre deux consé-

cutifs.

En déduire, pour z et y, la valeur approchée décimale d’ordre deux la meilleure
possible.

6 Correction des questions

p- 24 D’abord les multiplications :

3,14x10 = 314
3,14 x 100 = 314
3,14 x 1000 = 3140
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Pour les divisions, il faut ajouter un ou deux zéros devant 3,14 avant de déplacer la
virgule vers la gauche :

3,14 03,14 _ )
10 ~ 10 -~ 03M
3,14 _ 003,14 _ 0,0314
100 100

p- 27 On veut donc approximer avec un seul chiffre aprés la virgule les nombres
a=3,14, b=3,57, ¢=103,91. D’abord on tronque nos trois décimaux en ne gardant
qu’un chiffre aprés la virgule. On obtient : @’ = 3,1, b’ = 3,5, ¢ = 103,9. Ensuite, on
regarde le premier chiffre qui a été négligé. Pour a, ce chiffre est 4 qui est petit, donc :

3,14~ 3,1
Pour b, ce chiffre est 7 qui est grand,donc :

3,57~ 3,6
Pour ¢, ce chiffre est 1 qui est petit, donc :

103,91 =~ 103,9

7 Correction des exercices
Ex.1, p.28. 1. Voici les encadrements :

3 < 36 < 4 5 < 5,1

IA
(=]
IA
[—y
o
(S
IA
V]

2. On en déduit les approximations :

36 = 4 bl &= 5 1.25 a2 1
3. Les sommes z, y, z valent :
36+51 = 8,7 36+125 = 485 51+125 = 6,35

4. Les encadrements de z, y, z sont donc :

8 < 87 < 9 4 < 485 < 5 6 < 635 < 7

Tt

. On en déduit les approximations :

87 =~ 9 485 =~ 5 635 =~ 6
6. Voici les encadrements demandés de y et z :
48 < 485 < 49 63 < 635 < 64

7. On en déduit les approximations :

485 =~ 49 6,35 = 64



Ex. 2, p.28. 1. Voici les encadrements :

5 < 538 < 6 1 < 1,07 <€ 2
2. On en déduit les approximations :
5383 =~ 5 1,07 = 1
3. Les sommes z, y, z valent :
5,383+ 1,07 = 6,453 5383436 = 80983

4. Les encadrements de x, y, z sont donc :
6 < 6453 < 7 8 < 8983 < 9
5. On en déduit les approximations :
6,453 =~ 6 8,983 =~ 9
6. Voici les encadrements demandés de z et v :
645 < 6453 < 6,46
7. On en déduit les approximations :

6,453 =~ 645

31

3 < 36 < 4
36 ~ 4
1,07+3,6 = 4,67
4 < 467 < 5
467 ~ 5

8,983 < 8,99
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Chapitre 2

Algeébre

Dans ce chapitre, nous construisons les bases du calcul algébrique. Ces bases
seront valables pour toute la vie...

Le temps qu’on aura passé a étudier, comprendre et apprendre les régles qui vont
étre exposées maintenant est du temps bien occupé.

Plus tard, dans un, deux, trois, dix ans, le lecteur se souviendra avec tendresse de ce
chapitre, comme 'auteur de ces lignes s’en souvient. Mais arrétons, il y a trop d’émotion.

1 Les entiers, les décimaux, les rationnels

Définition 1. On note N l’ensemble des entiers naturels :

N={0, 1,2, 3, ...}

Définition 2. On note Z l’ensemble des entiers relatifs :
Zi—H{ =3 0=2 =1 SO SRS e
[’ensemble Z est la réunion de N et de tous les entiers négatifs.

Définition 3. On note Q l’ensemble des nombres rationnels. Ce sont les entiers el
les quotients d’entiers.

Tout nombre rationnel x peut donc s’écrire sous la forme :

o—

a
b
outacZ,beNetb#0.S5ib=1alors z =a et est donc entier.
Supposons x > 0. Alors a > 0. Pour trouver le développement décimal de z, on
divise a par b. Il y a trois possibilités :

1. La division tombe juste. Donc z est entier.

2. La division ne tombe pas juste, mais si on la poursuit au-dela de la virgule, elle
finit par tomber juste. Donc x est décimal.
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3. La division ne tombe pas juste et, méme si on la poursuit au-dela de la virgule,
elle ne s’arréte pas car les restes se répétent et ne sont jamais nuls. Les chiffres
du développement de z se répétent donc indéfiniment (et ne sont pas tous nuls).
Donc z n’est pas décimal.

Donnons des exemples :

12 784 3136
i 3 = 3,0000... 2% = 100 — 31,36 = 31,360000...
% = 0,3333... 2—72 = 3,142857 142857 ...

Les nombres 3 et 31,36 sont décimaux, tandis que % et 2—72 ne le sont pas.

2 Les nombres réels

On appelle nombre réel, tout nombre donné par une écriture décimale illimi-
tée, éventuellement précédée du signe moins, cette écriture pouvant se terminer par une
infinité de 0 répétés. On a la notion de réel positif et de réel négatif. On montre que I'on
peut ajouter et multiplier entre eux des réels et que le résultat est réel.

Définition 1. On note R l’ensemble des nombres réels.

On peut montrer que R est exactement I'ensemble des abscisses des points d’une
droite graduée :

- . 4 0 1 2 3 4
~1,1  —09 1/ \2 T 35
3 3

On montre que I’écriture décimale d’un rationnel est toujours périodique, c’est-a-dire
que les chiffres situés apreés la virgule se répétent. Par exemple :
269
— =0,8151515...
330 0
On montre aussi que, réciproquement, tout réel ayant une écriture décimale qui est
périodique est rationnel. Ainsi
15 5
0,151515... = — = —
99 33
Donc les nombres réels qui ont une écriture décimale qui n’est pas périodique ne sont pas
rationnels. On dit qu’ils sont irrationnels. Ainsi le nombre réel a, défini par :

a= 0,1217121112171172...
est irrationnel. De méme le nombre 7 qui vaut :
m = 3,1415926...

et qu’on utilise en géométrie pour mesurer le cercle et le disque (voir ex. 28, p. 109) est
lui aussi irrationnel.
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3 Opposé et addition

Définition 1. On obtient l'opposé d’un réel en changeant son signe. L’opposé du
réel a est noté —a et il vérifie :

a+(—a)=0
Proposition 2. L’opposé de l’opposé est le nombre lui-méme :
—(—a)=a
Définition 3. La différence de deux réels a et b est définie par :

a—b=a+ (-b)

Proposition 4. (le signe "—" devant une parenthése) Pour tous réels a et b on a :
—(a+b) = —a-0»
—(a—b) = —a+b
—(—a—-b) = a+bd

On a par exemple :
c—(a—b)=c—a+b

Si la parentheése est précédée du signe + on peut la retirer :

c+(a+b)=c+a+bd c+(a—b)=c+a-0» c+(—a—b)=c—a—0»

4 Addition et soustraction des décimaux relatifs

e On a vu en classe de cinquiéme comment on ajoute des entiers relatifs en utilisant
la méthode de ’ascenseur. Mais pour ajouter des décimaux relatifs, la méthode
de I'ascenseur n’a guére de sens : que signifie monter de 2,37 étages ou descendre de
0,4 étages? On va donc procéder autrement, en s’appuyant sur la prop. 4 qui explique
comment on peut mettre le signe "—" en facteur. Il y deux cas faciles :

1. Si on ajoute deux positifs (comme a I’école primaire), la somme est positive :
2,37+ 3,82 = 6,19

2. Si on ajoute deux négatifs, la somme est négative. On met le signe — en facteur et
on se rameéne a une addition de décimaux positifs :

(=2,75) + (—3,9) = —(2,75 + 3,9) = —6,65

On va expliquer maintenant comment on procéde dans les deux cas difficiles ou 'on
ajoute deux décimaux de signes contraires. Définissons la valeur absolue d’un nombre
comme étant le nombre sans son signe. Ainsi, la valeur absolue de —3,19 c’est 3,19
et la valeur absolue de 2,37 et de +2,37 c’est 2,37.

Ajoutons donc deux décimaux de signes contraires. Il y a deux cas :
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3. Si c’est le décimal positif qui a la plus grande valeur absolue, la somme est positive :
(=2,37)+3,1=3,1+(-2,37)=3,1-2,37=0,73

et le calcul se raméne A une soustraction de 1’école primaire.

4. Si c’est le décimal négatif qui a la plus grande valeur absolue, la somme est négative.
On met le signe — en facteur et on soustrait deux décimaux positifs :

(2,75) + (—3,9) = —(3,9 — 2,75) = —1,15

et on voit que le calcul se raméne a une soustraction de I’école primaire, suivie d’un

changement de signe.
e Pour soustraire les décimaux relatifs, suivant les cas, on applique la régle des signes

(prop. 2) ou bien on met le signe "—" en facteur (prop. 4). Voici des exemples :
_35-17 = —(354+17) = —52
2-45 = —(45-2) = -25
Y13 = BEsld = ¥

Questions (correction p. 65)

Calculer les sommes ou différences suivantes :

(—375) +7
4,8 — (—9,35)
—4,6 + (—2,05)
3,97 + (=7,6) =

5 Premiére régle de 'algébre élémentaire

Proposition 1. Dans une égalité, on peut faire passer un terme de 'autre coté a
condition de changer son signe.

e Si dans égalité je fais passer mon a droite, il devient -

zta=> r=b—a

N /

e Si dans égalité je fais passer mon a droite, il devient :

r—a=2> r=>b+a

N\ /
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6 Produit et quotient

Proposition 1. (régle des signes) Si a, b sont des nombres réels, on a :

(—a) x b = ax(-b)
(—a) x (=b) = axb

—ab
ab

Proposition 2. Tout réel a # 0 admet un inverse qui est un nombre réel, que l'on

1 .
note — et qui vérifie :
a

ax —=1
a

ATTENTION! Ne pas confondre | 'inverse noté % et |l'opposé noté —a

Ainsi, I'inverse de 2 est

=05

TN =

tandis que 'opposé de 2 est —2. Ce n’est pas du tout la méme chose...

Comme —0 = 0 on voit que 'opposé de 0 est 0 lui-méme. Mais

0 n’a pas d’inverse

Démontrons-le par 1’absurde. Supposons que 0 ait un inverse, et notons a cet inverse.
On aurait alors :

=a & 1=0Xxa & 1=0

ol

ce qui est absurde (on rappelle que le symbole “&” se lit “équivaut”)

On montrerait de méme :

on ne peut pas diviser par 0

Définition 3. Soient a et b des réels. Si b # 0, on pose :

| =

Proposition 4. (régle des signes) Si a, b sont des réels, et si b#0, on a :

-2 - £ - _=z
b b b
= _ &
-b b

Proposition 5. (simplification) Si a, b, ¢ sont des réels, et si b,c #0, on a :

cXa

a
cxb b

c+a

ATTENTION! En général
i c+b

ne se simplifie pas.



6. Produit et quotient

Proposition 6. Soient a, b, ¢, d des réels. Si tous les quotients existent on a :

a C a+c

5t T b

a ¢ _ ac

b~ d ~  bd

a. _ac

b C b
On a en particulier :

T Yy Yy

—_ X —_= — = 1

Yy x yr

On en déduit que I'inverse de T est L. Autrement dit :
Y T
Iy
T g
Yy
Par ailleurs, on sait que pour tous réels u et v, siv# 0 on a :

1
=uX —
v

==

On en déduit que :

pour diviser par Z on multiplie par =
Yy T

Récapitulons :

Proposition 7. Soient a, b, ¢, d des réels. Si tous les quotients existent on a :

1 b
a7 g
b
a
5 _s 1 _ a d ad
[ « T b T e be
d d
a
b _a 1 _ a
c_bxc_
a cO
b Y%y T %
c

Donnons un exemple : puisque 0,1 = 10 on a:

0,1

s =ux1—10=ux10=10u

Sl—=

On voit donc que :

diviser par un petit nombre revient a multiplier par un grand nombre

37
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7 Seconde régle de l’algébre élémentaire
Rappelons que le symbole “<” se lit “équivaut a”. On ’a étudié en classe de 5°.

Proposition 1. Dans une égalité, on peut diviser ou multiplier par un méme réel # 0
des deux colés et on obtient une égalité équivalente.

e Dans 'égalité si je veux calculer z, il me faut tuer la multiplication

par a. Donc je divise par a des deux cotés, et j'obtiens :

axxr=>b RN r =

Bien noter la différence entre diviser ct faire passer

e Dans l'égalité | — =b| si je veux calculer z, il me faut tuer la division par a.
a

Donc je multiplie par a des deux co6tés, et j'obtiens :

=b = r=axb

Bien noter la différence entre multiplier et faire passer

8 Proportions

Dans tout ce paragraphe, il est sous-entendu que tous les réels figurant au dénomi-
nateurs des quotients sont non nuls.

Définition 1. On appelle proportion une égalité entre deux quotients :

gEne

b d
Par exemple :

2_ 32

1 16

Définition 2. Dans la proportion 2= les réels a et d sont appelés extrémes, les

c
d
réels b et ¢ sont appelés moyens.

Ce vocabulaire provient de 'ordre naturel, de gauche a droite, dans lequel on écrit
les quatre nombres de la proportion, en commencant par a, puis b, puis ¢, puis d.

[@ b c [d a [b] [ d
S 2 R

extrémes moyens



9. Addition et multiplication 39

Proposition 3. Deuz quotients sont égauzx si el seulement si le produit des extrémes
est égal au produit des moyens :

Ul o

& ad=be

Sl S

Ce qui peut aussi se dire ainsi :

Proposition 4. Deuz quotients sont égaux si et seulement si les produits g
en croix sonl égau. b >< d

Corollaire 5. Dans une proportion, on peut permuter les extrémes :

o &
b

S <
b d a

Corollaire 6. Dans une proportion, on peut permuter les moyenss :

a_c¢c , a_b
b d c d
Proposition 7.
a & a a-+c a—c
5~ d ~ b b+d  b-d

Depuis ma propre classe de 4¢, j’ai toujours trouvé cette propriété admirable.

9 Addition et multiplication

Nous énongons dans ce paragraphe un grand nombre de régles qu’il faut connaitre
pour faire du calcul algébrique. Parmi ces régles, certaines ont déja été étudiées en classes
e 6° ou de 5°, dans le cas particulier ot les nombres concernés sont entiers ou rationnels.
de 6¢ ou de 5°¢, dans 1 ticul 1 b t ent t 1
Pour celles-ci, 'apprentissage est donc déja fait.
Mais il y a aussi des régles nouvelles. Il faut les apprendre, les réciter seul ou a
plusieurs, et faire de nombreux exercices d’entrainement pour les assimiler.

e Dans R, 'addition et la multiplication sont des opérations commutatives. Ce qui
signifie qu’on peut inverser I'ordre des termes :

at+b=b+a axb=bxa

e La multiplication ou la division par 1 ne change rien, alors que la multiplication ou
la division par —1 change le signe :

ax1l = a (-1)xa = -a
lxa = a a X (—1) = —Q
a a
- = a — = —a

1 —1
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e On prendra garde de ne pas confondre addition et multiplication, et on fera la
distinction entre les relations additives :

a+0=a O+a=a
et les relations multiplicatives :

ax0=0 Oxa=0
e On apprendra par cceur les relations suivantes :

0
— ] =)
a

SIS}

e On fera bien la distinction entre les deux relations suivantes :

a+a=2a axa=a’

Proposition 1. (associativité) Pour tous réels a, b, ¢, on a :
ax(bxc)=(axb)xec
et on note la valeur commune des deux expressions.

ATTENTION! Les deux expressions :

a(bc) et ab x ac ne sont pas égales

C’est une erreur commune, chez les débutants, de croire qu’elles le sont. Par exemple :

2 x (4x5)=40 mais (2x4) x {(2x5)=80

10 Deéveloppement et mise en facteurs
Proposition 2. (développement) Pour tous réels a, b, ¢, on a :

alb+c) = ab+ac
ab—c) = ab—ac

Pour développer I'expression (a + b) x (¢ — d), on développe les quatre termes a la fois,
suivant le schéma suivant :

A/

(a+b) x (c—d)

b =il g

On effectue d’abord les produits du haut avec le facteur a, puis ceux du bas avec le
facteur b. On obtient :

(a+b)x (c—d) = ac—ad+bc—bd

Voyons des exemples. On veut développer et réduire le produit (z—3)(2z+5). On applique
le schéma précédent :
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AN

(z—3) x (2z+5)

=

(z—3)2zx+5) = 2¢°4+5z—6x—15

= 222 —z—15

On a de méme :

(—3z+5)(2z—3) = —6z°+9z+10x—15
= —6z°+19z—15

Proposition 3. (mise en facteurs) Pour tous réels a, b, ¢, on a :

ba+ ca

a(b+c)
ba—ca = a(b—c)

On dit qu’on a mis [ a] en facteur.

11 Identités remarquables
Commengons par des exemples :
e Développons (a + b)2. On a :
(a+b)? = (a+b)x (a+b)

A\

(a+0b) x (a+0)

On effectue d’abord les produits du haut avec le facteur a, puis ceux du bas avec le
facteur b. On obtient :

(a+b)x(a+b) = axa+ab+ba+bxb
= a®+2ab+b°

e Développons de méme (a — b)?. On a :
(a—b)® = (a—b)x (a—0b)

A\

(a—b) x (a—0)

Dans ce développement, on doit prendre garde a la régle des signes. On obtient :

(a—b)x(a—b) = axa—ab—ba+bxb
= a*®—2ab+b?
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e Développons (a + b) x (a —b).

(a+b) x (a—0b)

Finalement, on a démontré :

Chapitre 2. Algébre

AN

(a+b) x (a—0b)

=il

= axXxa—ab+ba—bxb

2 2
= a —b

Proposition 4. (identités remarquables) Pour tous réels a, b, on a :

(a+b)? = a®>+b°+2ab
(a—b)? = a®>+b°—2ab
(a+b)(a—b) = a®-0b°

ATTENTION'!

(a+b)* # a® + b?

(a—b)?* #£a*> -0

Les identités remarquables doivent étre apprises par coeur. Elles sont d’'un usage

constant en mathématique.

Il faut bien noter que :

e dans le développement de (a + b)? le signe + se retrouve dans le +2ab.
e dans le développement de (a —b)? le signe — se retrouve dans le —2ab.

Quand on applique les identités remarquables, on doit souvent faire usage des deux

formules suivantes :

(ab)? = a®b?

Voyons des exemples :

(5 + 22)

(2z — 3y)(2z + 3y)

524+ 2 x 5 x 2z + (2z)°
25 + 2 x 10z + 2222

25 + 20z + 422

2 T 2
— —2X =%x3+3
(5) —2x3x3+
.’132

ﬁ—ﬁx%x3+32

2

% —3z+9
(2z)* — (3y)®
22:1:2 _ 32y2

4z% — 9y2
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12 Reégle d’annulation

Théoréme 5. Pour tous réels a, b, on a :
axb=0 < (a=0 ou b=0)

On apprend cette régle et on la récite sous la forme suivante :

Pour qu’un produit soit nul il faut et il suffit qu'un de ses facteurs soit nul.

La régle d’annulation permet de résoudre un grand nombre d’équations. Donnons un
exemple : on veut savoir s’il y a des nombres dont le produit est égal a la somme. On
cherche donc s’il existe des réels z qui satisfont 1’équation suivante :

XL =T+

Pour pouvoir appliquer la régle, on réduit I’équation, puis on fait tout passer a gauche :
pXE = 2%

zxz—2x = 0
Ensuite, pour obtenir un produit, on factorise par z :

EXT=2XL =

Zxlz—=2) =
On peut maintenant appliquer la régle :
zXx(x—2)=0 & (=0 ou z—2=0)

Finalement, ’équation initiale est équivalente a :

|x:0 ou z=2

Donc seuls les nombres 0 et 2 ont un produit égal a leur somme. Vérification :

O0x0=0 e O0+0=0
2x2=4 e 24+2=4

13 Puissances d’exposant entier

1c 3 > Q. A > 18 ;- g A 143 ~ w.
Les puissances sont une nouveauté du cours de quatriéme. La définition en est simple,
et peut étre considérée comme une abréviation. Ainsi :

2 .
r veut dire rXT

comme dans la formule de géométrie qui donne 'aire S d’un disque de rayon r :

S = mr?
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Mais la force des puissances vient des huit formules que I'on va voir ci-dessous, et dont

voici un échantillon :

B +8

u® x u” =u”

Toutes ces formules sont fondamentales : on ne peut rien faire en mathématiques sans les
connaitre parfaitement. On va les expliquer pour bien les faire comprendre. Et il faudra

ensuite les apprendre et les manier en faisant de nombreux exercices, comme ceux du
§ 19, p. 51.

Avant de donner la définition, donnons le vocabulaire :

dans la puissance le nombre u est appelé base, le nombre « est appelé exposant.
Définition 1. Siu est un réel, on pose :

=1 ul =u u?=uxu wW=uxuxu W=uxuxuxu

Et on peut faire cela avec n’importe quel exposant entier positif, aussi grand soit-il.
Donnons un exemple :
20 —2x2x2x---x2

Le produit a droite comportant 100 facteurs, tous égaux a 2, ce nombre est trés grand.
Pour s’en rendre mieux compte, il suffit de se réciter les puissances de 2 a partir de 2° :

1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 4096 8192

2190 comporte 31 chiffres, qu’il commence par 1 et finit par 6.

On peut montrer que
Dans le cas général, la définition est la suivante :
Définition 2. Soit u un réel, « un entier > 1, on pose :

uF=uXxux---xXu
~——— ————

«a facteurs

On peut calculer les puissances de proche en proche. Ainsi, sachant que 22 = 2x2 = 4,

on peut écrire : )
22 =2x2x2=(2x2)x2=4x2=8

et de méme :
21 =2x2x2x2=(2x2x2)x2=2°x2=8x2=16
et ensuite :
2 =2x2x2x2x2=(2x2x2x2)x2=2"x2=16x2=232
et ainsi, indéfiniment. La formule générale est :
Wt =u xu
Il y a deux formules de base pour calculer les puissances. Voici la premiére formule :
uetP — y* x uP
Et voici la deuxiéme formule :
(u X v)* =u* x v

On définit les puissances d’exposant négatif de la fagon suivante :
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Définition 3. Soit u un réel non nul, « un entier positif, on pose :

Montrons comment on utilise ces formules. Soient les expressions suivantes :

a=2%x2""* b=3"x3 c=2"2x5"? d:Z—Z
que 'on souhaite réduire. On écrit :
a = 23x2_4=23_4=2_1=2—11=%=0,5
b = P x3=3"x3'=3"""=3°=3x3x3%x3x3x3=9x9x9=81x9=729
c = 2_2x5_2=(2x5)_2=10_2=1—(1)2=W10=0,01
d = g—z=2sx2—12=25x2_2=25_2=23=8

Questions (correction p. 66)

Réduisez les nombres suivants :

a=3"x3"" b=2"x2 c=5%x 24 d=

Pour réduire d, il y a deux méthodes possibles.

Les propriétés des puissances sont regroupées dans les 8 formules suivantes :

Proposition 4. Soient u, v des réels #0, et «, B des entiers relatifs. On a :

== u® x uP = uoth
uw =1 (wv)® = u*v®
ul =u (u®)? = uoh
=1 (Y=L
u® v (e

Certaines de ces formules sont valables pour © = 0 ou v = 0 suivant les valeurs de « et j3.

ATTENTION ! Au cas particulier de 0
eOna 0'=0, 02=0, 0°=0, etc. Mais 0° = 1, voir exemple 50, p. 63.

- . 1 ; :
e 07! n’existe pas, car 0 n’existe pas, voir p. 35.
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Noter que, d’aprés la régle des signes, on a :
(—u)? = (—u) x (—u) = u* tandis que (—u)® = (—u) x (—u) x (—u) = —u®
Par exemple :

(—4)2 =4%2-16 tandis que (—4)3 =A% — .64

Plus généralement :

(—w* =",

u® si « est pair
—u si «a est impair

Et d’apres la régle des signes, on voit que

u? est toujours positif u® est toujours positif si a est pair

14 Notation scientifique des décimaux

Proposition 1. Soit a un décimal strictement positif. Il existe un unique décimal b,
tel que 1 < b < 10, et un unique entier relatif n tels que :

a=>bx 10"

L’expression précédente est appelée notation scientifique de a. Elle est utilisée en
physique, en chimie, et dans la plupart des sciences. Donnons quelques exemples :

Tt

15=15 0,15=15x10"" 10,1 =1,01x10 150,3 =1,503x10> 0,037 = 3,7x10™2

Noter que 10" = 10 10> = 100  10® = 1000. Plus généralement, si n—1, 2, 3,
4, etc. le nombre 10™ s’écrit 1 suivi de n zéros :

0" = ...
———’

n fois

Noter aussi que 107! = 0,1 1072 = 0,01 10~% = 0,001. Plus généralement,
si n=2, 3, 4, etc. le nombre 107" s’écrit avec n chiffres aprés la virgule en tout. Il

commence par et continue avec n — 1 zéros, puis le chiffre 1.

0™ = 0...01 = 0,0...01

n chiffres n chiffres
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15 Les inégalités

Définition 1. L’axe réel est une droite horizontale sur laquelle on a choisi un point
origine O, et une orientation vers la droite. L’abscisse de O est 0.

0

e Un réel est positif si son écriture décimale est précédée du signe plus ou de rien.
2
Par exemple : 3 est positif; 7 est positif; 4 est positif.
e Un réel est négatif si son écriture décimale est précédée du signe moins. Par

exemple : —2 est négatif; —1,1 est négatif ; —0,9 est négatif.
Considérons 'axe réel orienté vers la droite comme d’habitude. Alors :

Un réel négatif est situé a gauche de 0, un réel positif est situé a droite de 0.

- i 0 1 2 3 4
~1,1  —09 1/ \2 T 35
3 3

Définition 2. Pour tous réels a, b de signes quelconques, on dit que a est infé-
rieur a b, et on écrit a < b si a est a gauche de b sur l'aze réel :

a b

Par exemple, si on place mentalement les nombres sur ’axe réel, on voit que :
—-3<-25 -3<0 —-3<25 2.5 £.3
Pour chacun de ces exemples, si on calcule le grand nombre moins le petit, on obtient :

5 LA

043

0,

ot

Il

2,5 — (—3) 2,
3 3-25 = 0,

Il
I

5+3 = 55
5

[
|

5—(=3)
0—(—3)

Chaque fois, la différence (grand nombre moins petit nombre) est positive. Dans le cas
général, on peut montrer qu’'on a I’équivalence :

Proposition 3. Pour tous réels a etb, a <b & b— a est positif ou nul.

Il est clair que | a est inférieur a b|équivaut a | b est supérieur a a |

Par exemple, dans la vie courante, les énoncés “je suis plus jeune que ma sceur” et “ma
sceur est plus dgée que moi” sont équivalents.

Définition 4. Pour tous réels a, b, on dit que b est supérieur a a, et on écrit
b> a, sib est a droite de a sur ’axe réel.
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Avec cette notation, on a :

a<b & b>a

Proposition 5. Pour tous réels a etb, b>a < b— a est positif ou nul.

Gréace aux prop. 3 ou 5, on peut comparer algébriquement deux réels sans avoir a les
placer sur I'axe réel. Donnons un exemple. On souhaite comparer les nombres :

3
w=§\/§ et Yy =

sachant que v/2 = 1,414.... On calcule par exemple z —y. On a :

3 1
z-y = 3 2—(§+\/§)
3 1
= =D _f9_ =
2‘/_ v2 2
1 1
= Y- =
2 2
= l(\/5—1)~% 0,4

Donc  — y > 0, ce qui veut dire z > y.
Proposition 6. Pour tout réel a on a :
a>0 < a estpositif ou nul

a<0 <& a estnégatif ou nul

Définition 7. Pour tout réel a, on dit que a est strictement positif el on écrit
a > 0 si a est positif et a # 0.

Définition 8. Pour tout réel a, on dit que a est strictement négatif et on écrit
a < 0 si a est négatif et a # 0.

Par exemple, si n est un entier positif ou nul, on a :

n<3 & ne{0,1,2} alors que n<3 & ne{0,1,23}

16 Propriétés algébriques des inégalités
Commengons par un exemple. On a :
—3,7< =2

Si on ajoute 1 des deux cotés, on obtient :

Donc le sens < n’a pas changé. On pourrait démontrer les régles générales suivantes :
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e On peut ajouter un méme nombre des deux cotés d’une inégalité, et le sens ne
change pas.

e On peut retrancher un méme nombre des deux coétés d’une inéqgalité, et le sens
ne change pas.

Proposition 9. Pour tous réels a, b, ¢ on a :

a<b & a+c<b+c
a<b & a—c<b-c

Corollaire 10. Pour tous réels a, b on a :
a<b & a—-b<0 & b—a>0

On montrerait aussi :

e On peut multiplier par un méme nombre strictement positif les deux cotés
d’une 1négalité, et le sens ne change pas.

e On peut diviser par un méme nombre strictement positif les deux cotés d’une
imégalité, et le sens ne change pas.

Ce qui se traduit ainsi en langage symbolique :

Proposition 11. Pour tous réels a, b, ¢, tels que ¢ > 0 on a :

a<b & ac<bc

(=]

a<b & gS—
c

(9}

Donnons un exemple. On veut comparer les deux actions suivantes :
e multiplier par 4,
e ajouter 10.
En faisant des essais avec des nombres > 0, on remarque que quand z est petit, on a

e < 10+ =z
(par exemple 4 x 1 < 10 + 1) alors que quand z est grand, on a
e > 10+ =

(par exemple 4 x 5 > 10 4 5)
Cherchons donc tous les réels x tels que :

4z > 10+ (1)

L’inégalité précédente, ou = est inconnu, s’appelle une inéquation. Pour la résoudre, on
regroupe les & a gauche en retranchant x des deux cétés, puis on réduit :

10
10

dor —x

2
3z 2
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On divise ensuite par 3 des deux cétés. Comme 3 > 0 le sens ne change pas, et on obtient :

>10
:1" —_
-3

Ceci montre bien que la relation (1) est vraie dés que = est suffisamment grand. En

conclusion, on a montré :

10
> 10+ 2 & .1:2?

On montrerait de méme :

e <10+ & xsl—??

Passons a la régle de multiplication ou de division par un réel strictement négatif.

e On peut multiplier par un méme nombre strictement négatif les deux cotés
d’une 1négalité, et le sens change.

e On peut diviser par un méme nombre strictement négatif les deuxr cotés
d’une 1négalité, et le sens change.

Proposition 12. Pour tous réels a, b, c, tels que ¢ < 0 on a :

a<b & ac>bc

a

a<b & =

olo

C

Démonstration : 1. Commencons par ’équivalence portant sur la multiplication. Suppo-
sons donc que a < b et que ¢ < 0. Pour prouver que ac > be, il suffit de regarder le signe
de la différence ac — be. On a :

ac —bc=c(a—0b)
ora <bdonca—>b<0. Comme c < 0, la régle des signes montre que ac — be > 0, donc

ac > be

1
Réciproquement, supposons qu’on ait I'inégalité ac > be. Puisque ¢ < 0, alors — < 0.
€

. _ 1 : .
Donc si on multiplie par — des deux cotés, le sens change, et on obtient :
C

1 1
aczbc = acx - < bex -
c €
ac be
— & =
c c
a < b

2. I’équivalence portant sur la division se raméne a la précédente car diviser par ¢
: i 1
revient a multiplier par —.
c
Terminons par un exemple. Soit a résoudre I'inéquation :

5

1
=
2w+2__4x+2
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On regroupe d’abord les x a gauche, le reste a droite, et on réduit :

2¢ — 4x
—2r <

IA
N o o
N | =

On divise ensuite par —2 des deux cotés. Comme —2 < 0, le sens change et on obtient :

T = _2
- 2
x > -1

17 Résolution de certaines équations

Soient a, b, ¢ sont des réels, tels que a # 0 et b # 0. On veut calculer z dans I’équation :

XTr=c

a

b

sy : a : b _a : - a

Il faut donc tuer la multiplication par 3 Puisque — x 3= 1, au lieu de diviser par 3
a

il est plus commode de multiplier par — des deux co6tés :
a

Qo
Qo

(S ES)

>~
X
9]

Q

18 Utilisation des équations élémentaires

Considérons le nombre :
a=0,8151515...

Cette écriture décimale est périodique donc a € Q. Cherchons 1’écriture rationnelle
de a, c’est-a-dire sous forme d’une fraction. Pour cela, on a 1’idée de calculer 10a pour
mettre en évidence les décimales qui se répétent :

10a = 8,151515....
8 +0,151515....

Si donc on pose b = 0,151515..., il vient cette premiére relation :

10a =8+b

On a par ailleurs :

100b = 15,151515...
5 1

I
o



52 Chapitre 2. Algébre

On a donc obtenu une deuxiéme relation :

100b=15+10

Cette relation est une équation en b que ’on va résoudre en appliquant les deux régles.
D’abord, on fait passer b a gauche et on réduit :

1006 = 15+b
1006 —-b = 15
99 = 15

Ensuite, on divise par 99 des deux cotés, et on simplifie la fraction obtenue :

_1 _ 5
T 99 T 33

On reporte alors la valeur de b dans la relation 10a = 8 + b. On obtient :

269

5 8x33
33

5
=B == o 2
=% 33 33 133

d’on
oo L, 209269
T 107 33 7 330

On a donc trouvé 'expression rationnelle cherchée :

269
0,8151515... = ———
8151515 330

On vérifie ce résultat en calculant la division de 269 par 330 :

2690 | 330
0500 | 0,8151...
1700
0500

170

19 Exercices

On rappelle les deux régles de priorité des opérations :

i La multiplication est prioritaire sur I’addition et sur la soustraction.

Ainsi, par exemple :

243%x5 = 243x5 = 24156 = 17
———
10-2%x7 = 10—-2%x7 = 10—-14 = -4
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2. Les calculs entre parenthéses sont prioritaires.
Ainsi :
2-3)x5 = (2-3)x5 = (-1)xb5 = -5
(2-3) (2-3) (-1)

Calculs algébriques

Exercice 1 (résolu partiellement).

On suppose : a=0,3 b=6 c=—=2,

1. Calculez les expressions suivantes :
a+b a+c —a+b —a+c c—b

2. Ecrire sous forme d’un quotient d’entiers les quotients suivants :

g & & 4

b a c c

Solution partielle : 1. Calculons par exemple a+c. Premiére étape, on allége I’écriture :
a+c=03+(-2)=03-2

Deuxiéme étape, on met —1 en facteur pour se ramener a une soustraction facile :

03—-2=—(-03+2)=—(2—0,3)=—-1,7

a
2. Calculons 3 Premiére étape, on multiplie haut et bas par 10 pour supprimer la virgule :

a_ 03 03x10 _ 3
b 6  6x10 60
Deuxiéme étape, on simplifie :
3 1
60 ~ 20

Exercice 2.

Réduire les expressions suivantes pour les mettre sous forme de quotients d’entiers :

5 5 4 9 2 1 1 7
= E“(E"i) B = (m“g)*”z &= E"(Q“i)

5 5 4 ) 9 2 1 2 1 i
Exercice 3.

Réduire les expressions suivantes pour les mettre sous forme de quotients d’entiers :

8 /(5 5 4 5 3 2 D 3
B = —5(5-“5) & = 5(2“z-§> = ‘5(2‘1‘5)
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Exercice 4.

Réduire les expressions suivantes pour les mettre sous forme de quotients d’entiers :

2 5 4 2 b 4 2 -1 1
3 5 7 , 3 3 7 N T
= 2_2(5—ﬁ) = (2_2)x5_ﬁ = 5(7_5)

Exercice 5.

On suppose : a=3 b=6 c=—2.

1. Ecrire sous forme d’entiers ou de quotients d’entiers les expressions suivantes :

b — —-b
a+ be a+ - a—< S ¢
c b b a
2. Méme question pour :
1,1 11 1.1 1.1 boa
a b a b ¢ b c b a b
Exercice 6.
Simplifier le plus possible les expressions suivantes :
-
2 — 37 7r+§7r 7r—§7r 2—3 s =
2 2 T 0w 2 B

Exercice 7.
Développer puis réduire les expressions suivantes :
3 1 3 1 3 ™ 3n [ 1 1
2(6‘5) z(“*a) = (67-3) I(G*ﬂ)
Exercice 8.

Réduire les expressions suivantes par la méthode de votre choix :

3 3(5 1 3 3t /1 1
= (6—2 L — 2 (6m—2 oY g L
16-2) 4(6+6) y L — ) 5 (67r 37r)

Exercice 9.
Développer puis réduire les expressions suivantes :
A = 5—(2+3x) B = 4—-z+4+2z-17)
C = —(4z+3)—(5+4x) D = —(1+42z)—(1-32)
Exercice 10.
Développer puis réduire les expressions suivantes :
A = 4(z-3)+2 B = 3a-(342a) C = 3-2+2)
D = 4(1—-a)—3 E = 3xz-2)-2(1-=2) F = 2-3(1-=x)
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Exercice 11.

Développer puis réduire les expressions suivantes :

|

A
D

1+ z(x+2) B = z—(zx+2) C = 1+42z(z-2)
1 —2(3xz—2) E = 24z—z(1—2) F = 1—z(1+2x)

Il

Exercice 12 (résolu partiellement).
Développer puis réduire les expressions suivantes :

A (z+1)(z+2) B = (z—-1)(z+2) C = (2z+4+1)(z—-2)
D = (5b-2z)3z-2) E = 2-z)(1—-=2) F = (1-z)(1+=z)

[

Solution partielle : on s’intéresse a 'expression D = (5—z) x (3z—2). On va développer
les quatre termes a la fois, suivant le schéma suivant :

AN

(5—z) x (3z —2)

On effectue d’abord les produits du haut avec le facteur 5, puis ceux du bas avec le

facteur —z, en appliquant soigneusement la régle des signes. On obtient :

b-z)x(Bx—2) = 15z—10— 32>+ 2z
—32% + 17z — 10

Exercice 13.
Développer puis réduire les expressions suivantes :

A (z=3)(z+2) B = (2z-1)(xz—4) C = (—z+5)(z+2)
D = (3-2z)(—z+4) E = 24+z)(4-=x) F = (1-22)1+=x)

[

Identités remarquables

Exercice 14.
On se propose de démontrer par la géométrie I'identité algébrique :
(a+b)* =a® +b° + 2ab
On suppose que a et b sont positifs. On considére un grand carré de coté a + b que

I’on partage comme ci-dessous en deux carrés, I'un de c6té a, 'autre de coté b, et deux
rectangles égaux de dimensions a et b.



56 Chapitre 2. Algébre

1. Que vaut ’aire S du grand carré ?
2. Calculer les aires des carrés et des rectangles.
3. Calculer la somme S’ de ces quatre aires.

4. Conclure.
Exercice 15 (résolu partiellement).

Développer puis réduire les carrés et les produits suivants :

A = (z+1)3 B = (1-2)? C = (%«}—w)x(%—x)
1 2
D = (3-2z) E = (3z-2)(3z+2) F = (5 - 3w)
Solution partielle : on détaille le calcul de F'. On a :
1 . 12 1 "
On calcule a part :
i * i 1 F o i@ >
(5) =5 =5 2><§_1 [92) =3 xz =9

On en déduit :
— 3z + 9z

D i
N | =
|
W
8
Nt

[ %]
I
-

Exercice 16.

Développer puis réduire les carrés suivants :

A = (§+5)2 B = (§+2)2 C = (5w+1)2
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Exercice 17.

Développer puis réduire les carrés suivants :
@ 2 i 2 1\?
A = (5+3) B = (3-2) & — [sp—r
3 " 3 TS

Equations

Exercice 18 (résolu partiellement).
Apreés les avoir simplifiées ou réduites, résoudre les équations suivantes :

4z —-3)+3 = =3 8 = —22 3—(1-2z) = 0
—3z+7 = 1-3z =3(z+7) = 0 2¢—(2z—1) = 0

Solution partielle : on s’intéresse a la quatriéme équation :
—Bzx+7=1-3x

On remarque que le terme |—3z| figure des deux cotés et donc se simplifie. On voit

alors que I’équation n’a plus d’inconnue, et qu’elle équivaut a ’égalité :
=1

Or cette égalité est fausse. On en déduit que I’équation n’a pas de solution. Notant .7
I’ensemble de ses solutions, et () 'ensemble vide, qui n’a aucun élément, on a donc :

=0
Exercice 19.

Le tableau suivant présente dans chaque ligne : un numéro d’équation, une équation,
un réel a. Dans chaque cas, calculer si a est solution ou non de I’équation :

3
(1) 2043 = 0 A=z
(2) —bxr = =25 a=-5
(3) z+1 = 2x+3 a=—1
(4) —6zx+2 = —xz-—13 a=3
5 6 12 = 24 =-10
(5) —gw-}— = a=—
1 1
(6) 5 +x = ——§ a=1
5 14
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Exercice 20.

Résoudre les équations suivantes :

= = B B =

2 5
3

3x — ? -3z -5 = 2

Exercice 21.

Résoudre les équations suivantes :

2z bx
2

Exercice 22.

Résoudre les équations suivantes aprés avoir chassé les dénominateurs :

6x — 3 _ 5 — 8 20 + 3 _ 2—x
4 - 2 3 - 5
r—1 _ 32+ 6 3_x_5 _ r—3
5 a 7 4 a 2
2z 11—z 20 — 1 r+1 r+5
3 2= 6 5 T7% - 2

Exercice 23.

Résoudre I’équation z° = z? en utilisant la régle d’annulation.

Mise en équations

Exercice 24 (résolu partiellement).

On précise que consécutifs signifie “qui se suivent”.
1. Déterminer les trois entiers consécutifs dont la somme vaut 165.
2. Déterminer les quatre entiers consécutifs dont la somme vaut 726.

Solution partielle : on résout la premiére question, et on note n le plus petit des
trois entiers inconnus. Puisque les trois entiers sont consécutifs, les deux autres entiers
sont n+ 1 et n + 2. La somme de ces trois entiers vaut donc :

n+n+1)+n+2)=3n+3
[’énoncé équivaut donc a ’équation suivante :

3n+3 =165
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qui se résout aisément :

3n = 166—3 = 162
162

Les entiers cherchés sont donc 54 55 56.
Exercice 25.
Lorsque 'on ajoute un certain entier E] au numérateur et au dénominateur de la

fraction suivante :
61

27
on obtient une fraction qui vaut 2. Calculez a.

Exercice 26 (lI’age de Vladimir).

Catherine a 30 ans de plus que son fils Vladimir. En 2012, ils avaient ensemble 56 ans.
Quel était I’age de Vladimir ?
Indication : noter x I’Age cherché et traduire I’énoncé par une équation.

Exercice 27 (résolu).

Mon grand frére a 20 euros dans son porte-monnaie. Cette somme est constituée
de piéces de 1 euro et de piéces de 2 euros. Sachant qu’il a en tout 12 piéces, combien
a-t-il de piéces de 1 euro et de piéces de 2 euros?

Solution : notons = le nombre de piéces de 1 euro, et y le nombre de piéces de 2 euros
présentes dans le porte-monnaie. Comme il y a en tout 12 piéces, on a :

r+y=12
ce qui nous donne une premiére équation. D’autre part, la valeur de ces piéces est :
X 1+yx2=ax+2y=20

ce qui nous donne une deuxiéme équation. On a donc a résoudre le systéme suivant

de deux équations :
r+y=12
x+ 2y =20

On procéde ainsi : on calcule y en fonction de z dans la premiére équation :
y=12—zx
On reporte cette expression dans la deuxiéme équation et on obtient :
z+2(12—2) =20

On développe et on réduit :

r+24—-2x = 20
—x+24 = 20
—xr = —=-244+20 = —4

¥ = 4
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On reporte cette valeur de x dans I'expression de v :
y=12—x=12—-4=38

Finalement, mon grand frére a dans son porte-monnaie 4 piéces de 1 euro et 8 piéces
de 2 euros. Ce qui fait bien en tout 20 euros.

Exercice 28.

Résoudre les systémes suivants de deux équations :

{8w—3y=—2 {4w+7y=—3 {2w—5y=—9

3xr—y=28 r+2y=>5 r—3y=0

Exercice 29.

Un cinéma a fait une recette de 1760 euros en vendant 202 billets a la séance de midi.
Sachant que ce cinéma pratique pour cette séance deux tarifs : le tarif plein & 10 euros,
le tarif réduit a 5 euros, combien de billets de chaque tarif ont-ils été vendus ?
Indication : noter p le nombre de billets vendus a tarif plein, et r le nombre de billets
vendus a tarif réduit. Mettre en équations les informations données par I’énoncé. Résoudre
le systéme formé par les deux équations trouvées.

Exercice 30.

Papa a fait 12 virements de deux sortes sur le compte de ma grande sceur : les uns
de 25 euros, les autres de 14 euros. En tout il a viré 223 euros. Combien a-t-il fait de
virements de chaque sorte ?

Exercice 31.

Un cinéma vend ses places suivant deux tarifs : 10 euros pour les adultes, 7 euros
pour les enfants. Aujourd’hui, il a fait une recette de 352 euros en vendant 40 billets.
Combien de billets de chaque tarif ont été vendus? Noter a le nombre de billets vendus
a tarif adulte, et e le nombre de billets vendus a tarif enfant.

Exercice 32.

Dans un magasin, Sophie achéte 5 crayons et 2 cahiers, alors qu’Elodie achéte 2 crayons
et 5 cahiers. Tous les crayons sont au méme prix, qu’on note z. Tous les cahiers sont au
méme prix, qu’on note y. On note S la dépense de Sophie, et I celle d’Elodie.

1. Calculer S et I en fonction de z et y.

2. On sait qu’un cahier cofite le double d'un crayon, et qu’Elodie a dépensé 3 euros
de plus que Sophie.
a/ Mettre en équations les deux informations précédentes.
b/ Calculer z et y.
¢/ Combien ont dépensé chacune des filles. Vérifier les valeurs trouvées.
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Exercice 33 (d’aprés brevet 2015).

Une bibliothécaire passe commande de livres de mathématiques et de livres de fran-
cais. Chaque livre de mathématiques cotite 15 euros et chaque livre de frangais cotte
10 euros. Sachant qu’elle a commandé 30 livres pour un montant total de 365 euros,
combien de livres de chaque sorte a-t-elle commandés ?

Indication : noter m le nombre de livres de mathématiques commandés, et f le nombre
de livres de frangais commandés.

Puissances

Exercice 34.

Ecrire sous forme d’une seule puissance les expressions suivantes :

i - (53 4 2_2
=g u E=3"%3 ¢=2"x% d= "
Indication : e pour réduire b, on écrit b=3">x3=33x3' = ...
. o 2 2 1 =0 =3
opourredmred,onecrltd:?=2 x§=2 > )
Exercice 35.
Ecrire sous forme d’une seule puissance les expressions suivantes :
: — 2°
a=5x5"* b=2"%x2 c=5°x2° =
Exercice 36.
Ecrire sous forme d’une seule puissance les expressions suivantes :
3 4 3 4 2° 3 3 4 57°
2w I 2wy T 5 X Fx g
9—4 5—4

Exercice 37.

Ecrire comme produit de puissances de 2 et 3 les nombres suivants :

3x2)? (3x2)7° (%)2 (;)3 g2 g

Exercice 38.

Ecrire comme produit de puissances de 2 et 5 les nombres suivants :

Eixgy Exy™ (2)2 (g)J 102 10*

Exercice 39.

Ecrire comme produit de puissances de 2 et 3 les nombres suivants :

93 43 (23)2 (22)4 (2—1)3 (2—3)—2 (32 % 2)3 (3 X 2—1)—3
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Exercice 40.

Ecrire comme produit de puissances de 2 et 3 les nombres suivants :

62

(2 x 3)?
= Lt 8

5 a4

12® is* 0,5 x 2° (3x2)2x18
Exercice 41.
1. Calculer les nombres suivants :
(-1° (D' (-D®  (-1® (=)' (=1 (=1 (1)
2. Enoncer la régle générale qui donne la valeur de (—1)" pour n € N,
Exercice 42.
1. Calculer les nombres suivants :

2() 21 22 23 24 925 20 27 28 29 21()

2. Vérifier les formules suivantes en calculant explicitement les différentes puis-
sances :

24 = (22)2 20 = (23)2 28 = (24)2 21() = (25)2
Exercice 43.

Ecrire les nombres suivants sous forme d’une seule puissance de 2, 3, 5 ou 7 :
2 5 -2 5 —2
7 3 1 1
C= — D= —_— FE = — F = —
02 % 7 33 (2) (5)

Ecrire chacun des nombres suivants en utilisant que des puissances 2, 3, 5, 7 :

32
S

°l| (3,

Exercice 44.

A=22x9x20 B=360 C=150x12 D =490 FE = (36x8>)?
Exercice 45.

Développer les expressions suivantes :

(ab)? (g)Z (a®b)®  (4a?b)? (%)J (a?)~? (%)2
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Exercice 46.

Soient a et b des réels # 0. Simplifier les expressions suivantes et les écrire sous la
forme +a’b* avec j, k entiers relatifs :

(ab)~*x (—a‘gb)_5 (%)QX a3b® (_Ta)—:i

a® (be)® (a>2x (L (% ,

b2a’

Exercice 47.
Mettre sous forme d’une seule puissance de 10 les expressions suivantes :

103 1077 10 x 108 1

3 -5 -3 5
10710 10710 105 10° 105 105 x 103

Exercice 48.

Calculer sous la forme d’un produit de puissances (éventuellement négatives) de
nombres premiers distincts chacun des nombres suivants :

Y 152 53 x 8% x 92 5~ £3%
8% [ = | % s b= — 1800 x ( = =
a=ox (3) * 22 x 70)3 15-3 x 12 ¢ % (4) % (7)

les seuls nombres premiers intervenant éventuellement ici étant 2, 3, 5, 7.

Exercice 49 (résolu partiellement).

Démontrer que les fractions suivantes sont décimales :

1 1 1 g1
57 23 x 57 €= 5 <52 = o7

a

Solution partielle : faisons-le pour b. On va se ramener & une puissance de 10 au
dénominateur. Pour cela, on multiplie haut et bas par 2. On a donc :

1 iy

T 23 x 57 T 24 x 23 x 57

b

On réduit ensuite le dénominateur :

24 2? » .|
= =—=2*x10""

b=
24 % 23 % B 27 x 57 107

on obtient bien un nombre décimal.
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Exemple 50 (un raisonnement par l’absurde).
On se propose de prouver la formule
0° =1

qui a été énoncée page 44. Supposons que 0’ existe, et notons z = 0°. On peut appliquer
a x les formules élémentaires sur les puissances. Ainsi :

x2 = (0())2 — 0()x2 - 00 — g

On en déduit :

2

z° —=x
z(x —1)
Donc z = 0 ou z — 1 = 0, c’est-a-dire x = 0 ou « = 1. Nous allons raisonner par
I’absurde, et montrer que si
0° =0

on aboutit & une contradiction. Ceci prouvera qu’il ne reste que la possibilité 0° = 1, et
c’est ce que nous voulons démontrer. Supposons donc 0° = 0 alors

-0 0
0"=0"=0
—0 g ,
Donc 07" existe, et on a aussi
0—° 1 1
000
qui n’existe pas, comme on ’a vu page 35. On arrive donc a une contradiction.

Inégalités, inéquations

Exercice 51.

1. Tracer 'axe réel orienté vers la droite, gradué en cm, de —6 a 6.

2. Placer sur cet axe les onze nombres du tableau suivant (si un nombre figure
plusieurs fois dans le tableau, on ne le place qu’une fois sur I'axe) :

a|-85|-85| -2 | =2 | 2 | 21| =51

b| 52 | -4 1 5| 3| -25]| 25

3. Pour toutes les valeurs de a et b figurant dans les onze colonnes de ce tableau
écrire celle des deux relations a < b ou a > b qui est exacte. La liste commence
ainsi :

—-3,5<5,2 — 35> -4 etc.

4. Compléter la relation d’ordre suivante avec les onze nombres du tableau :

B AE o LR
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Exercice 52.
Résoudre les inéquations suivantes :

r+3 < -4 r—3 > 5 —34+x < 5
r—5 < =2 34z < 1 142 > 3

Exercice 53 (résolu partiellement).
Apreés les avoir réduites, résoudre les inéquations suivantes :

r—3 < 4 —2x+3 > 5 =3z <
e -5 < =2 I < - >

w ot

Solution partielle :
e On va résoudre deux des inéquations, d’abord la troisiéme :

—3x <5

Pour avoir z, on divise par —3 des deux c6tés. Comme —3 < 0, le sens de 'inégalité
change, et on obtient :
5
T>—=
3

e On résout maintenant la quatriéme inéquation :
qr—5 < =2
Pour isoler les x, on fait passer le —5 a droite, il devient +5 :
4r < -—-2+5
= < 3

Pour avoir x, on divise ensuite par 4 des deux cotés. Comme 4 > 0, le sens de I'inégalité
ne change pas, et on obtient :

z <

=W

Deux inéquations étranges

e Dans 'inéquation suivante :
—3z+7>1-3z (1)

on remarque que le terme —3z figure des deux cotés. Donc il se simplifie, et on voit que
I'inéquation (1) équivaut a I'inégalité :

1

ou il n’y a plus d’inconnue. Comme cette inégalité est vraie, on en déduit que tous
les réels sont solutions de I'inéquation (1). Si on note . I'ensemble des solutions de
I'inéquation (1), on peut écrire :

< =R
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e Pour résoudre I'inéquation suivante :
2r—(2z-1)<0 (2)
on développe le cété gauche. 11 vient :

20 —2x+1 < O
1 < 0

Il n’y a donc plus d’inconnue, mais I'inégalité est fausse. Donc I'inéquation (2) est équiva-
lente a une inégalité fausse. On en déduit qu’aucun réel n’est solution de I'inéquation (2),
cette inéquation est impossible. Si on note . l'ensemble des solutions de I'inéqua-
tion (2), on écrit :

&=

le symbole 0 désignant I'ensemble vide, ensemble qui n’a aucun élément, et qu'on a
déja rencontré dans l'ex. 18, p. 56.

Suite des inéquations

Exercice 54.
Apreés les avoir simplifiées ou réduites, résoudre les inéquations suivantes :

_4(z—3)+3 > 3 3z < 341 3—(1+22) < 1
—3zx+7 > 1-3z =3z-7) < 3z r—(z—1) <

Exercice 55.

Apreés les avoir simplifiées ou réduites, résoudre les inéquations suivantes :

4(bx —-3)+7 > 3 3z < =-3z+1 3—(1-52) < 1
—3x-7 > 1-3z 3(z+5) < -3z z—2z-1) < 0
Exercice 56.
Apreés les avoir simplifiées ou réduites, résoudre les inéquations suivantes :
4z—-3)+3 > -3 3r < -2z 3—(1-2z) > 0
-3z+7 > 1—-4zx =3z+7) < 3z 2z—(z—1) < O

20 Correction des questions

p- 34 On procéde ainsi :

(=3,75)+7 = 7-—375=3.25
4,8 — (—9,35) 4,8 49,35 = 14,15
—4,6 4 (—2,05) —(4,6 + 2,05) = —6,65
397+ (-7,6) = —(7,6—3,97)=—3,63

[
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p-44 Ona:

67

4 7 atg a8 1
3" x3 =3 =3 =3 =37

2" x2=2"x2' =21 = 2% — 256
5% x 2% = (5 x 2)* = 10* = 10000

Pour calculer d, il y a deux méthodes :

e soit remonter le 2 au numérateur, réduire, descendre le 27°% au dénominateur :

|
|

21 Correction des exercices

Ex.1, p.52. 1. En procédant comme dans I’exemple corrigé, on obtient :

a+b =
—a+b =
—a-+c
c—b —

[

2.0na:

Ex. 2, p.52. On calcule :

9 2 1
B—l — —= 2 =
<16 8>+4
5 5 4
D=6—(6—§) =
. 8 . 3 _
E_(IG 8 B

0,3+6=69
—03+6=6-0,3=5,7
—0,3+(-2)=-03—-2=—(0,3+2)=—-2,3
—2-6=—(2+6)=-8

b 6 60

- = —=—=20

a 03 3

a _ 03__03__3
e =2 93 20
b 6 6

— = —:——:-—3
c -2 2

13 1 3, 4 I
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1 A 1 6 A
C=ﬁ‘(2‘§) = ﬁ“(§‘§)=

Ex. 3, p.52. On développe et on réduit :

8 (5 5 8 5 8 8 5
A='5(6'3+§)='5"‘6+3X3‘5X§-
8+24 8 4+24 4__20 72 60 8
6 5 2 35 7 1515 15 15
4 5 3 4 4 5 4 3
B=“§(2“r§)“§X2+§xz+§><5=
8 5 4
S R T P L (R PR
g+ g ¥z —+ +
2 (5 3 2 5 2 2 3
C—'§<Z‘1‘§)-‘§Xz+§+§xr
5+2+1— > 4+1— 1+1— 1+6—5
6 3 66 6 66 6
Ex.4, p.53. Pour A, on simplifie le produit d’abord :
_2_ 5 4 _2 5 1 _ 2 5_12-25_ 13
5 873 5 273 5 6 30 30
Pour B, on réduit d’abord la parenthése :
2 5 4 16—25 4 9 4 9 1 3
B=|-—=-|%x== X—=——X==—— X — = ——
5 8 3 40 3 40~ 3 10" 3 10
Pour C, on calcule naturellement :
c=2,t_1__2_1__4 L__19
"7 573 2 15 2 30 30 30

Pour D, comme il y a une simplification de 2 par 10 en vue, on développe le produit
3 3 3 6 7 3 1 15+4 19
4 5 5

173 20 20

Pour FE, on réduit d’abord la parenthése :
T JO
4 4 4 4
et on reporte :
E = (§_2)x§_l=_§x§_l__§_l=_1_5_1_4=_§
4 5 10 4 5 10 4 10 20 20 20

Pour F', on développe :

po2(zt_1y__2 1__ 2 3 __5__1
5 - 5 - -3
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Ex.5, p.53. 1. Voici les résultats :
b 6
a+bc = 3+46x(-2)=3-12=-9 at- = 3+ =3-3=0
c —
c -2 1 10 —a+c -3+ (-2) 5
—_ = = ——=3 _ = — = _— = ——
b 375 t3=73 b 6 6
c—b -2-6_ 8
a a g 3
2. Et la suite :
11 11 2 1 3 1
et T3t T &8ts — 8 ~ 2
rt r_1r1r _ 21 _ 1
a b 3 6 6 6 6
t,1_ 1,131 21
e & 26 &'8 &
i _1 1 3 1 _ 4 2
c b -2 6 6 6 6 3
b a 6 3 12 3 15 5
ats =3t = %ts T & ~ 2
Ex. 6, p.53. Voici les résultats :
3 3
2r—31r = (2-3)x7m = (-1)x7T = —7 7r+§7r=(1+§)X7r=—7r
3 3 1 2 5 3
g = l-givn = gr A r T m
T 7r_57r 27r_31r
2 5 10 10 10
Ex. 7, p.53. Voici les résultats
3 1 3 . | 3 1 9 1 18 1 17
1(6‘5)—1 6-3*3 =33 1= 3 1= 711~ 71
3 1 3 = | 24 1 25
Z(4+g) _ZX4 +ZX§_ 3+——§+§—§
E(&r-f) = SnfE— gl = Wi = W
™ 3 ™ T 3
3mf1 1 3r 1 3r 1 11 1.2 3
T(s_w“Lﬁ)‘Tx@*TXﬁ‘TLZ‘Trg‘ﬁ
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Ex. 8, p.53. Voici les résultats :

3 3
- (6—-2)=-x4=3
Z(6-2)=7 x

Ex. 9, p.53. Voici les résultats :

= 5—-2432)=5-2-3x=3-3z

= 4—z+2x—-T7)=4—-z+2x—-T=-3+=zx
—(4z+3)— (b+4z)=—-4x—-3—-5—4zx= -8z —8
= —(1+2z2)—(1-3z)=—-1—-2z—1+3z=-2+=zx

QT »
I

Ex. 10, p.53. Voici les résultats :

A = 4z-3)42=42—-124+2=42—-10
3a—(3+2a)=3a—3—-2a=a-3

&
I

C = 3-24+x)=3-2—-z=1-=x

D = 41—-a)—-3=4—-4a—3=1—-14a

E = 3z-2)-21-2)=3z—-6—-24+2x=>5x—38
F = 2-31-2)=2-343z=-1+3z

Ex. 11, p.54. Voici les résultats, on ne peut pas les simplifier davantage :

A = l14+z(z+2)=1+2"+2z

B = z—(z+2)=x—2—2= -2

C = 1+2z(z—2)=1+22>-4z

D = 1-2(3z—-2)=1-32"4+2z

E = 2+z—-z(l-2)=2+z—-2z+2*>=2+2°
F = 1-z(l4+z)=1-z—22

Ex. 12, p.54. Voici les autres résultats, on ne peut pas les simplifier davantage :

A = +D)(z+2=2*4+2z+2+2=2"+3c+2
B = (z—-1)(z+2)=2*+2x—-c—-2=2+2—2
C = 2z+1)(z—2)=22>-4z+x—-2=22>—-3x—2
E = 2-2)1-2)=2-2z—z+2z°>=2—3z+2?

F = Ql-2)(1+z)=1+z—z—-22=1—-22
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Ex. 13, p.54. Voici les résultats, on ne peut pas les simplifier davantage :

A = (z-3)(z+2)=22+4+2c—-3x—-6=22—-x—6

B = (2z—-1)(z—4)=22*>—-8z—x+4=22>—9z+4

C = (—z+5)(z+2)=—22—-2x+52+10=—22+32+10

D = (3-2z)(—z+4)=-3z+12+22% — 8z = —11z + 12 + 222
E = (2+2)4—2z)=8—-2x+4x—2*>=8+4+2x—2°

F = 1-2z)(1+2z)=1+z—-2z—-22°=1—x— 22

Ex. 14, p.54. 1. L’aire du grand carré est S = (a + b)*.

2. Les aires des carrés sont a? pour le petit, b2 pour le grand. Les deux rectangles ayant
les mémes dimensions, ont la méme aire qui est ab.

3. La somme des quatre aires précédentes est donc S’ = a? + b* + ab + ab, qui se réduit
en S =a”®+ b+ 2ab.

4. Comme S = S’, on déduit :

(a+b)® =a®+b* + 2ab cafd

Ex. 15, p.55. On applique les identités remarquables (voir prop. 4, p. 41) et on trouve :

A = (z+1)2 = 22+2z+1
B = (1-2)2 =1-2x+2°
2

c = l—I—:l: X l—w = B —x2=l—x2

2 2 2 4
D = (3-2r)? = 32-2x3x2xz+(22)>=9—12x + 422
E = (3z-2)(3z+2) = (32)2-22 =922 -4

2 2

F = (%-w) = (%) —2xéx3z+(3x)2=%—3x+9x2

Ex. 16, p.55. On applique les identités remarquables (voir prop. 4, p. 41) et on trouve :

2 2 2
A = (§+5) - (g) +2xgx5+52=%+5:p+25
T 2 x\ 2 T 2
R I CIREE R
4-+-2 1 +2><4x2+2 16—!»:1c~i~4
&S 1 1\° 1
C = (5x+§) =(5m)2+2><5.7:x§+<§) =253c2+5mc+Z
Ex.17, p.56. On trouve :
T 2 x\2 T z?
A= e = () waxgrsew=
2+ ) +2><2x3+3 4+3x+9
T 2 x\ 2 x = 4
R ORI e
3 3 ><3x2+2 3.’11-|-4

9
C = Sw—l 2=(5x)2—2x5wx1+ 1 2:25w2—5w+1
2 2 2 4



72 Chapitre 2. Algébre

Ex.18, p.56. On a les équivalences suivantes :

4(x-3)+3=-3 & 4x—12=—6®4w=6¢>x=g= & 2=

3x=-2r & 52=0 &

2
3-(1-22)=0 & 3-1+%=06=-268c=—76
—3(z+7) =0 zz+7=0 &
2w—(2c-1)=0 & 1=0 &

Ex.19, p.56. 1. On calcule 2z + 3 lorsque = = g On trouve :

N W
N W

3
2:1:+3=2x§+3=3+37£0

Done — n’est pas solution de 1'équation (1).
2. On calcule —5z lorsque z = —5. On trouve :
—5z = —5 x (=5) = 25 # —25

Done —5 n’est pas solution de I’équation (2).
3. On calcule z + 1 et 2z + 3 lorsque x = —1. On trouve :

t+1=-1+1=0 2r+3=2x(-1)+3=-2+3=1

Or 0 # 1, donc —1 n’est pas solution de I’équation (3).
4. On calcule —6x + 2 et —z — 13 lorsque x = 3. On trouve :

—6r+2=-6x3+2=-18+2=-16 —z—13=-3-13=-16
Comme les deux valeurs sont égales, l 3 est solution | de I'équation (4).
5. On calcule —gx + 12 lorsque z = —10. On trouve :
6

6
—r+12=— % (=10) + 12 =12+ 12 = 24

Done | —10 est solution | de I’équation (5).

6. On calcule 3 + z lorsque z = 1. On trouve :

—

#_

W=
Wl

Wl w

1
3 3

Donc 1 n’est pas solution de I’équation (6).

 to=x+1
—_ xTr= — —
3

7. On calcule ;x lorsque = = l—f On trouve :
5

| =
I
N

X

~| ot
8
[l
| o>

14
Done 5 est solution | de I'équation (7).
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Ex. 20, p.57. On sait que pour tuer une division par 2 on multiplie par 2 des deux
cotés (voir § 7, p. 37). On a donc :

§:B®Zx§=2x8®

Voici la résolution des autres équations :

-

o 5

w

|

8

I
ol N

(>

|

8

[l
ol N
ol N

|

—3r—5=2 & -3r=5+4+2=T3r=-7 & w:—g

3 2
Ex. 21, p.57. On sait que pour tuer une multiplication par 3 on multiplie par 3 des

deux cotés car g * g =1 (voir § 17, p. 50). Donc :

3 4
Pour tuer la multiplication par -z on multiplie par —3 des deux co6tés. On obtient :

4
= —— 7 = ——
T 3)( = |T 3

Les deux autres équations se traitent de méme :

2—x—3=—54:)21=—5+3=—2 & x:éx(—2)=—3® x=-3
3 3 2

5
—o—x=7®w=—gx7® :1::—E

2 5 5

Ex. 22, p.57. On a vu en classe de 5¢ que pour résoudre I’équation :

6m—3_5w—8
4 2

il est commode de multiplier des deux cétés par 4 pour chasser les dénominateurs :

—_— r—.
6x 3=4xow 8

4
X2 2

On simplifie ensuite :
6z —3 =2 x (bx — 8)
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et on résout comme d’habitude :

6r—3=2x(5z—8)=10z—16 & 62— 10z=—-16+3

&S dr=-13 & 4dzx=13 & |z=—

En régle générale pour chasser les dénominateurs a et b, on multiplie des deux cotés
par un multiple commun de a et b, par exemple ppcm(a, b) (voir déf. 1, p. 20).

Passons maintenant aux autres équations :

S _BF e Y e T® & w1 @ =32
3 5 5
9
< 10x+15=6—-32z & 13z=-9 & x:—ﬁ
x—1_3x+6 r x—l_r 3z +6 _ it
E =% & 35 % 5 = 35 X - 7(x — 1) = 5(3z 4 6)
37
& Tr—-—T=152+30 & —8x =37 & w=—§

N il P 4x(¥-5)=4xw;3 & 3x—-20=22—6

S rz=—64+20=14 & |z=14

B8 5.2 . 6x(2§-3)=6x 1:” & 4z-18=1—2=

&S Hhr=19 & |z

«|g

2 — 1 r+1 r+5 20 — 1 r+1 r+5
3+6 2(:>6x(3-|—6)-6x

S 4dr—-24zx+4+1=3x4+156& 20=16 & (=8
Ex. 23, p.57. On fait d’abord tout passer a gauche dans notre équation :
-z =0

Ensuite on factorise par z*
2 x(x—1)=0

On applique alors la régle d’annulation (voir th. 5, p. 42) :
x(z—1)=0 & (x®=0o0ou z—1=0) & (x=0 ou z=1)

Notre équation a donc deux solutions :

7 =1{0,1}

Noter qu’on a utilisé la propriété suivante z° = 0 < x = 0 qui résulte de la régle
d’annulation : z x x =0& z =0.
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Ex. 24, p.57. 2. On note n le plus petit des quatre entiers inconnus. Puisque ces entiers
sont consécutifs, les trois autres sont n+ 1, n+ 2, n+ 3. La somme de ces quatre entiers
vaut donc :

n+(n+1)+(n+2)+(n+3)=4n+6

On a donc :
n+6 = 726
4n = T726—6 = 720
720
= — = 180
" 4

Les entiers cherchés sont donc 180 181 182 183.
Ex. 25, p.58. On cherche donc a € N tel qu’on ait :

61 +a
27+ a

C’est une équation en a. On la résout en multipliant des deux cotés par 27 + a :

6l+a = 2(274+a) = 54+ 2a
a—2a = 5H4-61
—a = =T
a = 1
On vérifie :
61+7 68
21+ 7 34

Ex. 26, p.58. En 2012, 'age de Vladimir était donc z, et celui de sa mére 30 + z. On
en déduit :

z+ (30+2x) = 56
2¢04+30 = 56
2r= = 56—-30 = 26
26
= — = 13
’ 2

Vladimir avait donc 13 ans, et sa mére en avait 43. On vérifie 43 + 13 = 56.

Ex. 28, p.59. 1. Le systéme S est composé de deux équations d’inconnues x et y. Dans
ces équations, les coeflicients de x et y sont : 8, —3, 3, —1. Le plus simple est —1. Il va
nous permettre de calculer y en fonction de z dans la deuxiéme équation. On a :

y=3x—38 (1)

On reporte cette expression de y dans la premiére équation, et on obtient :

8z —3(3z—-8) = -2
—x 424 = -2
—xr = =26

r = 206
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On a donc trouvé z. Pour trouver y, on porte cette valeur de x dans 'expression (1). On
obtient :
y=3x26—8=T78—-8="T0

On a donc prouvé I'implication directe :
S = (x=26 et y="70)

mais on n’a pas prouvé I’équivalence. Au stade élémentaire ou nous sommes, il faut
vérifier la réciproque, c’est-a-dire prouver :

(x=26 et y=T70) = S

Il suffit pour cela de vérifier directement que les valeurs (x = 26 et y = 70) satisfont le
systéme Si. Calculons donc :

8r —3y=8x26—3x70=208—210= -2
c’est bien la valeur attendue dans la premiére. Calculons ensuite :
3 —y=3x26—T0=78—70=28

c’est la valeur attendue dans la deuxiéme équation. Finalement, on a prouvé I'équi-
valence :
S & (x=26 et y="T0)

2. On montre par la méme méthode qu’on a :

Sy & (x=-41 et y=—23) S; & (x=-27 et y=-9)

Ex. 29, p. 59. Suivant les notations de I’énoncé, le nombre de billets vendus et la recette
peuvent se calculer ainsi :

p+r = 202 (1)
10p+5r = 1760 (2)
De I'équation (1), on déduit :
r=202—-p
Portant ceci dans (2), il vient :
10p+5(202 —p) = 1760
10p+1010—5p = 1760
5p = 750
750
p = — =150

5
On a donc vendu billets a tarif plein. On en déduit :
r = 202 — 150 = 52
donc on a vendu billets a tarif réduit.
Réciproquement, ces valeurs satisfont aux relations (1) et (2) car :

p+1r =150+ 52 = 202 10p + 57 = 10 x 150 + 5 x 52 = 1500 + 260 = 1760
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Ex. 30, p.59. Notons g le nombre de gros virements de 25 euros, et p le nombre de

petits virements de 14 euros. On a :

g+p = 12
259+ 14p = 223
De I’équation (1), on déduit :
g=12-p
Portant ceci dans (2), il vient :
25(12 —p) + 14p = 223
300 -25p+14p = 223
—11p = 223-300 = -77
=7

On a donc trouvé . On en déduit :

g=12—p=12-7=5

donc . Réciproquement, ces valeurs satisfont aux relations (1) et (2) car :
g+p=54+T7=12 259 4+ 14p = 25 x 5+ 14 x 7 = 125 4+ 98 = 223

Finalement, Papa a fait 5 virements & 25 euros et 7 virements a 14 euros.

(1)
(2)

Ex. 31, p.59. Cet exercice est en tout point semblable a 'ex. 29, p. 59. On a donc :

at+e = 40
10a +7e = 352
De I'équation (1), on déduit :
e=40—a
Portant ceci dans (2), il vient :
10a +7(40 —a) = 352
10a +280 —7a = 352
3a = 72
72
= — = 24
¢ 3

On a donc vendu billets a tarif adulte. On en déduit :
e=40—-24 =16

donc on a vendu billets a tarif enfant.

Réciproquement, ces valeurs satisfont aux relations (1) et (2) car :

at+e=24416 =40 10a +7e =10 x 244+ 7 x 16 = 240 4+ 112 = 352

(1)
(2)
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Ex. 32, p.59. Pour y voir plus clair, dressons un tableau avec les données de I’énoncé :

1. La somme dépensée par Sophie est :

crayons | cahiers
S=5z+2 Sophie 5 2
Celle dépensée par Elodie est : Elodie - 5
prix unitaire x Y

E =2z + 5y
2. a/ Si on met en équations, on obtient :
y=2x E=S5+3

b/ Si on évalue I'équation £ = S + 3 en fonction de = uniquement, on obtient :

2e4+5x%x (22) = bSx+2x(2x)+3
120 = 9z43
3z = 3
T 1

On en déduit :

¢/ Puis :
S=brx+2y=5+4=9 E=2rx+5y=2+10=12

Donc :

Elodie a dépensé 12 euros, et Sophie 9 euros.

On voit bien qu’Elodie a dépensé 3 euros de plus que Sophie.

Ex. 33, p.60. Cet exercice étant semblable aux exercices n. 29 p. 59, 30 p. 59, 31 p. 59
dont nous avons donné une correction détaillée, nous nous limitons aux points principaux :

m+f = 30 (1)
15m+ 10f = 365 (2)
Ce systéeme implique :
f=30—m
puis :
15m +10(30 —m) = 365
5m+300 = 365
5m = 65
m = 6—; = 13

Sim=13alors f=30—-m=30—-13=1T7.

On a donc prouvé que les équations (1) et (2) impliquent m = 13 et f = 17. Réciproque-
ment, ces valeurs satisfont bien aux relations (1) et (2) car :

m+ f=134+17=30 15m 4 10f =15 x 13410 x 17 = 365
La bibliothécaire a donc commandé livres de mathématiques et de francais.
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Ex.34, p.60. On a:
a=2"3x2"=92"3 =921 =2 b=33x3=33x3'=331 =32
=2" x 8° =(2x 5)* = 10° a=2 o L g, gn gt g
e=2" %8 =[2x5)" = =05 = Xﬁ_ X

Ex.35, p.60. On a:

a=5"'x5"1=5"1=5=1
c=5x2®=(5x%x2)=10°

Ex.36, p.60. On a:

23x2“4=23‘4=2“1=%=0,5
: 3 1 344 7
. _ 93+4 _
E93xg 459457
Ex.37, p.60. On a:
(3x2)2=23%x 22
R . s

6 2=2%xh ?=0x3"

Ex.38, p.60. On a:
(5x2)°%=5x2®

(%)

1072 = (2 x 5)72

2 2
2 2 r—2

=5—2=2 > o]

=2"2x57?

Ex.39, p.60. On a:
93 — (32)3 — 32X3 s 36
(23)2 — 23x2 — 26
(2—1)3 — 2—1X3 — 2—3

(32 x2)P° =33 x22=3"3x2° =3 x2°

2—-3 X 2-—4 g uu 2—3—4 2—7

5 x52=532=51=5

5—3

g =5 x5 =57 =5=5

B =3 %2>

&)

6°=(2x3)3°%=2*x3°

3
%=33x2‘3

(5x2)2=52x2"2

OF

10 =(2x5)*=2* x5

53

¥=53X2—3

43 = (22)3 = 22X3 = 26
(22)4 — 22X4 — 28

(2—3)—2 - 2—3X(—2) = 26

fan g =3 g T = g = Y e ?
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Ex.40, p.61. On a:

12°=(3x4)°’=(83x2%°*=3>x (2?)* =3* x 2°
18 =(2x9)*=(2x3")* =2 x(3%)*=2x3°
6—2=62x6_4=(2x3)2x(2x3)_4
64
= S xR T = R ="

x93 =1 w891y g 143 _ g2

0
’ 2

()

Bx2) 2 x18=32x23x2x32=2"3*1 x373+2 _9-2 » 37!
(2 x 3)?
2—4
127 x62=3x4) " 'x(2x3)?=3Bx2°)""'x2?x3?=

' 8T Vs P " P S

=22 x32x2t=2%t1 32 — 9% x 3?2

Ex.41, p.61. On a:

(-1)° = (-1)'=-1 (-1)?=1 (-1)° = -1
(-D'=1 (-1)°=-1 (-1)°= (-D)"=-1
En fait,
(=1)™ vaut 1 si n=0,2,4,..., c’est-a-dire, si n est pair.
(=)™ vaut —1sin=1,3,5,..., c'est-a-dire, si n est impair.

Ex.42, p.61. 1. On calcule de proche en proche par la reégle :
P T
2°=1 ¥ = 22 =4 2% = 2' =16 25 = 32
2°=64 27=128 2°=256 2°=512 29—=1024
2. Les formules
24 - (22)2 20 - (23)2 28 . (24)2 21() = (25)2
proviennent toutes de la sixiéme formule donnée a la prop. 4, p. 44 :
(u®)? = u”

que l'on utilise dans le sens inverse.
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Ex.43, p.61. On a:

_ 92 —3 _ 92-3 _ 9—1 _ K2 —4 __ g2—-4 __ -2
—§—3 X3 =3 =3 B—?—5 X 9 =15 =9
75 75 3—-2
C = —_— = — = =3 -2 -3 —2-3 -5
= =1 D= =9 n&* =5~ 5=5
1 ° —1,\5 —1x5 -5 1 - —1\—2 —1x(-2) 2

Ex.44, p.61. On a:
A=22x9%x20=22x32x22x5=2"%x32%x5

B=360=36x10=(22x3*)x2x5=2>x3*x5
C=150x12=(15x10) x (22 x3) = (3 x5 x 2x 5) x 2% x 3 =2% x 3% x 52
D=490"=(T? x 2% B> =(T2)° % 2P x B° = 2% 2 6% e T2*® = 2P % 5° x 710
E = (36 x 8%)2 =362 x ((2%)%)% = (2% x 3%)% x 23%3%2 = 2% x 3" x <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>